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《物理 学 家 用 微分 几何 》 出 版 已 过 了 十 名 年 ,这 次 “新 版 ”是 原 书 的 棋 订 补充 ,将 
原 书 14 章 扩充 到 自前 23 章 .全 书 分 二 部 分 : 流 形 微 分 儿科 .纤维 从 几何 非 交 撞 几 
何 .第 一 部 分 , 流 形 微分 几何 ,是 理论 物理 研究 生 教材 的 基本 内 容 . 其 中 前 三 章 着 重 
介绍 流 形 局 域 拓扑 结构 与 仿 射 结构 ;介绍 流 形 上 -种 重要 的 微分 算 子 :外 微分 . 李 
导数 . 协 变 导 数 ,结合 各 种 例子 熟悉 它们 的 特性 与 应 用 ;介绍 了 关于 流 形 , 流 形 上 张 
量 场 .微分 形式 . 流 形 的 变换 及 其 可 积 性 , 仿 射 联络 与 曲率 . 搅 率 等 基本 概念 . 这 二 
章 暂 未 对 流 形 引信 人 度 规 .采用 摆脱 度量 限制 的 可 任意 进行 坐标 变换 的 坐标 系 ,使 读 
者 对 流 形 的 局 域 拓扑 与 仿 射 结构 的 实质 有 更 清晰 的 认识 . 

第 四 ,五 ,六 二 章 着 重 介绍 黎 曼 波形. 度 规 是 黎 曼 流 形 的 基本 几何 结构 .在 第 四 
章 对 流 形 引入 度 规 ,介绍 保 度 规 结构 的 歼 曼 联络 与 曲率 .及 其 相关 的 答 种 曲率 张 
量 . 测 地 线 ,Jacobi 场 与 Jacobi 方程 ,并 初步 介绍 Einstein 引力 场 方程 及 相关 问题 . 
第 五 章 介绍 黎 曼 流 形 的 子 流 形 ,用 活动 标 架 法 对 流 形 明 率 张 量 进行 计算 与 分 析 . 第 
六 章 介绍 歼 曼 对 称 空间 , 它 在 理论 物理 及 可 积 体系 中 得 到 广泛 的 应 用 . 

第 七 , 八 , 九 三 章 着 重 介 绍 对 流 形 的 整体 拓扑 分 析 : 同 伦 . 同 调 . 特 别 是 de 
Rham 上 - 间 调 及 谐 和 形式 .第 九 意 介绍 Moise 理论 ,CW 复 形 与 拓扑 障碍 和 分析 . 这 章 
内 容 常 需 更 多 代数 拓扑 与 现代 儿 何 基 础 ,读者 在 第 一 次 计时 可 暂 路 去 . 

第 十 ,十 一 ,十 二 三 章 介绍 流 形 上 一 种 重要 的 岂 何 结构 ; 辛 、 复 、 自 旋 结 构 .它们 
的 存在 受 流 形 朱 扑 性 质 约束 .它们 在 现代 理论 物理 中 有 重要 应 用 , 贡 仍 在 发 展 中 . 

本 书 第 二 部 分 介绍 纤维 从 几何 ,规范 场 论 . 其 中 第 十 三 ,十 四 ,十 五 意 介 绍 纤维 
站 的 拓 瓜 结构 ,从 上 联络 与 曲率 ,及 显示 从 整体 拓扑 非 平庸 的 示 性 类 .在 这 三 章 的 
分 析 中 , 底 流 形 是 一 般 微分 流 形 ,可 暂 未 引信 度 规 .在 第 十 六 ,二 七 章 旗 流 形 为 具有 
度 规 结构 的 时 空 流 形 , 这 时 可 对 纤维 内 引信 作用 量 , 可 分 析 场 方程 .守恒 流 等 动力 
学 体系 问题 .在 这 上 阿 章 中 分 析 讨 论 了 瞬 子 . 单 极 . 超 对 称 单 极 等 经 典 规范 场 论 中 一 
些 基 本 问题 . 

第 十 从 至 二 十 : 章 介 绍 Atiyah-Singer 指标 定理 、 族 指标 定理 . 带 边 流 形 及 开 
无 腿 流 形 的 指标 定理 ,并 以 量子 场 论 反常 拓扑 分 析 为 例 , 深 和 分析 量子 规范 理论 的 
大 范围 抽 扑 性 质 及 各 级 拓扑 障碍 的 递 降 继 藉 ,分 析 背 景 场 折 扑 性 质 , 分数 费 米 荷 及 
超 对 称 等 现代 理论 物理 前 沿 课题 . 


本 书 第 三 部 分 : 非 交 换 刀 何 导 引 . 非 交换 几何 在 量子 物理 ,经 典 及 量子 统计 、 景 
子 引 妃 及 纺 论 等 方面 得 到 证 应 用 .第 -十 - 章 介 绍 非 交换 几何 在 量子 物理 中 应 
用 ,重点 介绍 在 量子 Hall 效应 的 应 用 .第 二 十 三 章 介绍 量子 群 与 9 规范 理论 ,它们 
在 景 半 可 积 体系 中 得 到 ) 泛 应 用 .这 是 - -个 正在 发 展 的 领域 ,这 里 仅 是 一 要 步 
介绍 ， 

为 使 二 阅读 ,在 书 末 为 第 -一 部 分 列 有 9 个 附录 ,简单 介绍 关于 拓扑 、 代 数 等 
方面 必须 掌握 的 基础 知识 . 书 中 有 部 分 章 千 是 通 常 研 究 生 教材 未 涉及 领域 ,读者 在 
初 读 时 常 可 上 略 去 , 仅 作 为 以 后 科研 工作 中 参考 . 书 未 还 为 第 二 部 分 列 有 四 个 附录 介 
绍 Cifford 代数 ,经 典 李 群 及 Spin 群 的 表示 ,也 作为 以 后 深入 学 习 时 参考 ， 

天 于 微分 所 何 的 书籍 已 有 很 多 , 例如, 书 木 所 列 一 般 人 参考 书目 , 按 作 者 姓氏 纺 
排 ,以 便 查 询 引 用 .… -方面 ,阅读 这 些 书 籍 常 需 较 宽 的 数学 基础 ,对 物理 学 家 来 说 ， 
要 想 一 下 掌握 似 较 困难 . 男 : 一 方面 ,中 前 所 见 到 有 关 微分 几何 书籍 最 多 讲 到 AS 
指标 定理 ,对 于 A-S 指标 定理 的 排 广 及 其 在 取代 量子 场 论 方面 的 应 用 , 均 很 少 介 
绍 ,有 关 资 料 散布 在 各 杂志 文献 中 .本 书目 的 是 向 物理 学 下 作者 介绍 现代 微分 几何 
的 基本 概念 .方法 和 结果 , 似 及 它们 在 物理 理论 中 的 应 用 . 关于 数学 术语 定义 , 仅 涉 
及 必须 的 ,而 本 个 求 全 面 亨 包 罗 万 象 , 并 唱 尽 量 采 用 物理 学 家 比较 容易 接受 的 直观 
而 又 个 影响 产 格 性 的 说 法 .有 些 定理 的 繁琐 押 象 的 证 明 常 代 以 举例 说 明 , 需 竖 深入 

人 解 的 读者 可 参阅 所 引文 献 太 书籍 . 本 书 所 采用 符号 尽 重 与 通常 的 一 致 ,以 鸽 参阅 

其 他 书籍 与 文献 .希望 本 书 能 够 向 理论 物理 -| 作者 介绍 现代 微分 几何 ,使 之 能 应 用 
拓扑 与 几何 方法 解决 物理 学 中 一 些 问题 . 本 书 对 散布 在 各 杂志 文献 中 的 资料 作 了 
系统 整理 .分 析 与 介绍 .由 于 作者 水 于 有 限 , 错 误 与 不 要 之 处 难免 ,欢迎 批评 指正 . 
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第 一 部 分 流 形 微分 儿 何 


本 部 分 共 12 章 , 导 于 理论 物理 几 客 生 的 基本 教材 . 按 具 特性 证 分 为 四 章 岂 
A. 流 形 局 域 短 分 拓扑 结构 与 仿 射 结构 
第 -- 章 ” 流 形 微分 流 拱 与 微分 形式 
第 二 章 ” 流 形 的 空 换 及 其 可 积 忻 ” 李 杰 搞 群 及 他 格 流 虑 
第 三 章 ” 仿 射 联络 流 形 
这 三 章 的 特点 是 暂 末 引信 产 规 结构 ,采用 不 受 庆 期 约束 的 .可 任意 进行 局 域 仿 
射 坐标 变换 的 活动 标 架 ,研究 流 形 的 不 变性 质 .这 : 彰 分 别 介绍 了 流 彤 上 种 最 重 
要 的 微分 算 子 :外 微分 算 子 d, 李 导数 工 , ,二 变 微分 算 子 也. 
B, 流 形 的 基本 几何 结构 (一 ) 黎 曼 流 形 与 对 称 空间 
第 四 章 ” 歼 曼 流 形 
第 五 章 ”网 空 间 的 歼 曼 子 流 形 。 正 交 活动 标 架 法 
第 六 章 ” 章 性 黎 曼 流 形 ”对 称 空间 
本 单元 对 流 形 引 入 度 规 ,使 流 形 具有 出 主语 的 攻 何 结 移 .利用 自 交 活动 标 锅 法 
分 析 流 形 的 各 种 不 变 晤 .并 于 第 六 章 着 重 分 析 由 有 对 称 变 挨 样 的 齐 性 流 形 与 对 称 
空间 ,它们 在 理论 物理 中 有 j 泛 应 用 . 
C. 流 形 整体 折 扑 结构 “ 同 伦 .同调 ,拓扑 障 香 分 析 
第 七 章 ” 流 形 的 问 伦 群 与 同调 群 
第 入 音 ”上 同调 论 中 Rhan 上 同 油 沦 此 其 他 相关 伦 型 不 变 纪 
第 所 章 ”Merse 理论 CW 复 形 与 折 扑 障 姆 分 析 
本 单元 着 重 介 绍 通常 代数 拓扑 学 内 容 , 介 结 它们 在 微分 儿 何 中 的 应 用 .前 两 章 
从 相互 对 偶 的 观点 分 析 流 形 的 同 伦 群 及 ( 上) 同调 群 .第 九 音 利用 流 形 上 光滑 临界 
点 特性 分 析 流 形 的 伦 卉 ,分 析 流 形 的 定向 与 自 旋 等 结构 整体 存在 的 拖 提 障 但 . 这 章 
内 容 初 学 者 较 难 掌握 ,在 初次 阅读 本 书 时 ,可 暂 覆 这. 
D. 流 形 的 基本 几何 结构 (_) 辛 结构 ” 复 结构 ”自流 结构 
第 十 帝 ” 辛 流 形 ” 切 甬 流 形 
第 十 - 意 复 流 形 
第 | 二 章 旋 景 自 旋 流 形 
流 形 的 度 规 结构 , 辛 结 构 , 复 结构 密切 相关 , 常 可 由 其 中 任 是 种 决定 第 让 种 结 
均 . 放量 是 与 它们 相关 的 重要 几何 结构 , 并 在 理论 物理 中 得 到 广泛 应 用 . 


第 一 章 ” 流 形 微分 流 形 与 微分 形式 


在 欧 氏 几何 学 中 ,认为 两 图 形 相等 ,是 因为 可 遂 过 了 欧 氏 运动 {不 改变 两 点 间 欧 
氏 距 离 的 运动 ) 使 两 图 形 完全 相 重 , 夷 氏 运 动 的 集合 形成 群 , 欧 氏 几何 学 正 是 研究 
在 欧 民 运动 下 空间 图 形 的 不 变性 质 ,注意 到 此 点 ,19 世纪 末 (1871 年 )Klein 对 兄 何 
学 及 其 分 类 作 如 下 定 六 :存在 一 个 集合 ( 称 为 空间 ) 五 及 作用 在 此 集合 五 上 的 变换 
群 G, 抑 何 是 研究 在 变换 群 G 作用 下 ,空间 五 的 不 变性 质 .微分 几何 是 研究 微分 流 
形 在 微分 同 肚 变换 下 的 不 变性 质 .微分 流 形 及 其 上 张 量 场 是 微分 几何 的 主要 研究 
对 象 . 


$1.1 流 形 流 形 的 拓扑 结构 


物理 学 中 许多 问题 都 要 研究 连续 空间 ,如 运动 学 和 动力 学 中 的 普通 时 空 , 广 义 
相对 论 中 的 弯 明 时 空 :统计 物理 学 中 的 相 空间 ,规范 理论 中 的 内 部 空间 与 相应 的 底 
空间 (普通 时 空 } 等 ,它们 的 共同 特点 都 是 具有 确定 维 数 的 连续 空间 ,为 研究 它们 ， 
提出 流 形 概念 . 流 形 是 我 们 熟悉 的 点 , 线 . 面 以 及 各 种 高 维 连 续 空 间 概 念 的 推广 ,可 
如 下 定 广 流 形 (manifold)， 

“2 维 流 形 局 域 像 x*"” ,更 确切 的 说 ,“ 流 形 是 这 样 一 个 Hausdorff 空间 , 它 的 每 
点 有 一 个 含有 该 点 的 开 集 与 :” 的 开 集 同 肪 ”. 

土 面 这 侣 话 中 有 几 个 数学 名 词 (CR* , 开 集 , 同 肚 ,Hausdorff 空间 ) 要 简单 解释 一 
这 
1) 实 2 维 线性 空间 .=" 

2" 是 实数 域 上 2 维 线性 空间 , 它 的 元 素 x 叫做 向 量 或 点 ,可 用 n 个 实数 表示 

YET 
实数 x (i =1,2,…,n) 称 为 向 量 .+ {或 称 为 点 x ) 的 坐标 . 

在 .六 中 两 任意 向 量 x ,y 央 可 定义 加 法 ,向 量 相 加 仍 为 向 量 ,x + y= xE'”， 

其 坐标 为 对 应 坐标 相 加 
=r+y 


这 样 定义 的 加 法 满足 Abel 群 的 规则 , 即 有 每 元 ,有 道 元 ,可 结合 ,可 交换 . 


4， 第 一 章 流 形 微分 流 形 与 微分 形式 


在 实数 a€ :与 向 量 rE :7 间 可 定义 乘法 
Aart = (ar ar ,rE 
这 样 定义 的 乘法 满足 结合 4 
a(br) = (ab)x 

并 在 乘法 与 加 法 间 满 足 分 配 律 

六 人 证 十 光一 GT 十 可 9 
这 伞 就 在 . 中 定义 了 向 量 加 法 和 向 量 对 实数 乘法 运算 ,使 成 为 实数 域 :上 的 
n 维 向 量 空间 . 类似 可 定义 复数 域 上 的 ” 维 向 量 空间 六 .总 之 可 如 下 定义 :“， 
定义 1.1 实数 域 上 维 线性 空间 x" 是 这 样 一 个 空间 ,其 每 个 元 素 可 用 n 个 一 定 
秩序 的 实数 表示 ,在 其 元 素 间 定义 有 加 法 (满足 Abel 群 运算 规则 ) ,并 定义 有 元 素 
与 实数 的 乘法 (满足 结合 律 与 分 配 律 ). 
2) 开 集 (open set) 与 连续 映射 (continuous mapping) 

为 了 分 析 空 间 及 其 映射 的 连续 性 ,一般 常 利 用 距离 函数 ( 度 规 ) 来 定义 .但 是 我 
们 知道 ,连续 性 仅 与 邻近 性 有 关 ,改变 距离 函数 的 定义 (改变 空间 的 度 规 ) 不 会 改变 
连续 性 ,不 会 改变 励 穷 点 列 的 极限 点 等 问题 ,故我 们 常 需 拥 脱 距离 函数 而 研究 比 度 
规 空间 更 抽象 的 拓扑 空间 ,只 注意 点 的 邻近 性 而 不 注意 其 上 距离 ,可 引进 开 集 概念 . 
开 集 是 描述 空间 拓扑 性 质 的 基本 概念 ,其 严格 表述 可 参看 附录 B, 这 里 我 们 给 开 集 
一 个 较 直 观 的 通常 拓扑 Cusual topology) 定 义 , 它 是 在 微分 几何 中 所 适用 的 定义 . 
定义 1.2 开 集 4 是 空间 S 的 子 集合 ,4 中 每 点 的 “ 邻 域 "完全 在 4 中 ， 

这 里 “ 邻 域 " 可 用 任意 距离 丙 数 来 定义 ,而 上 述 开 集 定义 应 与 所 选 距 离 函 数 无 关 . 

例如 ,实数 轴 R (一 维 线 件 空间 R!) 上 不 含 端 点 的 开 区 间 (a ,5) 是 开 集 ,但 是 含 
有 端点 的 闭 区 间 [ 4 , 5] 不 是 开 集 ,因为 其 端点 a,# 的“ 邻 域 "并 未 完全 属于 此 区 则 
{a,b]. 

在 定义 1.2 中 的 某 点 “ 邻 域 " 是 指 距 该 点 距离 小 于 某 给 定 实数 的 点 的 集合 ,在 
定义 “ 邻 域 " 时 , 需 借助 距离 消 数 ,但 是 我 们 强调 此 “分 域 ”可 用 任意 距离 函数 来 定 
义 ,与 所 选 距离 函数 无 关 . 例 如 ,对 R" 中 任意 两 点 x 和 yy, 可 采用 下 列 两 种 距离 函 
数 : 


dr = [Dr yp 


dry) = max|rr -yy | 
利用 a 定义 的 “ 邻 域 "为 圆 盘 ,利用 4; 定义 的 “ 邻 域 "为 正方 体 ,不 向 距离 函数 定 
义 的 " 邻 域 "形状 不 同 .但 是 由 于 任意 图 盘 内 有 正方 体 ,任意 正方 体内 有 圆 盘 , 故 若 
利用 距离 函数 4 得 到 4 为 开 集 , 则 相对 于 肥 离 函数 d; ,A 仍 为 开 集 .这 样 定义 的 
开 集 与 " 邻 域 "形状 无 关 , 与 所 选 距 离 函 数 泡 关 . 


和 1 1 流 形 流 形 的 拓扑 结构 "3: 


流 形 上 连续 疯 数 f(z ), 即 流行 M 到 实数 域 上 的 连续 映射 FM- ,定义 连续 
函数 ,通常 采用 大 家 熟悉 的 e-6 说 法 ,需要 利用 距离 薄 数 .对 于 没有 定义 距离 函数 
的 拓扑 空间 ,可 利用 ” 开 集 ”如 下 定义 连续 映射 : 
定义 1.3 流 形 间 映射 7;M 一 NN, 如 它 满足 NN 中 任意 开 集 的 道 像 是 M 中 的 开 集 ， 
由 此 映射 为 连续 映射 . 

与 开 集 定义 相关 的 还 可 引 人 闭 集 , 开 邻 域 等 概念 : 
定义 1.4 闭 集 (ciosed set): 开 集 A 在 集合 S 中 的 补 集 称 为 闭 集 . 团 集 包含 它 的 所 
有 极限 点 . 

定 沁 1.5 开 邻 域 (open neigbbourhood) ;集合 5S 中 一 点 a 的 开 邻 域 N 是 5 的 子 集 
合 , 它 命 有 点 a 所 属 的 某 开 集 . 
3) 同 且 映射 (homeomorphic mapping) 与 流 形 的 拓扑 性 质 

空间 的 几何 性 质 常常 是 指 空间 在 某 些 变换 群 作 用 下 的 不 变性 质 , 且 可 根据 变 
换 群 特点 对 几何 学 进行 分 类 .例如 非 奇 异 线性 变换 ,使 直线 仍 变 为 直线 ,保持 空间 
的 仿 射 性 质 ,研究 这 种 性 质 的 几何 学 称 仿 射 几何 .其 中 正 斧 变换 还 进一步 保持 图 形 
的 欧 氏 分 类 ,研究 在 正 交 变换 下 不 变性 质 的 几何 学 称 欧 氏 几何 学 .现在 我 们 禹 讨论 
更 广泛 的 空间 ,其 中 己 元 直线 概念 ,因此 应 讨论 比 线 性 映射 更 广泛 的 一 些 映 射 .我 
们 首先 想到 前 面 有 所 提 到 的 连续 映射 , 它 保持 图 形 各 点 的 邻近 性 不 被 破坏 .但 是 连续 
映射 不 能 保持 流 形 的 维 数 ,例如 著名 的 Peano 曲线 (1890 年 ) ,是 一 种 将 一 维 实 轴 
区 间 了 连续 地 满 映射 到 一 维 区 间 天 上 的 映射 六 1-> 了 ,映射 了 被 定义 为 肌 射 族 玉 
的 极限 , 声 : 1 让 ,f= limf. 图 1.1(b),(c),{d) 给 出 了 前 三 步 (1), (1)， 


万 (站 ,而 (Ba 表明 第 一 步 f(1) 的 作 图 方法 ;连接 秆 方形 1* 的 对 角 线 ,将 正方 形 作 
三 角 分 割 ,然后 再 将 各 相 邻 三 角形 中 点 连接 . 类 似 ,很 容易 推广 至 第 任意 * 步 的 


所 ( 中 ,在 第 步 后 ,一 维 区 间 了 的 所 有 点 都 在 大 (1) 的 [也 】 的 距离 内 . 于 是 在 


n 一 00 的 极限 下 ,得 连续 的 满 映射 f, 它 使 一 维 区 间 了 映 满 在 二 维 区 间 1* 上 
注意 上 述 映射 并 非 1 -1 对 应 , 面 只 是 使 二 维 区 间 f° 上 所 有 点 均 在 像 F(T) 的 
邻 域内 ,上 例 说 明 ,连续 满 映 射 不 能 保持 流 形 的 维 数 , 为 了 保持 流 形 维 数 ,应 对 连续 
站 步 的 限制 ， 
一 方面 ,我 们 知道 1- 1 对 应 是 区 别 集 合 的 标志 .但 是 1 - 1 对 应 也 不 能 保持 
入 如 Cartan 的 例子 ,可 使 2 维 开 区 间 
天 = {ry E10<r,y<1l 
的 点 (zy) 与 一 维 开 区 间 
I=(0,D)= iz€E.i10<z<1l 
的 点 x 间 建 立 1-1 对 应 , 邑 按 十 进位 无 限 小 数 表 示 x 与 y{ 因 为 zx,y€ (0,1)) 
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图 1.1 
(a)Peanc 曲线 作 图 法 示意 ， 
Cb) ,tc),{d)Peans 曲线 六 (六 的 前 三 步 


x = 人 0.x ri 
y=0.y ye 
由 上 两 数 可 作 小 数 
z = 0.riy ry 
显然 x 全 (0,1), 于 是 建立 了 由 二 维 区 间 天 1 一 1 对 应 于 一 维 区 同上 的 映射 .注意 
这 时 是 1 一 1 对 应 ,但 不 是 连续 映射 ， 
将 上 两 书 结合, 可 得 到 保持 流 形 维 数 的 同 凸 映射 : 
定义 1.6 同 且 映射 为 1- 1 对 应 的 连续 满 映 射 , 旦 其 道 喘 射 也 是 连续 的 . 
连续 映射 保持 流 形 各 点 的 邻近 性 , 当 进一步 要 求 流 形 中 任 两 不 同 点 仍 映 射 为 
不 同 点 , 且 示 会 产生 新 的 点 , 即 同 征 变 换 . 可 将 流 形 的 同 胚 变换 想像 成 流 形 用 析 皮 
做 成 ,可 任意 拉 伸 ,弯曲 ,但 不 允许 撕 裂 (一 分 为 二 ) ,也 不 允许 把 不 同 点 粘 在 一 起 
(二 会 为 一 ). 
在 同 胚 喘 射 下 保持 不 变 的 性 质 为 拓扑 性 质 ,如 开 集 .收敛 序列 . 紧 致 性 .分离 
性 .连通 性 等 都 是 拓扑 性 质 , 请 参看 附录 B 的 简单 介绍 . 
4) Hausdorff 空间 与 流 形 的 可 分 性 (separation) 
定义 1.7 Hausdorff 空间 是 这 样 一 个 空间 ,其 中 任意 两 不 同 点 a 与 5 间 , 均 有 不 相 
交 的 开 邻 域 . 即 存在 开 集 U, 与 UU， 
a€t lll, bE Us 


$1.1 该 形 流 形 的 拓 捉 缚 司 四 


而 UN Us= 

在 流 形 定义 中 强调 流 形 是 一 个 Hausdorff 空间 ,就 蜡 调 丁 流 形 的 可 分 性 ,使 连 
接任 意 丙 点 的 连 线 可 无 限 表 分 .描述 流 形 的 可 分 性 有 许多 种 不 同 的 党 法 ,而 定义 
1.7 的 叙述 是 可 分 性 公理 中 较 强 的 一 个 ,也 是 微分 几何 中 最 常用 的 一 个 . 

具有 通常 拓扑 的 实数 域 是 Hausdorff 空间 ,Hausdorlf 空间 的 点 都 是 闭 集 . 

在 我 们 简单 介绍 了 以 上 儿 个 常用 的 数学 名 词 后 ,让 我 们 再 强调 复述 一 下 流民 
的 定义 : 
定义 1.8 实 ( 复 }n 维 流 形 是 这 样 一 个 Hausdorff 空间 , 它 的 每 点 有 于 邻 域 与 
sf "7 ) 的 开 集 辐 肝 . 

下 面 举 些 葡 单 例子 说 明 流 形 的 概念 ， 
例 1.1 圆 S 是 一 维 流 形 ， 
例 1.2 图 1.2 中 所 而 的 一 些 .… 维 图 形 都 不 是 流 形 ,因为 在 结 点 处 开 邻 域 不 与 
的 开 集 同 用 . 


X 色 “一 :一 


图 1.2 不 是 - - 维 流 形 的 图 形 举 例 


例 1.3 一 维 欧 氏 空 间 E 中 单位 球面 S 是 一 个 二 维 流 形 . 
例 1.4 五 中 锥 面 
M= ry)EF ry- .0 
椒 是 流 形 ,因为 在 原点 邻 域 不 与 人间 胚 .如 下 进 一 步 限 制 为 了 三 0 , 闻 为 于 个 锥 曾 


y 


图 1.3 王 -中 半 锥 厨 
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NM 有 了 0 


为 二 维 流 形 .下 凶 我 们 将 进 - - 步 分 析 流 形 的 微分 结构 ,说 明 半 锥 不 是 光滑 流 丧 (不 
芋 可 微 流 形 ), 因 其 启 点 处 什 光 滑 . 


$1.2 微分 流 形 ” 诉 玫 的 微分 结构 


为 了 对 流 形 上 遇 数 及 流 形 上 张 量 场 进行 微分 运算 , 常 赴 对流 形 引进 坐标 系 , 可 
利用 流 形 邮 上 的 开 集 对 “的 才 集 的 同 豚 映射 来 对 流 形 MM 引信 局 部 坐标 系 . 由 流 
形 的 定之 冯 流 形 局 上 成像 “, 流 形 中 尾 一 点 部 有 合 该 点 的 圭 集 与 &* 的 -个 井 集 
8 同 豚 , 令 为 相应 的 问 肝 号 射 

的 :> 


流 形 MT 下 点 记 各 忆 其 像 0 人 “中 的 党 标 人 rs rr 就 叫 全 六 点 的 坐 
标 , 这 样 利用 对 “ 上升 集 站 的 回 且 映射 pw, 可 对 流 形 M 上 开 集 U 内 各 点 建立 坐 
标 系 5 6) 称 为 流 开 WE + 的 局 部 堂 标 系 ,成 简称 举 标 下 fechart). 

流 形 的 届 咸 可 用 笃 标 刻 划 , 问 上 时 区 可 随时 变换 坐标 ,我们 在 于 面 过 论 中 ，- 方 
而 要 利 几 举 标 系 这 个 工具 ,同时 又 要 不 受 坐 标 系 的 吕 缚 ,虽然 有 时 明显 地 写 出 坐标 
志 达 起 ,但 是 更 通常 的 是 写 出 在 坐标 变换 下 不 变 的 形式 . 流 形 的 某 : -局 部 坐标 系 本 
对 没有 几何 意义 ,而 我 们 证 要 研究 与 坐标 变换 无 关 的 一 些 不 变量 . 

过 去 对 空间 建立 谷 林 系 时 , 常 利 出 空间 的 度量 性 质 . 而 我 们 在 建立 局 部 坐标 系 
时 ,利用 了 辣 豚 申 射 ,可 完 全 不 受 度 针 的 约 东 ,可 研究 流 形 在 二 胚 变换 下 的 木 变性 
质 . 过 内 斯 坦 从 发 表 猜 疼 相 对 论 (1908 和 牛 ) 到 发 表 广 义 相 讨论 (1915 年 ) 花 了 七 年 时 
间 ,他 说 … 为 什么 建立 | 祥 相 对 论 又 用 了 七 年 时 间 呢 ? 主要 诛 因 是 ,要 摆脱 坐标 必 
须 有 直接 度量 意义 这 个 上 用 概 念 是 不 容易 的 . "本 片 从 开始 就 采用 不 受 度 规 限 制 的 ， 
可 任意 进行 能 标 变 换 的 坐标 系 , 何 时 引信 度量 ,使 流 形成 为 黎 曼 流 形 , 我 们 要 特别 
志明 .在 本 书 前 三 意 分 析 没 有 定义 度 规 的 微分 流 形 的 性 质 . 

1 维 流 形 一 方面 局 域 像 “, 罗 方面 ,一 般 不 能 将 整个 流 形 M 与 :” 的 开 集 同 
性. 例如 ,， 维 款 面 5 最少 大 用 病 个 片 集 覆 盖 . 若 整个 流 形 M 需 用 若 十 个 开 集 
1 1 所 攻 盖 ， 


LU = M 
开 集 族 1U ;人称 为 流 上 找 的 于 覆盖 .而 所 有 举 标 卡 的 集合 
= 10 ,ee.: 
称 为 流 形 M 的 坐标 卡 集 (atlas). 苛 并 集 1U, | 中 两 个 开 集 U, 与 Ui 间 有 交 ， 忆 站 


§1.2 微分 流 形 流 形 的 微分 结构 “9. 


[天 厅 , 如 图 1.4 所 示 , 则 相应 两 个 坐标 卡 集 (U, , gq, ) 与 (Uj, qs) 交还 应 满足 相 
容 条 件 . om 与 rm 将 交 秋 区 UU, 门 Us 同 凸 映射 到 #"” 的 两 个 非 空 开 集 ,这 两 个 开 集 间 
映射 相当 于 流 形 上 坐标 变换 : 

f= pa pip (UU, NU gel UN Ug) 


Tt ry = f(r) 


图 1.4 流 形 M 的 两 个 有 交 伙 的 坐标 - 卡 


(zx) 是 :* 空间 开 集 上 的 * 个 实 连续 国 数 , 为 了 能 在 流 形 上 建立 分 析 运 算 ,要 求 
上 述 举 标 变换 是 可 微 的 , 如 要 求 上 述 # 个 实 函 数 具 有 阶 和 连续 偏 导数 , 即 映 射 f 
属于 C 类 , 则 称 这 两 坐标 卡 为 C* 相 容 . 

下 面 我 们 介绍 流 形 的 微分 结构 (dif[erentiable structure) 这 一 重要 概念 . 流 形 的 
微分 结构 表明 流 形 开 覆 盖 中 各 于 集 是 如 何 烙 接 存 起 的 ,表明 了 流 形 整 体 的 平滑 
程度 ,可 如 下 定义 ; 
定义 1.9 当 流 形 M 上 坐标 卡 集 .w= UU, ,gq 1! ,还 满足 下 面 三 条 件 , 则 称 其 为 流 形 
M 的 C 微分 结构 (或 称 为 完备 的 (* 相 容 坐标 卡 集 ): 

1) 1U, | 为 流 形 M 的 开 覆 盖 ; 

2) .Y 中 任意 两 个 坐标 卡 都 是 人 相 容 ; 

3) x 为 具备 上 两 特性 的 最 大 谷 标 卡 集 , 如 坐标 卡 (U,g) 与 x 中 所 有 卡 CC 相 容 ， 
则 CU, gp)€ .x 中 仅 满 吓 前 两 条 件 的 集合 , 称 为 (XY 微分 结构 的 一 个 基 , 或 称 为 
(人 坐标 卡 集 ， 

流 形 M 有 两 个 坐标 下 集 .Y= UP 与 二 1 加 及 如 其 并 集 |D ,DJ 
2. 96 外 仍 为 5 坐标 卡 集 , 则 称 这 两 个 坐标 长 集 等 价 .每 一 C* 相 容 坐标 卡 集 包含 
在 ~ 个 惟一 的 完备 的 CC 相 容 坐 标 卡 集中 ,所 以 在 构造 微分 结 移 时 ,只 要 指出 它 的 
一 个 C 相 容 坐 标 卡 集 就 可 以 了 . 

具有 C 微分 结构 的 拓扑 流 形 厅 , 即 共有 (Xx 治标 卡 集 等 价 类 的 流 形 , 称 为 上 
流 形 . 当 流 形 M 上 给 定 了 一 个 C” 微分 结构 , 则 称 流 形 M 为 光 请 流 形 ,或 称 微 分 


“ 10 ， 第 一 章 流 形 微分 流 形 与 微分 形式 


流 形 (differentiable manifold). 

当 流 形 M 上 给 定 一 个 C” 微分 结构 , 即 各 喘 射 pe 。9p。: 为 实 解 析 函 数 ,它们 在 
流 形 上 各 点 均 可 展开 为 收敛 的 Taylor 级 数 , 则 称 M 为 实 解析 流 形 (real analytic 
manifold).. 

在 上 述 定义 中 ,将 实数 域 :" 都 换 为 复数 域 ", 当 各 映射 pg .8 为 复 解 析 隔 
数 ( 全 纯 函 数 ) 时 , 则 流 形 M 称 为 复 解 析 流 撒 , 或 简称 复 流 撒 (complex manifold). 

对 微分 流 形 ,可 分 析 其 上 函数 的 可 微 性 . 如 图 1.5 所 示 , 设 了 为 定义 在 流 形 M 
上 的 实 陋 数 , 即 


FM 
MpPrrI(p)E.-: 


终 1,5 流 形 上 的 函数 /pp) 


再 设 {U, , g,} 为 含有 p 点 的 一 个 容许 坐标 卡 , 则 下 = f+ gp,’' 为 定义 在 :” 开 集 上 
的 实 消 数 . 

立 数 f 在 p 点 称 为 可 微 的 ,如 果 函 数 下 在 r= gw,(p) 点 为 可 微 , 可 以 证 基 晴 数 
下 的 可 微 性 与 允许 举 标 卡 前 选取 无 关 . 例如 ,车 有 另 一 个 含有 户 点 的 坐标 卡 ( Us， 
2) , 则 因为 

98 = {f° pi) (9, + yo!) 

由 于 gp。 .9s 属 C” 类 (为 光滑 的 ) , 故 f° gs! 与 f-q;' 在 相应 点 都 是 可 微 的 . 

类 似 我 们 也 可 分 析 微 分 流 形 间 连 续 映 射 的 可 微 性 .例如 , 设 f 为 从 m 维 微分 
流 形 M 到 维 微 分 流 形 NN 上 的 连续 映射 { 见 图 1.6) 

FM N 


$1.2 微分 流 形 ” 流 形 的 微分 结构 “1! 


phrg= /A(p) 
在 M 与 N 的 坐标 卡 集中 ,存在 含 p 的 (DQ,w) 与 含 g= f( 记 ) 的 (VV, 四 ), 则 函数 


下 二 明了 hey 二 人) 


图 1.6 流 形 间 的 映射 及 其 诱导 映射 


(7) 的 可 微 性 决定 了 映射 了 的 可 微 性 .以 后 为 简单 起 见 ,我 们 将 常常 不 区 别 了 与 
F, 思 点 及 其 人 举 标 r+,g 点 与 其 举 标 y, 而 认为 g= 了 (pp) 与 y= Flx) 有 相同 舍 闵 . 

当 流 形 M 与 N 具 相 同 维 数 , 旦 映射 了 为 同 环 上 映射 时 ,如 进一步 要 求 此 间 上 胚 映 
射 可 微 , 则 称 为 微分 同 胚 (diffeomorphism) ,两 流 形 微分 同 且 必 辣 肽 ,但 昆 两 个 同 胚 
的 流 形 不 一 定 微分 同 脉 ， 

拘 扑 是 研究 连续 性 的 最 自然 的 数学 结构 ,所 有 拓扑 空间 可 按 是 否 同 有 环 分 为 不 
同等 价 类 ,而 流 形 的 微分 结构 是 研究 可 微 性 的 最 自然 的 数学 结构 , 同 肽 的 流 形 按 其 
是 否 微 分 同 豚 又 可 进一步 分 类 ,属于 不 同 微分 同 胚 等 价 类 的 流 形 具 有 不 同 的 微分 
结构 , 即 同 胚 流 形 苛 能 有 不 同 的 微分 结 椅 , 例如 Milnor 在 1956 年 曾 指出 ,七 维 球 
S 除 典 型 的 屋 ' 中 单位 球面 的 微分 结构 外 ,还 可 以 有 另 一 种 微分 结构 :Milner 怪 球 
2 ,两 者 同 胚 ,但 林 是 微分 同 胚 ,微分 结构 不 同 . 数学 家 还 曾 证 明 , 低 维 (ds<s3) 拓 扑 
流 形 有 惟一 微分 结构 ,但 是 高 维 拓扑 流 形 { 包 括 妾 )? 常 可 存在 多 种 微分 结构 .在 同 
豚 的 拓扑 流 形 上 可 存在 不 等 价 的 微分 结构 ,所 以 可 以 说 微分 结构 有 独立 于 拓扑 结 
构 的 意义 .对 于 一 个 可 微 流 形 ,如 何 确定 其 上 的 微分 结构 ,是 微分 几何 中 最 重要 最 
困难 的 问题 之 一 -， 

下 面 举 几 个 微分 流 形 的 例子 : 
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例 1.5 一 维 圆 S (图 1.7} 
可 表示 为 二 维 平 面 E* 中 单位 贺 
= {zy EE lxi+t+y =1| 
5' 可 取 如 下 四 个 坐标 卡 来 复 羡 : 
U= ipESilr>0l, op = y 
La = lpE Sly>0l, y(tp)= 
La = ip€ES I Ixr<O0l, p(tp)= yy 
[= 1pESiiy<0, Pat p= 7 
以 上 友 个 开 集 1D. | (i 二 1,…,4) 构 成 5' 的 一 个 


图 1.7 一 维 图 S: 开 复 盖 . 下面 分 析 相 应 坐标 卡 集 |(U，, gw,) | (i = 
4) 的 相 容 结构 . 
在 U, 和 UU, 的 交 杰 区 ,转换 晴 数 
YY 二 v1 x 
TV 六 


它们 都 是 光滑 可 微 消 数 ,是 C” 相 容 . 类 似 可 证 
其 余 坐 标 卡 相互 都 是 C” 相 容 .所 以 5S! 是 一 维 
光滑 流 形 . 
例 1.6 二 维 球面 S (图 1.8) 
一 | (zz 和 Flr +y +e = rl 
可 如 下 取 球 极 坐 标 来 表达 S2 上 PP 点 的 坐标 : 
r= rsindcosg 


3 = rsingsing 


二 reosg 


作 极 射 投影 ,在 赤道 平面 上 投射 点 Q 的 坐标 
z 图 1.8 二 维 球面 5: 的 极 射 投影 


+ = peos = 三 于 


Ta 一 psing 二 {I+ zy > 之 
其 中 p=rtan[ 也 )=r 7TSe ,可 取 如 下 两 坐标 卡 组 成 S? 的 集 标 卡 集 1 TU。 ， 
wm:)|: 


U,= lizyy,2)€ S|z¥-1); Pr:(r, yz) | - zy ,TT ) 


$1.2 微分 流 形 ” 流 形 的 微分 结构 13: 


UU =r,y,2) ES IzFAll: v(xr,y,2)— (qa0 2 | 
而 以 上 局 胚 映射 p; 的 逆 映 射 是 


27] 了 Ta 1 一 e; 】 
1+p ’ lto 1l+p 
本 过 时 计生 入 oe =!) 
lt+o ito 1l+p’ 
在 交 和 看 区 ,gy (UD, 人 门 UU)=p_(U, 人 个 U )= 澡 ~10|, 两 坐标 卡 同 的 坐标 变换 


Pi Ui, 9 po {xi sr) 一 | 


pi po (rT) = | 


Pp- Pi {ri :xs) 一 PF 名 (ri ,x3) 一 (3 .号 
是 无 穷 阶 可 微 的 , 即 它们 是 C” 相 和 穿 的 , 故 5S’ 为 二 维 光滑 流 形 ， 

将 n 维 球面 S" 看 作 .2 中 单位 球 而 ,类 似 上 述 步骤 ,可 采用 球 极 投射 .进而 
可 证 S" 为 n 维 光 滑 流 形 , 这 样 得 到 的 5S* 的 微分 结构 称 为 9 上 的 标准 微分 结构 
《standard differential structure on the nr-sphere 9" ) . 

例 1.7 李 群 流 形 G= 1g|l 

每 群 元 g 是 一 点 ,整个 李 群 G 为 流 形 ,可 用 群 的 定义 表示 中 的 实 参 数 来 表示 
李 群 流 形 的 点 坐标 . 

有 些 简单 的 群 流 形 可 与 一 些 简单 拓扑 流 形 微分 同 胚 .例如 

一 维 紧 臻 Abel 群 U(1)= ie ,00s2rl, 即 么 模 复 数 乘法 群 ,与 S 流 形 微 
分 同 盈 ,UU(D) 衬 S'. 

SU(2) 群 ,其 群 元 g 的 基本 表示 (二 维 忠 实 表示 ) 是 2x2 勾 正 第 阵 g' 一 gg，， 
detg 二 1, 可 表示 为 


满足 
a 
detg =lal+lb l= > (r=1 
i=1 


SU(2) 群 流 形 是 二 参数 群 , 根 当 于 四 维 欧 空间 中 单位 球 而 S , 即 SU(2) 兰 3 . 
例 1.8 x 维 实 射影 空间 EP”. 
RP" 为 如 “空间 申通 过 原点 的 直线 集合 ,每 直线 为 … 点 ,所 有 通过 原点 的 直 
线 集合 形成 n 维 流 形 , 即 如 点 
xT) 一 (az arleyer YaEk—l!0l 
即 当 rEtk" 一 可 和 ae 为 任意 非 零 实数 ,可 将 ax 看 成 与 + 相互 等 价 r 一 ar， 
可 把 xz 的 一 等 价 类 记 作 
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[x] = [ar 

每 等 价 类 看 成 P" 中 一 点 ,1.0.4 称 为 [x] 的 齐 次 坐标 . 

由 于 通过 ”原点 的 每 很 直线 交 5S” 球面 于 两 点 , 故 :.P" 也 相当 于 将 S 球面 
上 各 对 硕 点 看 成 一 点 所 形成 流 形 , 即 

PC" OD - 10D ~ 8"/Z, 
例如 
“PC 0D -10 ~ 82, ~ SU(2)/2, ~ SO03) 
其 中 Z; 二 S" 为 由 两 元 素 组 成 的 群 ,以 上 分 析 表 明 在 S" 与 : .p" 间 存 在 自然 覆盖 映 
射 p: 
P19" ~» Pp", 

映射 p 为 C 映射 .日 局 域 具有 C™ 道 映射 , 故 由 S" 的 C 微分 结构 可 诱导 出 xP” 
的 C™” 微 分 结构 ,Pp" 为 n 维 微分 流 形 ， 
例 1.9 复 n 维 射影 空间 LP ; 

~P" 为 >" 空间 中 通过 原点 的 复 直 线 集合 . 即 在 2"*! 空 间 中 建立 等 价 关系 


全 


(zz se ) ~ (eer ,eel ), YeE€E -i0l 
可 把 x 的 等 价 类 记 作 
[z] = [2 ,2!,., 2" | 

每 等 价 类 [ z] 看 成 5P" 中 一 点 ,2P" 为 复 n 维 ( 实 27 维 ) 微 分 流 形 . 

下 面 我 们 以 最 低 维 的 >P: 为 例 作 更 仔细 地 分 析 , Pi 空间 中 各 点 齐 次 坐标 为 

[z]=[z ,zx 1]= [cz',cz?] (zz! ,x? 不 全 为 零 ) 

JP" 可 用 两 个 开 集 覆盖 : 

LU) 为 x' 尖 0 的 区 域 , 可 选 非 齐 次 坐标 


2 
££ = =u+iv 
有 


U, 为 = 天 0 的 区 域 ,可 选 非 齐 次 坐标 


在 交 夺 区 (xz! 与 x* 都 非 零 ). 
-1 
& Ei 


相 容 条 件 即 L 与 U, 间 上 映射 


一 1 Hr ab 不 全 为 堆 


和 1.3 切 空间 与 切 向 量 奶 | 加 1 


| 
”ft) = 
u 一 牟 
(so) (Fh + ow 
为 复 解 析 映 射 , 故 "P' 为 复 解 析 流 形 . 如 令 
则 
下 了 一 中 


n+ 1l— xz’ H+ 1—x 
与 例 2 比较 知人 CP' 与 S* 有 相 岗 的 微分 结构 , 即 二 者 微分 同 豚 ,二 PP 一 S31UCHDS 
号 2 . 
2P"” 为 了 空间 通过 原点 的 复线 其 , 它 扣 以 看 作 是 .空间 中 球面 S*™'' 上 
的 点 ,还 可 差 CI1) 相 因子 | 逐一 je 有 | 故 | 
oP 一 SHE 一 了 UDP 
SP ~ SU SS ~ U1 
例 1.10 乘积 流 形 
丙 微 分 流 形 的 乘积 流 形 M x N 仍 为 微分 流 形 . 设 | 5 ,g, | 与 1 WV, 看 | 分 别 为 
M,N 的 坐标 卡 集 ,对 乘积 流 形 M x N ,存在 光滑 的 自然 投影 
H:MxN->M 
BL:MxN—=N 


于 是 和, x Vs: gs 了 +- 了 ;| 为 MxN 流 形 上 的 坐标 卡 集 , 由 它们 决定 了 乘积 
流 形 的 微分 结构 .例如 
圆柱 面 = S x … 
二 维 环 面 :* = S$! x S$! 


$1.3 切 空 间 与 切 向 量 场 


前 两 节 分 析 了 微分 流 形 的 特点 , 流 形 M 县 局 域 像 兰 " 的 拓扑 空间 ,并且 是 可 微 
的 ,可 以 利用 分 析 工 具 来 研究 流 形 .分 析 的 一 个 重要 方法 就 是 分 析 对 象 的 无 穷 小 部 
分 , 常 可 使 问题 线性 化 而 便于 研究 . 例如 : 

少数 在 一 点 附近 的 性 质 可 用 其 导数 表示 . 

李 群 在 恒 等 元 附近 的 局 域 性 质 可 用 李 代 数 表示 . 
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曲线 在 - -点 附近 的 性 质 可 用 该 点 切 钱 表 示 ， 

同 理 , 对 于 一 个 微分 流 形 M ,在 每 点 附近 的 性 质 可 用 线性 空间 ( 切 空 间 ) 来 通 
近 . 切 空 词 是 由 切 向 量 组 成 ,我们 首先 来 研究 如 何 定 义 在 流 形 M 中 心 点 沿 某 确定 
方向 上 的 切 向 量 , 此 切 向 量 应 可 实质 地 定义 ,而 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 即 与 该 点 邻 
域 坐 标 卡 (CU, gg) 的 选取 无 尖 . 

一 般 线 性 衬 间 ;:" 中 的 向 量 , 吕 用 连接 空间 岗 点 间 的 有 向 直线 表示 . 对 上 微分 
流 形 , 己 无 直线 概念 ,不 能 用 这 种 方法 表示 向 量 . 如何 将 切 冲 曙 概 念 推广 到 流 撒 上 ? 

微分 流 形 上 可 定义 光 谓 实 函 数 ,它们 的 定义 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 流 形 上 可 微 
责 数 之 和 (可 逐 点 求 和 ) 仍 为 可 微 呈 数 ,可 徽 曙 数 与 实数 乘 ,以 及 可 微 函 数 乘 可 徽 丙 
数 ( 可 还 点 相 乘 ) 仍 为 可 微 琐 数 , 故 流 形 M 上 可 微 函 数 集合 为 实数 域 上 的 代数 
丈 M) ,我 们 可 首先 研究 踊 形 M 在 户 点 邻 域 的 可 徽 丽 数 集 人 台 , 记 为 多 (MD) ,可 利 
用 作用 在 (MI) 上 的 线性 微分 算 子 来 定义 流 形 M 上 过 点 户 的 戈 问 量 . 它 是 :7 中 
向 量 的 自然 锥 广 . 为 说 明 此 点 ,我 们 先 来 研究 作用 在 .:” 空间 盟 数 f 上 的 线性 微分 
算 子 . 

在 … 空间 ,点 洪 方 向 Ax 位 移 , 设 位 移 问 量 Az 为 小 量 , 可 对 明 数 f(x ) 作 
Taylor 展开 


-f+ 高 阶 小 \ 量 


firt+Ar)= Alr)+ Nar) 


三 f(x) + 6f + 高 阶 小 量 
这 里 我 们 注意 ,线性 空间 &" 中 点 x 又 可 称 为 向 量 x ,当选 定 坐 标 系 后 ,此 问 量 可 用 
u 个 分 章 jz 并 ( 均 为 实数 ) 来 表示 ,点 的 分 量 r 与 坐标 选取 有 关 ,而 向 量 > 本 身 
与 坐标 选取 无 关 . 同样 位移 向 最 Ar 为 过 x 点 的 向 便 ,本 身 与 坐标 选取 无 关 ,而 其 
分 量 (Ar) 则 依赖 学 标 选 取 , 我 们 将 它 与 9, 三 ;结合 ,可 得 到 作用 于 函数 / 上 的 
方向 导数 
8 = (A), 
8 是 作用 在 函数 7 上 的 线性 微分 等 予 ,是 滑 位 移 向 量 Ar 方 章 的 方向 导数 .$ 本 身 
与 坐标 系 的 选取 无 关 , 它 可 以 表示 为 沿 坐 标 线 方向 的 方向 导数 13; | 的 线性 组 合 , 展 
开 系数 (Az)' 可 看 作 方向 导数 $ 的 坐标 分 量 ,它们 俗 为 位 移 向 量 Ar 的 分 量 .我 们 
可 利用 方向 导数 $ 来 表示 过 z 点 的 位 移 向 量 A 
对 微分 流 形 M, 可 类 似 定义 过 每 点 沿 一 确定 方向 的 切 向 其 . 首先 在 流 形 M 上 
作 一 条 通过 户 点 的 光滑 曲线 >(7) .利用 此 昌 线 (1) 来 选 出 过 p 点 的 一 个 确定 广 


向 ,光滑 曲线 x (1+) 相当 于 实 轴 上 线段 ( -ee 六 用 参数 寺 标志 ) 到 流 形 M 上 的 可 
微 映 射 


和 1.3 切 空 间 与 切 向 最 场 加 加 7 


Tr et) =A 
:rte MM 
可 选 上 = 用 点 对 应 于 产 点 3:rf0) = 一声 .对 于 流 形 M 上任 一 而 微 阴 数 fFE .7 (M) ,将 
此 孙 数 限制 在 光滑 曲线 xz0f) 上 ,得 参数 :的 可 短 函 数 Frtt) ,此 明 数 在 疡 点 治 
曲线 改变 速度 可 表示 为 


图 1.,9 利用 曲线 zf) 选 出 过 点 确定 方向 


可 将 作用 在 流 形 任 意 函 数 上 的 线性 答 分 算 子 久 = 总 定义 为 切 于 曲线 (1 ) 的 切 向 


量 ,如 此 定义 的 戈 向 量 是 ." 上 地 向 导数 在 流 形 上 的 推广 . 
在 疡 点 邻 域 选 局 部 学 标 z = (rr ,这 时 ,上 式 可 表示 为 


Xf = 马上 jet, 0.1) 
若 我 们 选 过 p 点 的 曲线 沿 坐 标 线 工 , 即 w= 4 则 得 到 沿 坐标 线 zz 的 切 向 借 3 = 
汪 7 由 (1 了 0 式 知 ,过 点 沿 确定 方向 的 切 向 量 X, 为 1 1 的 线性 组 台 . 集合 13,; 
~1,2,… ,nn| 称 为 切 向 量 X, 的 化 标 基 矢 ,当选 定局 域 华 标 系 后, 它 就 窒 选 定 . X 


用 0, ;。 展开 的 系数 学 | 为 切身 量 X, 的 分 量 . 沿 曲线 r(7 ?的 无 承 小 位 移 Ar 在 
局 域 坐标 系 中 的 分 量 为 Az' , 店 At 除 仅 改变 其 尺度 ,不 改变 其 方向 , 故 liny 人 = 
后 表明 了 曲线 x() 的 切 向 量 的 分 量 .注意 , 切 光 最 X， = 直 ! 与 学 标 系 的 选取 


无 关 , 而 其 分 量 守 | 与 坐标 系 的 选取 有 关 . 切 矢 X, 对 流 形 上 任意 击 数 FLx( 1) 
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的 作用 外间 ,为 在 点 沿 曲 线 .xr 本) 的 方向 导数 . 
| 利用 通过 点 p 的 曲线 fr) 可 得 到 沿 此 曲线 的 切 癌 里 X, , 方面, 当 给 定 


在 点 p 邻 域 的 线性 组 合 
Y= Sr yzr)e AM) (1.2) 
可 以 证 明 它 必 为 过 p 点 时 曲线 在 p 点 的 切 向 量 .例如 ,可 选 在 1 =0 人 时 通过 点 的 
曲线 


Ee 四 x'{p) -+ va (].3) 
则 在 1 一 0 点 切 于 此 曲线 的 切身 能 屁 


过 pp 点 的 所 有 切 向 量 的 集合 形成 流 形 ;Mf 在 p 点 的 切 空间 了 (4M), 其 中 可 内 义 向 
量 如 法 5 对 应 系数 相 加 ) ,及 向 量 与 实数 的 乘法 (各 系数 乘 同一 实数 ) ,下 可 让 明 19,: 
二 1 ,nl 线性 独立 .存在 下 述 定 理 ; 

定理 1.1 n 维 流 形 M 在 点 p 的 切 空 间 了 (WI) 为 实数 域 上 * 维 线 性 空间 ,当选 
局 域 坐 标 系 后 , 基 拓 组 13,;;=1,…,n| 线 性 独立 量 完 备 . 

证 了 明 ”如 认为 基 矢 组 19,! 线 性 柑 关 , 即 存 在 » 个 不 人 为 零 的 常数 a' ,使 


人 


Sa =0 
将 它 作 用 于 过 点 p 的 坐标 线 二 ,得 


A 
Sa 元 一 a 一 吕 ， J} 二 1 ,2,… ,nn 
r=1 全 


出 现 了 矛盾 , 故 基 矢 组 13, 1 线性 独立 . 
为 一 方面 ,过 p 点 的 任意 切 向 量 均 可 用 大 和 失 组 ;3, 1 展开 , 即 这 组 基 矢 完备 . 定 
口 


理 得 证 . 
TM TH 流 形 M 上 所 有 各 点 切 空 间 的 并 集 
T(M) = UT,(M) (1.4) 


称 为 流 形 M 的 切 亿 . 切 从 T(tM) 是 2n 维 流 形 , 局 域 是 
直 积 流 形 ,但 整体 不 - 定 是 .在 同一 点 的 切 向 量 可 相 加 ， 
而 不 同 点 的 切 向 量 无 关系 . 切 从 了 (MD) 吕 用 图 1.10 示 

通过 流 形 M 上 每 点 有 一 ” 维 切 空间 了 ,( WM) ,串通 

图 1.10 团 从 示意 图 “过 该 点 直线 示意 表示 ,在 不 同 点 的 切 空间 相互 无 关 , 用 


号 1.3 切 5 空间 - 忆 切 向 最 场 * 19 。 


相 所 平行 直线 表示 .在 每 点 pp 处 的 切 裤 间隔 , (M1) 与 n 维 线性 空间 同 构 ， 


TM) ~ 
在 点 pp 分 域 L, 切 从 局 域 问 构 于 直 积 流 形 ; 
Ti = MIM Ux " 【上 .5) 
但 在 整个 波形 M 上 切 从 了 (M) 一 般 不 再 是 平庸 的 直 积 流 开 .整体 折 扑 非 平庸 性 正 
是 我 和 们 以 后 要 重点 分 本 的 ， 


下 面 介绍 癌 星 场 XX(x) 这 :重要 概念 , 向量 场 六 (xz) 又 称 为 切 从 (MM) 的 一 
个 徐 而 (section) ,是 在 流 形 M 上 每 点 户 选 出 :个 切 向 最 乞 E 了 CA) ,当选 局 域 学 
标 系 后 , 切 向 量 场 Xta ) 可 表示 为 


Xfr) = 人 (9 (1.6) 
1 


如 陋 数 总 Cr) 连续 ,可 微 , 则 称 向 量 场 X(z) 连 续 .可 德 . 
流 形 M 上 可 徽 向 量 场 XUr) 可 看 成 是 作用 在 流 形 上 的 可 微 明 数 集 人 台 :并 AM) 上 
的 线性 微分 算 子 ,其 有 性 质 
1) 线性 
Xiaf +t be) = aRf +t bhRg 和 人 和) 1.7) 
2) 满足 Leibunz 法 则 
XE) = fhp +t gXF (1.8) 
其 有 上 述 性 质 的 线性 微分 算 子 ,可 作为 流 形 M 上 可 微 向 量 场 的 定 久 .为 了 说 明 疝 
景 场 X 的 可 微 性 ,只 需 证明 对 任意 可 微 辣 数 FE A(M) ,XXF 仍 为 M 上 可 微 国 数 即 
可 . 
令 ，(0M) 为 M 上 所 有 可 微 向 量 场 集合 , 即 切 从 截击 集合 ,在 其 中 订 定 义 向 量 
场 间 吉 法 (如 选 局 域 坐标 系 ,为 对 应 系数 相 加 ) ,此 加 法 满足 Abel 群 规则 . 叮 定义 向 
量 场 与 数 瑟 法 (为 对 应 系数 与 数 乘 ) ,此 乘法 满足 结合 律 与 分 配 律 .因此 向 量 场 集合 
《MM) 形 成 实数 域 上 无 穷 维 向 量 空间 , 进 : 步 可 在 此 集合 内 部 定义 李 括 号 乘法 运 
算 , 即 对 于 如 AT) 中 任意 两 麟 项 场 
X= NH) 
可 和 定义 它们 间 李 括号 运算 [X,Y] 


[X,Yif =XCYN) - Y(XN) = (于 


9 


7 
这 里 采用 了 章 矿 指标 来 和 的 术 倍 . 即 1_9) 趟 右 参 各 了 求 和 号 >,， , ,以 后 如 不 


加 声明 , 均 采用 此 习惯 约定 . (1.9) 式 对 流 形 M 上 任意 实 函 数 fE 5M) 均 戌 立 .两 
线性 微分 算 于 相 乘 的 对 易 子 ,本 来 应 为 一 阶 微分 算 子 ,但 是 上 述 运算 表明 其 二 阶 微 
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[X,Y]€E HM) 

履 集 各 4{ 名 ) 为 实数 域 上 李 代数 ,其 中 任意 二 个 向 量 场 X,Y ,ZE3UM), 鞭 不 括 
续 运 算 的 Jacobi 等 式 成 立 

[TX, YI,Z)+ {I[Y,Z] ,Ri+ YN {1 .10) 
故 癌 景 场 集合 4(MW TD) 形成 实数 域 天 无 穷 维 李 代 数 . 进一步 注意 到 向 量 场 X 毛 
兴 &1T) ,不 仅 可 以 与 实数 乘 ,而 且 可 以 与 流 形 M 上 任意 可 微 函 数 fE 胞 M) 乘 ,以 
仍 为 切 场 , 在 相同 点 处 切 向 量 不 能 相 则 ,但 在 同 -点 的 切 向 其 可 相 加 , 且 在 -点 线 
性 独立 的 切 向 量 数 光 为， 在 每 点 切 疝 莉 可 用 基 和 失 织 1 展开 ,在 选 定局 域 坐 标 
卡 后 , 切 场 XE 20W? 可 表示 


= Ne la),, tr) EE RM) 
| 
零 向 量 场 集合 3( 名) 形成 1 牧 二 模 (module}. 


$1.4 余 切 向 量 场 


任意 ， 维 向 量 空间 V, 可 利用 它 对 实数 的 同 态 线性 映射 ( 实 线性 晒 数 ) 的 集合 
Hom(l :Www 
得 到 V 的 对 偶 空 间 V" . 妓 由 于 线性 函数 加 线性 函数 仍 为 线性 两 数 ,线性 隆 数 与 数 
习 仍 为 线性 函数 ,使 线性 空间 V 上 的 线性 函数 集合 本 身 形成 一 向 量 空间 V” = 
Homt YE) ,YY 也 是 w 维 向 量 空间 , 称 为 V 的 对 偶 空 间 , 及 空间 V 与 W' 语 为 对 
偶 ( 参 看 附录 F). 
对 流 形 M 过 户 点 的 切 向 抽空 间 人 也 (M) ,也 可 与 上 类 似 定义 工 ,(M) 的 对 侦 空 
间 了 ; (M). 讨 论 维持 T, ( M ) 线 性 结构 的 同 态 映 射 


和 om 了 AM (1.11) 
其 中 任 一 元 素 mm 称 为 在 pp 点 的 余 切 向 量 , 它 使 任 -- 切 向 量 X, 映射 为 数 
op: KR ro (Xs) so, NX) EL. (1.12) 


oo 为 线性 映射 , 即 有 性 质 (保持 向 量 空 间 的 线性 结构 ) 
ao TY) = oR) ) (XY, ETAMY) (1.13) 
5pfcXp) = co Xs) (cE 4.) (1.14) 
- 易 证 满足 上 述 性 质 的 任 卫 个 余 切 向 量 o, 与 x, 的 线性 组 合 ao, + 5r, 仍 满足 上 述 两 
性 质 . 故 满 足 上 述 性 质 的 所 有 余 切 向 量 的 集合 1o, | 形成 线性 空间 , 称 为 与 7,(M) 


$1.4 祭 切 向 量 场 2 


对 俩 的 . 流 形 M 上 pp 点 妹 的 余 妇 同 量 空间 了 (MD) = Hom( TT,(MD),-), 它 也 是 
维 问 量 空间 . 流 形 M 上 所 有 各 点 余 切 向 量 空 间 的 并 集 

T" (MM) = VT; (M) 
称 为 流 形 M 的 余 切 从 . 余 切 从 T "(M1) 是 2n 维 流 形 . 余 切 场 a 为 余 切 从 T* {M) 
上 上 的 截面 , 即 按 - 定 规则 在 每 点 p 给 出 一 个 余 切 向 景 . 

在 上 节 我 们 曾 分 析 过 ,可 以 利用 波形 M 上 过 点 的 - -条 曲线 在 T, (MI) 中 选 
出 一 切 向 量 X, ET (MD). 下 面 我 们 分 析 如 何在 了 (AM 中选 出 一 个 余 切 向 量 
zj 和 ETA .我 们 知道 训 (MD) 为 MM 上 点 邻 域 可 微 珊 数 集合 ,在 .7,(M) 中 函数 
了 满足 下 述 条 件 时 称 为 在 点 为 平稳 的 :存在 坐标 卡 (U,g),pEU, 合 fev! 的 
所 有 一 阶 偏 导数 在 g(z) 处 为 0. 令 $, 表示 在 点 pp 平稳 函数 集合 , 它 为 .i (M) 的 
子 代数 .对 了,(A) 中 任意 切 向 量 

X,:S,—0) 
为 选 出 在 点 6 处 与 切 袍 间 汪 (JM) 对 偶 的 一 个 余 切 矢量 ,可 选 沙 数 fE 7, (MD)1S,， 
即 任 选 一 非 平稳 冰 数 产 而 定 广 满 忠 下 述 条 件 的 线性 映射 为 dr 

df: TM) 

X, Xl, 

可 训 为 
‘df ,XY = XFE EM) (1.15) 

余 切 矢量 df 称 为 中 数 的 全 微分 ， 它 映射 了 (MM) 中 在 一 元 素 为 - -实数 , 当 在 点 p 
邻 域 选 局 域 举 标 , 切 空 间 选 自然 基 1 | ,如 选 =.r', 则 


(dr ,0,7 = 5 =8 (1.16) 


可 选 td7 | 为 余 切 空间 TCM) 中 与 切 空 间 个, (M) 的 基 12, 上 对偶 的 基 矢 ,可 证 
|1dz i 相互 独立 、 完备 ,共有 好 了 个 .而 多 数 的 全 微分 可 表 为 


df = ;dr (1.17) 
df 是 一 个 特殊 的 余 切 场 , 流 形 上 每 点 邻 域 什 意 余 切 场 可 用 局 域 坐标 系 表 示 为 
ax a{fr)dr, ot)EAAM) (1.18) 


当 o;(xz) 为 可 微 的 , 则 称 o(x) 为 可 微 的 余 切 场 . 可 微 余 切 向 量 场 r(zr) 又 称 为 
Pfaff 形式 或 线性 微分 形式 (1 form) , 它 与 向 其 场 XX(x) = 名 (x)a, 对 偶 , 妇 它 将 任 
一 切 向 量 场 X(.x) 映 射 到 (MM) 

(gtr), X(xD= a (Te (rdr’,d,) 
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= ref Ee .NM) {1.19) 
令 AT{ MM) 为 流 形 M 上 余 切 场 集合 , 邵 M 上 上 余 切 从 的 截面 集合 .可 以 定义 两 余 戈 
场 相 如 ,及 余 切 场 与 实数 乘 , 故 余 切 丛 截面 集 台 4 CCM ) 为 实数 域 上 无 穷 绯 同 最 空 
间 . 进 - - 步 注意 到 可 定义 余 切 场 与 M 上 任意 光滑 函数 1E WOD) 相 乘 ,结果 仍 是 光 
滑 的 余 切 场 ,月 在 一 点 上 线 忻 独立 的 余 切 场 数 为 xx. 故 余 切 场 集合 A'(M) 形 成 mx 
秩 “ 模 . 
总 之 ,MM 上 每 点 余 切 空间 丁 ; (MD) 是 该 点 切 空间 了 ( M) 的 实 线 性 对 侦 
To OM) = Hom TOM， 
而 由 (中 .19) 式 哆 可 看 出 MM 上 余 雪 场 集合 A1( MD) 是 切 场 集 合 .AM) 的 “线性 对 偶 
ATCMY = Hom,{ HM), HM)) 
站 (MD) 仍 为 秩 天 横 . 线 性 空间 的 对 偶 是 大 家 熟悉 的 ,而 我 们 今后 将 更 加 强调 分 
析 流 形 上 切 场 与 余 切 场 间 7 线性 对 偶 关 系 . 
流 形 M 及 其 上 光滑 蚂 数 集合 部 M) 问 存在 对 得 对 应 
er MM 
“及 其 各 阶 导 数 的 全 部 信息 可 给 出 M 的 全 部 局 域 线性 结构 的 信息 .在 本 章 前 两 节 
我 们 讨论 了 流 形 的 拓扑 结构 与 微分 结构 ,从 上 节 和 开始 我 们 着 睾 分 析 流 形 M 的 局 
域 线性 结构 .这 时 我 们 发 现 , 为 了 引入 流 形 上 切 场 , 如 上 节 我 们 选 过 点 的 曲线 
ytt) 
r:. > MI 
trytt) 
沿 邮 线 7() 的 切 失 可 表 为 5 
在 本 节 为 引 人 余 切 场 ,我 们 选取 与 映射 > 对偶 的 肝 射 
FA 一 
分 析 流 形 上 某 光 滑 实 铺 数 的 全 微分 d1, 它 是 与 转 场 对 偶 的 余 切 场 , 它 对 任意 切 场 
XEyYC9I) 的 作弄 可 表 为 
df ,X= XfFE 2(M) 
此 即 隧 数 全 微分 df 沿 切 场 区 方向 的 投射 . 
附带 指出 , 余 切 空间 I; (MD) 是 切 空间 了 ( M) 的 对 偶 空间 ,都 为 n 维 线性 空 
间 , 从 代数 结构 看 ,两 者 柑 间 .但 尽 谋 流 形 上 ,人 切 向 景 场 与 余 切 向 量 场 性 质 不 - 样 ， 
我 们 存 以 后 讨论 流 形 上 张 最 场 分 析 时 可 朋 显 看 出 这 点 . 
流 形 上 切身 量 场 与 余 切 向 量 场 都 是 流 形 上 的 几何 量 ,在 坐标 变换 下 不 变 .但 是 
其 表达 形式 , 即 当选 定局 域 坐 标 系 时 ,其 相应 的 分 量 ,将 随 坐 标 欠 的 变换 而 按 -… 定 
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规律 变换 .下 面 我 们 分 析 在 坐标 变换 时 切 向 量 场 各 分 量 与 余 切 向量 场 各 分 量 的 低 
换 规 律 . 
例如 . 作 一 般 坐 标 变换 


rrr) {1 .20) 
划 求 三 微分 同 脏 灾 换 ,其 Jacobi 行列 式 不 等 于 零 
dr 
det (5 j#0 (1.21) 
点 存在 相应 的 逆 亚 挽 
ri ri{tr’) (1] .22) 
选 局 域 于 标 系 后 ,切合 基 场 区 (xr) 与 余 切 问 量 场 of.r) 可 表示 为 
XUr) = RUz) 一 = EC) 二 (上 .23 
dr dr 
solr = gtridr = oo, (rdr" (1 .24) 
由 于 上 坐标 基 人 从 i92. 1 与 1dr’ ;的 变换 
dr” = SO dx (1.25) 
dr 
I gr 9 
3r' dr or (1.26) 
使 切 场 分 量 ': 关 {x) | 与 余 切 场 分 量 io, (+) 变换 
¢” = (1.27) 
中 rr 
5 dr 
,二 ok (1.28) 
rr 


某 天 组 19,1 与 idr' : 称 为 自然 标 架 , 有 时 采用 活动 标 哥 更 方便 , 即 可 对 自然 标 架 作 
线性 组 合 


er = etd, (a= 1,2,. ,7) (1.29) 
其 中 a(x)E AM), 昌 组 成 韭 奇异 nxn 得 阵 , 即 算 阵 e=(e) 行 列 式 非 零 
dette) 天 站 (1.30) 
同时 ,对 余 切 向 量 场 基 矢 ,也 需 作 相应 变换 ,以 便 仍 保持 为 对 偶 基 矢 组 , 即 选 
y= (ee dr' (rdr (1.31) 
其 中 第 阵 号 = (8 ) 为 矩阵 “= (fei ) 的 道 第 阵 ,使 基 矢 组 保持 如 下 对 倡 性 : 
4 (1.32) 


这 时 各 切 场 及 祭 切 声 各 分 量 也 要 作 相应 变换 
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= (1.33) 
FT, oe = eg, ‘1 ,34) 
对 活动 标 架 1e, (zl 与 1 (ri 还 可 进一步 作 线 作 变换 , 令 生 阵 
Lr) = Ci{.r)) (1] .35) 
六 在 点 开 邻 域 t 内 寻 寻 古奇 异 n Xx 年 阵 , 即 满足 
detL(r} 0, EU {1.36) 
这 时 亲 令 
es = Lies, 3° = (LL ey (1.37) 
使 变换 后 的 活动 标 投 仍 保 持 对 偶 对 应 
《9 {1 .38) 
这 时 , 切 场 分 有 量变 换 为 
é"° = (Le (1.39) 
余 切 场 分 最 变换 为 
o's = Lc, (1.40) 


本 书 末 用 的 习惯 为 :对 下 指标 ( 称 协 变 指标 ), 变换 用 第 阵 上 = (1*), 南 对 上 指标 
(称道 变 指标 ) ,用 其 转 填 道 年 阵 (上 '); 变换 ， 
最 后 ,我 们 举 质 点 力学 中 的 例子 来 简单 说 明 切 场 及 余 切 场 在 物理 中 的 应 用 .在 
单 迷 子 运动 中 ,粒子 运动 轨道 参数 可 选 为 时 间 1 , 沿 轨道 的 切 矢量 为 
-了 -中 
和 
此 即 速 度 矢量 ,在 选 定 坐标 系 后 ,其 分 量 为 4 
男 一 方面 ,为 分 析 粒 子 运动 的 动力 学 性 质 ,可 引入 作用 量 5, 可 将 它 看 成 全 空 
间 的 丽 数 


(1].41) 


dS = pdr {1.42) 
即 动量 分 好 p, 可 看 战 余 切 向 其 场 的 分 量 . 

分 析 和 粒子 运动 的 动力 学 性 质 时 , 拉 氏 函数 是 坐标 与 速度 的 函数 , 即 是 切 从 上 的 
消 数 .而 哈密 顿 量 应 表 为 坐标 和 动量 的 函数 , 即 是 余 田 从 上 的 函数 .经 典 力 学 中 定 
多 的 Poisson 插 号 与 坐标 选取 万 关 ,保持 Poisson 括号 不 变 的 余 切 从 问 微 分 癌 有 凸 变 
换 称 为 正则 变换 . 


81.5 张 量 积 与 流 形 上 高 阶 张 量 场 


本 节 讨 论 流 形 上 各 种 高 阶 张 量 场 ,它们 都 是 切 场 与 余 切 场 的 各 种 张 嫩 积 . 首先 


$1.5 张 量 积 与 流 形 小 高 阶 张 量 场 5， 


让 我 们 回忆 一 下 通常 线性 代数 中 的 一 些 基 本 概念 ,讨论 线性 空间 Y 太 其 对 个 空 间 
Y ' 间 的 各 种 张 且 积 . 
我 们 首先 分 析 两 线性 空间 V 与 W 的 张 量 积 VOW 这 一 重要 概念 . 令 六 为 
维 线性 空间 , 厂 为 m 维 线性 空间 ,二 者 的 张 量 积 YW 为 n x mm 维 线性 空间 , 注 
意 区 别 两 线性 空间 的 张 草 积 VEYW 与 两 线性 空间 的 笛 卡 儿 积 (Cartesian product) 
Vx 了 更, 后 青 为 2+ 严 维 线性 空间 .下 面 我 们 认真 分 析 此 问题 . 
令 Y 为 实数 域 上 nn 维 线性 空间 ,而 
V = Hom(V,.) (] .43) 
是 V 到 的 同 态 映射 (保持 线性 空间 结构 的 映射) 的 集合 ,是 VY 上 和 实 线 性 陋 数 的 
集合 ,集合 WV ' 本 身 仍 形 成 实数 域 上 上 nr 维 线性 空间 . 
其 线性 空间 的 笛 卡 儿 积 Vx 评 为 线性 裤 间 ,其 元 素 可 表示 为 
(a vjE Vx WY, 其 中 EV,5EWw 
可 定义 两 起 素 的 加 法 
ad) tand) = (a tart toh)E Vx Ww 
及 元 素 与 实数 a 万 的 乘法 
Ce 而) 一 aa) 和 YXx 环 
因此 Vx W 为 实数 域 上 2 +m 维 线性 空间 ， 
下 面 讨论 YX 玉 于 双 线性 消 数 集合 , 记 为 Hom(Yx 厂 ，…) ,任意 一 个 双 线 性 
隔 数 站 


hE HomVYVx W,.) 
它 对 WX 久 中 忆 素 (a ,5 的 作用 可 表示 为 
hyarby= hab)e.- 
hiar Tassb) = hiabi+hta,,b) 
htaby + bo) = h(a,b} + h(a,b,) 
Ataa b= ahtap)y hla,ab), 其 中 a 
易 证 其 有 于 述 性 质 的 两 个 双 线 性 函数 之 和 仍 为 双 线 性 函数 , 即 有 
ht,gE HomV x Wh rg € Hom(VY x W,.) 
oak E Hom(V x W.,i) 
故 集合 Homt VX 镀 ,! ) 仍 形成 实数 域 上 线性 空间 , 称 为 V' 与 W' 的 张 量 积 空间 
Vv” WW = Hom(V x W,.) (1.44) 
上 式 相当 于 (1.43) 式 推广 .下 面 再 认真 分 析 一 下 此 空间 的 特性 , 即 线 性 空间 的 维 


VW 中 元 素 
[oa 
在 Y 的 对 偶 空 间 Y " 选 相应 对 个 基 C3 ,… ,2" 1 满足 
Via = (ae = a = a 
在 的 选 对 帆 基 (ee ,…,o") ,满足 
op 二 ep)= = 
双 线 性 明 数 请 对 Wx W 中 元 素 (u ,5) 作 用 可 表示 为 


hia,phy = a'p hse,h) = Vapih, 


Hl 


7 
nm 个 实数 1 二 全 确定 上 ,可 将 上 表示 为 
月 一 Sh So 


‘oad = {aoe{b) = a 
集合 ;0 二 1 二 1,…, mr| 组 成 线性 空间 VOW ' 的 一 组 基 , 而 
V "COW" 是 实数 域 上 xn x m 维 线性 空间 ， 
类 似 可 让 WY”x W "上 双 线 性 明 数 华 合 
VIW = HomtY xW’',.) 
为 实数 域 上 7 x mi 维 线性 空间 . 

下 面 我 们 结合 流 形 来 分 析 其 各 种 局 感 线 性 结构 . 

n 维 流 形 M 在 点 p 有 切 空间 二 (A1), 余 切 空间 TCD ,它们 部 是 4 维 向 量 
空间 , 相 专 对偶, 并 可 分 别 选 相互 对 偶 基 矢 !e, fp 计 与 1 人 下面 我 们 昔 讨 论 它 
们 的 多 重 张 量 积 形成 的 线性 空间 ,例如 ,+r 阶 道 变 张 量 空间 区 (pp) 是 7 个 切 空间 的 
张 量 积 形成 的 x 重 线性 张 基 空 间 ,可 以 采用 以 下 二 种 等 价 的 定义: 

1]) Tp)= TT, MICOT, (MICO TCM) 

可 选 基 底 


je We HW We |, lysis si, = 1 ,2,.…,n 


共有 ww 个 基底 ,TT"(p) 中 生意 元 素 KE TT(p) 可 用 上 基底 展开 (以 下 均 采 用 重复 
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指标 求 和 习惯 ) 


K= Ke Be DBO, (1.45) 


K 称 为 阶 道 变 张 量 ,展开 系数 KW: “ 称 为 张 钮 的 分 量 ,可 定 儿 这 种 瑟 组 间 的 加 
法 ,为 对 应 分 量 相 加 (加 法 满足 Abel 群 规则 ) ,并 可 定义 张 莉 和 数 a ”的 乘法 ( 服 
从 分 由 率 和 结合 率 ) , 故 六 (pp) 为 和 维 线性 空间 , 称 为 > 阶 道 变 张 量 空间 . 

2) 也 加 利用 坐标 变换 下 (坐标 基 矢 溉 换 下 ) 张 晤 各 分 晤 的 变换 性 质 来 定义 张 量 , 例 
如 , 当 切 空间 各 基 矢 如 (1.46) 式 变换 


二 lie, (1.46) 
由 十 张 最 KK 本身 为 与 坐标 选择 无 关 的 几何 量 , 张 考 关 的 各 分 量 须 按 下 式 变换 : 
拱 二 {tL tL DK {1 .47) 


只有 上 于 述 性 质 的 x 个 实数 集合 , 称 为 7 阶 道 变 张 量 K ,市 这 wn' 个 实数 1K"“… | 称 
为 张 短 只 的 分 量 .这 种 用 坐标 变 氛 下 张 量 分 量 的 变换 规律 来 定义 张 量 ,这 是 大 家 
3) T"( 思 ) 为 余 切 宝 间 于 + 重 线 性 函数 的 集 人 台 
Tp) = Homt T; (MD, To CMD) ,ee, To (CM) YE) 
其 成 员 kK 为 r 重 线 性 量 射 
KT (MD, Ti (MM), Ti (CM) -> 
GT 和 
其 中 go,r ,wm (MD) 为 p 点 任意 余 切 向 量 ,此 映射 为 7 线性 , 即 具 有 如 下 性 
质 : 


故人 ear) KU re) (1.48) 
= Kigsars ,tw) = 
= Kigry duu), dey {1.49) 
下 (二 (1 .30 1 


FF 式 对 各 水 量 均 对 , 即 K 为 保持 其 各 宗 量 线性 结构 的 上 映射, 因此, 当 在 余 切 空间 
Ks。(M) 中 选 定 基 矢 , 张 量 尺 对 基 矢 的 作用 确定 后 ,整个 张 量 就 被 完全 确定 , 若 在 
余 切 空间 选 定 其 矢 | ,=1，al 而 
KD 8 ,9") = Ka, {1.51) 
称 为 阶 逆 灾 张 量 K 的 分 嫩 , 吕 将 张 量 KK 表 为 
K= RK? ve, [2 e,, 人 e, 


此 部 41.45) 式 .由 以 上 分 析 看 出 , 张 量 的 二 种 定义 实质 上 是 完全 等 价 的 ! 
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对 xs 阶 协 变 张 量 空间 人 ( 声 ) 也 可 类 似 定 多 
了 《站 = 了 的 了 
= Hom( Tt MD), TT, (My, Th, ( MD;.:.) 

并 可 定义 天 (6) 型 张 量 , 它 是 > 阶 道 变 张 量 空间 与 y 阶 协 变 张 量 空间 的 直 积 
(pp)= 六 (2)T.(P) 为 n'“ 维 线性 空间 . 

同 卉 张 量 空间 可 相 加 及 与 数 秉 ,形成 线性 空间 , 称 张 量 空 间 . 对 不 间 型 的 张 量 
间 还 可 引信 张 失 积 { 直 积 ) 运 算 ,得 到 更 高 阶 张 量 . 例如 

KE TIP), HE Tp) 
则 
KOHE Ti(p) (1 .52) 

对 混合 张 量 全 Cp), 当 ,ys 之 1 时 , 玉 有 中 定 尺 张 量 的 缩 计 运算 {contraction) , 它 使 张 
量 的 秩 减 少 2 


CT Pp) > TP CRN = DK (1.53) 
即使 一 对 上 下 指标 对 等 求 和 ， 
考虑 所 有 不 同类 型 张 量 的 直 和 


T(p) = 和 
其 刀 率 为 所 有 各 种 类 型 张 量 的 形式 和 .了 (pp) 构 成 无 穷 维 线性 空间 ,并 莫 存 企 张 量 
直 积 运算 , 赤 构 成 可 结合 代数 , 称 张 量 代 数 ， 
这 里 我 们 附带 解释 -下 , 张 量 空 间 可 看 成 是 向 量 空间 上 多 重 线 性 映射 给 成 的 
线性 空间 ,有 些 不 问 的 线性 映射 可 组 成 同 构 的 瑟 量 空间 .例如 了 (pp) 型 张 最 
T= TM TT (MD) = Hom( TY (M)},T,(M);») 
其 中 任 一 Ti(p) 型 张 量 可 用 基 矢 组 1e, 的 池上 展开 为 
K = Ke, (1.54) 
间 时 我 们 注意 到 切 空间 T, LM) 的 自 同 态 集 合 
Hom{ 了 (AM TC(M)) 
其 生成 元 为 
K:T tM) > T,(M) 
e Kle)= Ke € T,(M) 
下 向 量 守 | 闻 T,( M1) 中 线性 映射 算 子 站 可 用 (1.54) 式 表达 ,好 向量 空 间 自 问 术 算 
于 天 为 ( 六) 型 张 量 .而 缩 并 运算 即 自 同 态 算 子 的 取 迹 运算 . 
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张 量 直 积 运 算 及 张 量 缩 并 运算 岁 与 坐标 基 矢 的 选取 无 六. 
在 流 形 M 的 每 点 p 都 有 有 (r,s) 型 张 最 空间 六 (pp) ,为 上 重 道 变 > 重 协 变 问 
量 空间 的 外 积 张 苦 空 间 ,是 首 一 维 线性 空间 . 而 流 形 各 点 (pp) 的 开 集 
= (1.55) 
称 为 流 形 M 上 (rs 型 张 量 从 . 
(rs) 型 张 量 场 K(z ) 为 张 量 共 了 (MM) 的 一 个 截面. 相当 于 按 一 定 规 则 在 流 
形 M 点 户 邻 威 选 出 一 个 张 量 天 (站 ). 当 我 们 在 开 集 UU 上 选 局 域 举 标 系 ,= (x ， 


rr" , 开 集 U 可 取 自然 标 集 , 选 19, 二 了 ;| 为 切 空间 1,(M) 的 基 失 ,dx | 为 余 


切 空 间 7 了 "(MD) 的 基 矢 , 划 (r,s) 型 张 量 场 (rr} 可 表 孙 为 
Kr) = Kr BO Dr WO dr (1.56) 


其 中 Ki (7) 为 UU 下 也 数 , 称 为 (r,s) 型 张茵 场 儿 (r) 相 对 标 摧 的 分 量 . 若 函 数 
Ka (7 为 C 类 , 则 称 张 量 场 Ktr) 为 C 类 , 若 Ki (x) 为 0" 类 (光滑 孙 
数 ) , 则 称 张 量 场 K(x) 为 L! 上 光 少 张 量 场 .而 张 毁 场 的 可 微 性 与 局 域 坐标 系 的 选 
取 无 关 . 
高 阶 张 划 场 是 高 阶 张 量 从 上 的 截面 ,高 阶 张 量 从 是 流 形 上 各 点 高 阶 张 量 的 并 
集 , 而 各 点 高 阶 张 量 是 该 点 切 空间 与 余 切 空间 的 多 重 实数 域 上 的 线性 张 量 积 . 另 一 
方面 ,与 上 节余 切 场 讨论 类 似 ,我 们 可 直接 讨论 流 形 上 切 场 与 余 切 场 的 多 重 多 线 
性 张 量 积 , 当 令 :AMD) 为 M 上 可 微 函 数 集合 ;六 MM) 为 切 向 量 场 集合 . 则 ; 阶 协 变 
张 量 场 K(x} 可 看 成 + 个 切 向 量 场 23,… ,4 到 CM) 的 x 阶 字 线性 喘 射 KKHom 
(六 更 
Ke FM) 
XY Zr K(X,Y,,Z)E NAM) 
满足 
K(fX,gX ,yh2) = fghK(X,Y,,2) (1.57) 
其 中 
XY ZE RM), fghE AM) 
当 取 局 域 坐 标 系 , 采 用 自然 标 请 ,各 切 场 可 表 为 
X= 89, Y= Yo, Z=- 8 ENM) (1.58) 
由 ([ ,57) 式 知 
K(X,Y ,2) = ee KR, 10, "0 ) (1.59) 


3 加 第 - : 意 流 形 微分 流 形 与 微分 形式 


其 中 
Kn, 9,, yi ;9 】 三 长 ，， (x) -CAT 


这 交 个 陶 数 KK ，，，( 7) 完全 确定 了 张 量 场 K(z) , 称 为 张 量 场 K(x) 相 对 自然 标 


架 的 分 量 ,可 将 此 > 阶 协 变 张 量 场 儿 (xz) 表 示 为 
Kr{x) = K,,. 本 [rd Oo der? Be DD dr {1 .60) 


此 张 量 场 与 > 个 切 向 量 场 的 缩 并 可 表示 为 (部 (1.59) 式 ) 
K(X,， Te 二 ‘KK;X, 站 
= Rd Xda Y) (dr ,2) 
= Ke (1.61) 


当 坐 标 变换 时 , 张 量 场 的 基 矢 太 其 相应 分 量 均 控 切 场 基 矢 {或 其 对 侦 基 和 欠 ) 的 多 重 
育 积 变换 .例如 , 若 作 坐标 变换 为 
d= 9, dr ”= (EL dx 
则 上 述 > 重 协 变 张 量 氏 (zr) 的 分 量 将 如 下 变换 : 
天 ，， (Zz) = Ly ER, (1.62) 


{1.60)~(1.62) 趟 均 可 作为 + 重 协 变 张 草场 的 定义 ,这 是 二 种 完全 等 价 的 定义 . 
张 量 场 是 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 几何 量 ,虽然 有 时 明显 写 出 依赖 坐标 表达 式 , 介 是 
张 量 运算 结果 应 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 

可 以 定义 局 类 型 张 量 场 间 加 法 ,为 对 应 分 量 这 点 相 加 ,并 可 定义 张 量 场 与 流 形 
可 微 范 数 间 乘 法 ,为 对 应 分 芋 逐 点 相 乘 . 同类 型 张 量 集合 形成 7 模 . 

还 可 定义 不 同类 型 张 景 场 的 直 和 ,于 是 各 种 类 型 张 量 场 的 直 和 构成 流 形 M 
土 的 张 量 代数 ， 

,之 | 的 4r,5) 型 张 量 场 还 可 定义 缩 并 运算 , 它 使 张 量 阶 数 减少 2, 这 些 都 是 
与 坐标 系 的 选择 无 关 的 张 量 场 间 的 运算 . 
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上 面 引 和 的 张 量 空 间 ( 张 量 妈 ) ,是 切 空 间 与 余 切 空间 ( 急 场 与 余 切 场 ) 的 客 重 
喜 积 空间 , 可 利用 因子 空间 的 对 称 化 和 反对 称 化 ,将 它们 分 解 为 具有 特殊 对 称 类 型 
张 量 的 不 变 子 空间 的 直 和 . 

用 Pt ) 认 vr 个 对 象 的 置 挽 群 ,Pr) 中 任 -元 素 vcE Pfr) 决 定 了 * 秩 张 量 空 
间 夏 的 -个 自 同 仿 ,相当 二 张 量 的 各 因子 空间 的 一 个 置换 ,使 六 中 任 - 张 量 天 
转变 为 aK 
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亲政 【1 (| .63) 
或 记 为 
【下 一 KT ™ {1.64) 
引信 对 称 化 算 于 S 与 反对 称 化 算 了 A; 
LN 
S,， == 01.65) 
总 ,二 > sign(a)o ‘(1.0060} 
FE Pi) 


其 中 signto) = 11, 由 置换 so 的 奇偶 性 决定 ,对 于 侦 置 换 sign(o) =1, 对 于 麻 置 挽 
signto) 二 一 1,S 与 4 为 相生 止 交 的 投影 算 子 ,利用 它们 可 将 秩 道 变 张 量 空间 
六 分 解 为 相 打 正 交 的 线性 子 空间 之 和 . 对 称 张 量 之 和 及 与 数 乘 仍 为 对 称 张 量 , 反 
对 称 张 量 之 和 及 与 数 乘 仍 为 反对 称 张 量 ,它们 分 别 组 成 了 开 的 不 变 线 性 子 空间 ， 
张 量 的 对 称 类 卉 与 坐标 系 的 选择 无 基 . 

下 面 我 们 着 重 讨论 完全 反对 称 协 变 张 量 场 , 称 为 微分 形式 (differential form)， 
蕊 在 流 形 分 析 中 性 有 极 重 要 的 地 位 ,我们 将 认 走 分 析 它 的 性 质 . 

r 秩 完全 反对 称 协 变 张 量 场 称 为 形式 ,所 有 > 形式 的 集合 组 成 线 忻 空间 , 记 
为 i, 日 令 A' 即 为 余 切 向 量 场 空 间 ,又 称 为 ] 形式 . 

选 局 域 坐标 系 , 取 自 然 基 ,空间 基 矢 1dr' | , 共 证 个 基 舌 ,于 室 间 大佐 会 ， 
gd 二! ,其 nn 个 基 矢 .而 2 形式 空间 A? 本 选 基 大 

dr Adr= (dr dr -dr Gdr) = Wdrt Dadr (1 .67) 


其 中 

dm 二 让 一 
称 为 推广 的 Kronecker $ 符号 .42 空间 共有 ?| = 上 n(n 一 1) 个 大 矢 , 为 
地 2 了 ) 维 线性 空间 ,其 中 任意 2 形式 可 衣 示 为 


a = 5h dr Adr, j=- (1.68) 
这 里 仍 杀 用 重复 指标 求 和 惯例 .将 求 和 指标 明显 写 出 ,上 式 也 可 表 为 
ao， = Oh (ode A dr Ad A de 
类 但 ,对 线性 空间 A 可 选 共和 
dr A A dre VY sign(o) (dr De Wdrr) 


dE Plr) 


= Ot dr He dr (1.69) 
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其 中 
da 0 
8 : 
1 人 和 
11 1 当下 指标 为 上 指标 的 侦 问 换 
= < -1 当下 指标 为 上 指标 的 奇 置换 {1.70) 


| 其 他 情况 
为 区 民 ronecker 全 符 导 , 它 对 上 指标 完全 反对 称 , 对 于 指标 也 完全 反对 称 , 关 于 
它 的 运算 规则 ,请 和 参看 附录 上 


A 为 -本 了 1 维 线性 空间 ,其 中 任 一 元 素 可 表示 为 


a fd A A dr € A'(M) (1.71) 
称 为 ， 形式 ,其 中 丽 数 上 ，( > ) 对 其 下 指标 完全 反对 称 
进一步 我 们 述 可 以 讨论 所 有 各 阶 微分 形式 的 喜 和 所 组 成 的 线性 空间 
A -BMDEAM -BDA (1.72) 


其 中 旭 形 式 即 流 形 上 可 微 函 数 ,! 形式 即 余 团 向量 场 , A“ 为 2" 维 线性 空间 ,在 这 
2” 维 线性 空间 4 "中 ,还 下 引信 微分 形式 的 外 积 (wedge product ) 


co A B= PA A B= (DB, A a, (1.73) 


为 (p+ gj) 形式 .如 此 定 久 的 外 积 运 算 满 足 结合 律 .分 配 律 及 斜 交 换 律 
1) 结合 律 


to ABAY=oah (PAY) (1 .74} 
2) 分 配 律 
(ot+B)AY=aAYyY+PAY (1.73) 
3) 和 斜 交 换 律 
a AB=- DAa, EN PBEM {1.76) 


2* 维 癌 量 空间 A' 肯 加 上 1 外 积 运 算 , 构 成 Cartan 代数 ,简称 外 代数 . 
由 于 斜 交 换 率 ,在 -外 积 多 项 式 中 如 合 有 两 个 相间 的 一 阶 因 子 , 则 该 式 必 为 
零 , 且 可 证 : 
定理 1.2 0 , 扩 ,…,8 EA' 相互 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
HAFAMAPEO (1.77) 


-aa 
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定理 1.3 {Cartan 引 理 ) A 中 两 组 1 形式 iF, ,i = 二 1,2,…,r| ,如 满足 


MoAw=0 (1.78) 
生 19 | 线性 无 关 , 则 各 w 可 表示 为 19 | 的 线性 组 全 
w= Yep 
, 入 
=o 


证 明 因为 9 ,…,8 线性 无关 , 故 可 将 它们 扩充 为 A 的 一 组 基底 :9 ,…:,8 ， 
可 表示 为 


cw 二 Seg 十 Slap 
i 


了 a- rt 
代入 (1.78) 式 得 
0 = VogAG+r VY VM epAp 
TI 1 Ja- rtl 
注意 到 | AF ,| 和 芝 PEn| 组 成 A? 的 :组 基 , 故 此 定理 得 证 . 口 


A" 为 秩 协 变 张 量 场 7 的 子 空间 .A' 民 7 , 故 在 微分 形式 与 切 向 量 场 问 同样 
仔 在 缩 并 运算 , 称 为 微分 形式 的 求 值 公式 . 在 向 量 场 鲜 与 微分 形式 缩 半 时 , X 仅 与 
微分 形式 的 直 积 表达 式 中 的 最 前 因子 缩 并 ,但 因 微 分 形式 本 身 存 在 完全 反对 称 ,从 
而 保证 了 X 与 每 个 因子 都 第 并 .例如 (X= &9, ,Y= #9,) 
‘da Adr ,X= dr Wdr -dr dr ),X; 

= de ,Xdr - dr, Xdr = Edr 一 外 dr 

(dr A dr; XY) = Ey — Ey 
微分 形式 的 求 值 公式 与 行列 式 的 运算 密切 相关 ,例如 
dr 
(dm ay (de o3 


i 
起 


cdr A ds 口中 ) 一 


故 
‘dr A deiX,Y) = Ey = EW — yy 
推广 - 彤 式 的 求 值 公式 ,可 证 
《dz A A der; Od, 2 = det(tdre 07) = By 
dr’ A A dre; Nig Xo) = det({dr’ ,Xi ') 
微分 形式 与 矢量 X 的 缩 并 运算 ,也 可 表示 为 缩 并 算 于 jx 对 微分 形式 的 作用 ， 
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i\a = Xe = (0, X) ‘1.7090) 
缩 并 算 子 ; 是 ( 1) 阶 奇 算 于 ,有 性 质 
las AB)= (io 下 有 + dae, A (ig) 
例如 , 令 
a= fdr, P= gdr, X= &a. 


la AB= (fa — fg)edr = (ia) AB ean {ip) 

微分 形式 与 向 基 场 的 缩 并 运算 与 局 域 坐 标 系 的 选取 无 关 , 在 其 体 计算 过 释 中 ， 
常用 依 井 坐标 的 明 普 表达 式 , 但 是 最 后 结果 应 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 

流 形 M 十 两 个 团 场 关 与 Y 的 李 括 狐 运 算 [ 多 ,Y] 仍 为 切 场 , 仍 为 作用 在 
-和 MD) 上 的 线性 微分 算 子 ,这 样 可 由 黄 切 场 利 用 李 括 弧 运 算得 到 新 的 切 场 ,使 切 场 
集合 组 成 李 代 数 , 对 于 余 切 场 虽 无 类 似 运算 ,但 利用 余 切 场 的 完全 反对 称 积 可 组 成 
高 阶 微分 形式 ,可 定义 微分 形式 间 外 积 运 算 , 形 成 外 代数 . > 形式 为 流 形 切 从 
TUAMD) 截 面 上 + 阶 线性 泛 通 , 它 将 T(M) F r 维 平行 四 边 形 映射 到 一 实 卫 数 . 
例如 2 形式 


a = Ffdre A dr 


将 了 矢量 场 站,Y¥ 映射 为 
(ai XY) = LE -89) = fy (因为 f=- f) 


当 多 = YY 时 ,上 式 右 端 为 零 ,使 e, 保持 为 切 从 了 (AM ) 截 面 上 的 线性 泛 果 , 止 由于 
&2 为 斜 对 称 , 才 保持 为 切 场 的 元 线 性 证 函 , 而 对 称 的 双 线 性 泛 函 无 此 特性 . 上 例 说 
明 ,微分 形式 4 表明 了 T(AM) 截 面 上 所 有 高 阶 拓 线 性 泛 明 空间 的 结构 ,微分 形式 
是 流 形 分 析 中 最 重要 的 张 芝 场 . 

让 面 我 们 讨论 流 形 .上 最 重要 的 一 种 线性 微分 算 子 :外 微分 算 子 由 它 是 Cartan 
外 代数 4 ' 申 的 微分 算 子 ,作用 在 微分 形式 上 


dA 一 A''! 
外 微分 算 于 d 是 普通 肾 数 全 微分 运算 
df = fdr (f= (1.80) 


的 自然 礁 广 -对 p 形式 


5 工 工 -ra ws， 
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Cn 二 Shh dz A hdre EAI 


可 如 下 定义 它 的 外 微分 : 


da, 一 df 站 了 pr A Adrr 


站 da Adrti hm A de 


- Ss D1 Se fs dr A A dee € A (MY (1.81) 
对 (1.80) 式 再 次 外 微分 
d(df} = 六 ,dr A dr = 

这 是 因为 六 ,= 让 ,相对 下 指标 为 对 称 ,而 dz A dx 为 反对 称 , 问 理 对 (1.81) 式 再 
微分 也 为 零 , 故 - 般 有 

d=0 
利用 一 般 聊 数 微分 的 Leibniz 法 则 ,可 以 证 明 

t 

pla! 


= da AB, + (- a, A dB,. 


总 结 以 上 结果 ,和 耻 外 微分 运算 有 以 下 特点 ，; 
1) 为 线性 - 阶 微分 算 子 :4 A'' ,具有 性 质 


dias + br} = ads+ bdr (oo,r EAA,a,bEe-.) 
2) 为 斜 微分 算 子 , 即 具 有 性 质 
de A BY)= da, ARB+(- Da, A dB, 


dtan A B= df he A dr A A drr Adr A Ad 


3) df = fd 
41 d =0 
也 可 由 以 上 四 性 质 作为 外 微分 算 子 d 的 定义 . 
若 微 分 形式 a 满足 
da =0 


则 称 & 为 闭 撒 式 (closed form) .如果 > 形式 a 可 整体 地 表 为 其 4r 1) 形式 8 的 外 
微分 
a = dB 
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则 称 a 为 正 合 形式 (exact form) , 正 合 形式 必 为 财 形 起 ,但 其 道 不 见得 对 , 闭 形 式 仅 
局 域 可 表示 为 正 合 形式 ,但 是 整体 一 般 不 能 表示 成 正人 台 形 式 , 此 即 上 同调 论 中 讨论 
的 问题 .与 流 形 的 整体 后 扑 性 质 有 关 , 可 参看 第 八 章 中 的 讨论 . 

光滑 流 形 上 存在 光滑 盟 数 (x) ,对 它 进行 外 微分 得 到 二 形式 df = f.,dx' .对 
流 形 上 所 有 微分 形式 所 组 成 的 外 代数 A" ,都 可 进行 外 微分 运算 ,而 得 到 沿 一 阶 的 
微分 形式 ,但 是 对 流 形 上 的 切 向 其 场 就 不 能 进行 外 微分 运算 ,由 于 在 不 同 点 的 切 向 
量 间 没 有 联系 ,对 切 丫 量 场 进行 微分 运算 时 ,就 必须 对 流 形 增加 附加 的 结构 才能 进 
行 ,这 点 在下 两 章 讨 论 . 正 因为 对 流 形 上 微分 形式 可 以 不 需要 额外 结构 就 能 进行 外 
微分 运算 ,使 微分 形式 在 流 形 分 析 中 占有 罕 出 地 位 .E.Cartan 运用 外 微分 运算 讨 
论 微分 流 形 的 局 城 几 何冲 题 与 伪 微 分 方程 问题 ,得 到 丰硕 成 果 , 以 大 家 熟悉 的 := 维 
欧 氏 空间 向 量 分 析 为 例 , 在 向 量 分 析 中 的 微分 算 子 :梯度 , 旋 度 , 获 度 等 都 叶 以 用 外 
微分 算 子 d 表示 . 
例 1.11 在 二 维 欧 氏 空 间 已" 中 的 向 量 分 析 . 

在 EE 中 一 个 普 道 问 量 场 4(r)= (CACx),Ay(r) Ari 可 用 1 形式 表示 
为 

AZ) = A,lr dr 
一 个 轴 向 量 声 B(x)= (Bi(7},B,(x),B3(r)) 昌 用 2 形式 表示 为 
Bt)= Blt)dr’ Ad 1 Bl rjdr’ Ade!l + Bdr! A dr: 


= 2 enBdr A dz 


对 0 形式 , 即 光滑 函数 六 xz) 的 外 微分 块 定 函 数 的 梯度 
df = f dr 二 Vf dx (1 .82) 
对 1 形式 A=Adzx' = 六 dx {可 巾 矢 场 |A, zi 构成 ?的 外 微分 决定 估量 的 
旋 度 
dA= A dr A dr’ 


=- SelV x A dr A de (1.83) 
对 2 形式 有 = -enB dz Adat 的 外 微分 决定 矢量 场 的 散 度 


dB= Desbdr Ad Adr = VBdr AdyAdz (1.84) 
对 (1 .2) 式 外 微分 ,中 了 =0, 和 当下 矢量 分 析 中 
Vxvi=0 
对 (1.83) 式 外 微分 ,dA =0, 相 当 于 矢量 分 析 中 
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ww YX=D 
出 于 三 维 空间 小 ,3 形式 是 最 高 微分 形式 , 故 对 (1.84) 式 外 微分 为 恒等式 ,不 提供 
新 的 矢量 分 析 公 式 . 

将 一 维 空间 中 的 向 量 分 析 , 册 微分 形式 表达 可 使 运算 简化 ,下 面 以 Dirac 磁 单 
极为 例 进行 分 析 . 

例 1.12 Dirac 磁 单 极 问 题 . 

[irac 在 1931 年 从 电磁 对 偶 特 性 考虑 ,提出 可 能 存在 矿 单 极 .但 是 他 发 现 ,如 
存在 点 伐 荷 , 相 仅 磁 苘 所 在 点 ( 原点) 磁场 奇异 (这 点 与 点 电 苛 相同 ) ,而 且 如 果 用 规 
范 势 描写 习 场 , 则 必然 存在 -一 根 奇 异 蓝 . 如 上 蜗 求 此 奇异 弦 没 有 可 观察 效应 , 则 磁 殴 
必 量 子 化 .在 现在 观点 看 米 ,奇异 弦 的 存在 是 由 于 包围 磁 荷 的 S* 面 拓扑 非 平 庸 的 


结果 . 
为 分 析 静 磁 单 极 问题 , 静 磁 场 B 可 用 失势 4 表达 
B= VxA (1.85) 
如 将 撩 势 4 与 1 形式 基 舌 结合 瑟 成 微分 形式 
A=Adr 
则 其 外 微分 
dA = Pen dr Adr = 《1.86) 


为 磁场 2 形式 ,上 式 即 (1.85) 式 . 当 磁 场 B 确定 后 , 势 A 从 可 盖 正 合 形 式 , 即 可 作 
规范 变 氛 
4 一 4 C= Atd,， $$EANM) 
对 于 静 球 对 称 单 极 , 由 于 5 拓扑 长 平庸 ,不 能 将 B 在 整个 S$* 上 表达 为 
合 形 式 , 即 (1.86) 式 不 能 在 穆 个 $ 而 上 成 立 , 必 须 分 区 .覆盖 整个 S$? 面 最 少 尖 要 
两 个 开 集 ,可 选 U, 为 去 掉 南 极 的 比 北 半球 略 大 区 域 , 选 已 - 为 不 会 北极 的 比 南 半 
球 略 大 区 域 .在 此 两 不 同 于 集 上 ,相应 覆盖 区 域 势 A :可 表示 为 (我 们 先 町 3 维 稍 
卡 玫 学 标 进行 分 忻 , 然 后 用 球 坐 标 分 析 同 -问题 ,看 出 物理 实质 是 与 举 标 选取 盛 
天 】 
4 = 1. dy - vdxr} = > 有 dr 《1 .87) 


请 之 土地 


其 中 r=Y x + yw +z ,上 式 表 明 规 范 势 分 量 A, 为 


和， 一 上 ， A ~ 过 >» A:=0 


了 
六 这 十 于 tr 


因此 规范 场 强 玉 =dA: = 方 axF,dx Adzt 可 表示 为 
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_ 2A 可 入 =- {2 | }= 本 
A dz drlr ztri dy 
类 似 可 得 
. 2 
FP = 9 点， fd 


这 是 在 原点 外 有 一 位 入 9g 的 伐 单 瓜 产 生 的 磁场 . 场 强 在 整个 空间 有 一 统一 表达 
式 . 场 操 下 = dA 满足 dF=0, 为 团 形 式 . 闭 形 式 天 在 一 开 集 已 ”上 为 正 合 , 即 
=9A ,有 规范 势 4 表达 如 {1.87)} 式 ,但 规范 势 A 不 能 在 整个 空间 有 统一 表达 
式 , 这 是 由 于 在 原点 放 磁 单 极 后 .整个 空间 拓扑 非 平庸 .球面 S: 被 栈 个 开 集 已: 所 
覆盖 ,在 开 集 [77 ,规范 势 A” 的 表达 忒 不 同 , 在 交 共 区 可 差 规 范 变 换 


A A dy sd) 1 LL) 


2 
= i rdy - yd.r) 


由 于 问题 的 球 对 称 性 ,采用 球 从 标 分 析 比 较 方 便 , 可 选 活动 标 哥 
og dr, drdd, = rsingde 


在 南北 两 区 可 分 别 选 规范 势 ,并 可 分 别 作 规范 变换 , 即 可 选 


六 = A'+ di 
其 中 
A = Aco” = g{+ 1 cost)dy 
其 中 
At = ge, A!=0, A}=0 
场 强 


F= dA':= gsinddd A dp = So A gr 
r 


即 公有 沿 径 向 磁场 -4 ,存在 点 磁 单 极 , 磁 荷 为 9. 


场 强 下 在 不 同 区 需 分 别 用 A * 的 外 微分 表达 式 .下 = d4 :是 闭 形 式 ,但 由 于 5 
拓扑 非 平 唐 , 不 能 在 整个 S 上 ,将 下 表达 成 正 合 形 式 (A!: 有 奇 点 ) 在 交 才 区 
,NU , 即 在 东道 附近 ,A!; 应 仅 盖 规范 变换 ,此 规范 变换 沿 赤 道 必 为 ”的 函数 ， 
即 要 求 


A =A td -=A tndop, er =e™es (1.88) 
其 中 为 整数 才能 使 整个 交 秋 区 差 一 单 值 规范 变换 . 男 - -方面 ,由 (1.88) 式 知 
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A'= A 42ddgp 
上 两 式 比 较 ,要求 磁 葵 
n 


4 一 工 
规范 势 人 才能 在 整个 S: 上 单 值 分 区 定义 .上 式 即 爸 科 量子 化 条 件 
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流 形 可 否定 向 是 流 形 的 重要 人 性质 , 先 以 我 们 熟悉 的 维 欧 氏 空间 中 的 二 维 曲 
耐 为 例 .球面 S$ 与 怀 面 工 都 是 具有 内 .外 两 个 侧面 的 曲面 ,在 曲面 上 每 点 有 两 个 
法 线 方 向 ;内 法 线 与 外 法 线 .这 种 具有 两 个 侧面 的 曲面 称 为 可 定向 曲面 . 

男方 面 ,如 曲面 不 能 区 别 它 的 两 个 侧面 ,这 种 曲 商 不 能 定向 , 称 单 侧 商 . 最 简 
单 的 单 侧面 是 Mabius 带 , 可 将 图 1.11 长 条 纸 带 扭转 180" 后 ,将 对 顶点 A 点 与 DD 
点 .日 点 与 C 点 业绩 形成 .在 M6bius 带 上 点 取 -法 线 n ,将 此 法 线 沿 曲面 转 一 圈 
加 到 产 点 时 ,此 法 线 反 向 , 即 Mabius 带 为 不 可 定向 曲面 . 


Dn 


号 er 


图 1.11 Nobius 带 


以 上 是 从 流 形 的 嵌入 特性 来 判断 . 如 何 从 流 形 本 身 特 性 来 判断 ? 要 判断 流 形 
是 否定 向 ,首先 赣 找 到 具有 正 负 号 的 数学 对 象 ,在 改变 方 击 时 它 改变 符号 . 对 # 维 
流 形 ,” 形 式 集合 4" 是 一 维 线性 空间 ,是 具有 正 负 和 导 的 数学 对 象 , 当 流 形 改变 定向 
时 它 改 变 符 寻 , 故 可 采取 如 下 定义 ， 
定义 1.10 如 维 流 形 M 上 存在 一 个 处 处 非 零 的 连续 = 形式 r(rjE A"{M), 则 
流 形 M 称 为 可 定向 流 形 . 

r(z) 是 流 形 上 具有 正 负 号 的 对 象 ,代表 流 形 定向 ,可 取 为 恒 正 . 当 取 局 域 华 标 
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系 ,在 开 集 LU, 中 
tf = Fr}dr Ar A A dr 
在 奖 叙 区, r(7) 恒 下 ,要 求 坐 标 卡 集 间 的 坐标 转换 函数 恒 正 . 即 对 于 定向 流 形 , 必 
可 找到 与 流 形 的 微分 结构 相 容 的 坐标 卡 集合 1(U,, go,)1 ,使 在 交 共 区 所 有 转换 沾 
数 ( 当 U, 门 Uj; 关 遍 寺 ) 
p= pa° po :pAU MN UD got Us, NN Us) 
[ri iy = y(tr)l 
相应 的 jacobi 托 阵 恒 由 


9y oy 
Dr 上 dr” 
{Ey y) ， ， 
二 7 ?Hu_ 站 
a(x xf ) > 
Jy ay 
EE 地 元 


当 流 形 M 具有 上 述 性 质 的 坐标 卡 集 寺 , 流 形 M 是 可 定向 流 形 . 

在 讨论 流 形 上 积分 个 题 前 ,我 们 现 介绍 一 下 流 形 的 紧 禾 性 (compactness) 与 仿 
紧 性 (paracompacl) 这 两 个 重要 概念. 
定 浆 1.11 当 流 形 M 的 每 一 个 开 覆 盖 , 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 , 则 流 形 M 是 紧 致 
的 . 

即 流 形 M 中 的 任 一 开 町 盖 :w= | 1， 

M = UU, 

则 此 并 覆盖 w= | 中 必 有 -一 子 集合 和 一 1 |e; ,x 中 开 覆 六 的 数 日 11 | 为 有 
限 ， 

紧 致 性 是 流 形 的 拓扑 性 质 , 同 胚 册 射 保 紧 致 性 ,由 十 欧 针 空间 中 有 界 闭 子 集 必 
紧 致 ,上 故 为 判断 流 形 的 紧 笋 性 ,看 它 是 否 与 欧 氏 空 间 中 的 闭 子 集 同 胚 . 与 欧 氏 空间 
拷 子 集 同 胚 的 流 形 必 紧 致 ,例如 S” ,2 ,pr" 均 为 紧 致 流 形 ， 
定 叉 1.12 若 流 形 M 的 任意 开 覆 盖 都 有 一 个 局 域 有 限 子 覆盖 , 则 M 称 为 仿 紧 
(paracompact ) . 

即 流 形 M 上 和 任 一 点 均 有 这 样 的 邻 域 口 ,使 M 的 任意 开 才 盖 .w= 1U | 中 与 U 
有 交 的 开 集 集合 

=I EAIUNU GG! 

为 有 限 集 合 . 

微分 流 形 是 仿 紧 的 ,于 是 可 在 微分 流 形 上 定义 积分 ,这 是 本 节 即 将 认真 分 析 的 
问题 . 


§ 1.7 流 形 的 定向 流 形 上 积分 与 Sokes 公式 ，41 ， 


的， 形式 的 集合 4" 为 -- 维 线性 空间 , 当 取 局 域 坐 标 系 时 其 基 矢 可 表示 为 
dr dr A Adr’ 
在 坐标 变换 下 ,ix :一 iv (.r)i， 
dy! 丰 。 由 dv 去 a sy gi 由 加 由 dir" 


Or ee 
上 式 相 当 于 n 重 积 分 的 被 积 式 的 变换 . 因此 我 们 可 以 选 wx 形式 r(xr) 为 x 维 体积 
元 tn 维 有 向 测 度 ). 在 流 形 M 上 选 局 域 坐 标 系 后 ,可 将 r(x ) 用 该 开 邻 域 U 的 坐 
标 表 示 为 : 


rr} = dr A A dr 
利用 此 测度 ,可 对 汕 数 f(z 所 六 名 ) 沿 流 形 开 急 域内 的 任意 维 闭 子 流 形 V 
作 积分 运算 
| fr) = | fdrdr, VEU (1.89) 
此 式 右 端 为 (x) 的 通常 n 重 秘 分 ,而 左 端 为 用 微分 形式 表达 的 积分 . 切 让 如 上 定 
义 的 积分 结果 与 所 选举 标 系 无 关 ， 
当 积 分 区 域 V 跨 过 流 形 M 的 是 个 覆盖 U, 和 DDN 站 ED 夫妇, 这 时 需 引 入 
单位 配 分 p, , 它 仅 在 UU 上 非 零 
p(t) = 0, 当 a 扎 避 U, 
且 存 交合 区 >， p, (x)=1, 如 图 1.12 所 示 . 于 是 


J for =|, Dp) rs) 


EA 


图 1.12 单位 配 分 p, (xr) 的 示意 图 
其 中 yE UU,zE LU; ,为 相应 坐标 卡 所 取 局 域 坐 标 系 . 这样 可 将 积分 化 为 在 :个 从 
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标 分 域 U, 上 的 积分 . 
当 流 撒 M 的 开 覆 盖 1L 1 中 有 若干 个 成 员 ,为 使 流 形 M 上 的 积分 有 意义 ,而 

引 人 整个 流民 M 上 的 单位 配 分 (partition of unity) , 邑 在 流 形 Ad 上 上 存在- :组 光 请 

明 数 ,az 站 ,有 下 列 性 质 ， 

[人 ss] ， 

2) 当时 ,Crz)= 

3) > pt{r)=1. 

这 族 1p, | 称 为 开 覆 盖 1 U, ! 的 单位 配 分 .注意 到 微分 流 堪 都 是 仿 紧 的 , 即 对 流 形 上 

任 -点 pE M, 有 邻 域 UU, 使 集合 ;UU 站 UU | 为 有 限 集合 , 即 >, Ptz) 中 求 和 仅 包 

括 有 限 个 非 零 项 , 故 求 和 式 是 有 意 交 的, 旦 可 与 积分 导 伙 换 顺 序 . 于 是 我 们 可 如 下 

将 Ft 并) 在 整个 流 形 上 积分 化 为 在 一 个 开 集 上 得分 再 求 和 


J St) fr dr dr 


易 证 明 ,当选 不 同 坐 标 卡 集 ,不 同 的 单位 配 分 ,所 得 积分 是 相同 的 . 

{1.89) 式 表示 沿 流 形 的 + 维 闭 子 集 VW 上 的 积分 ,积分 区 城 VW 为 带 边 界 的 流 
形 .在 这 里 我 们 简单 介绍 一 下 带 边界 流 形 概念 . 

带 边 界 流 形 的 定 交 与 是 多 1.8 引 人 的 流 形 定 义 相 似 , 人 其 坐标 上 有 两 类 ,有 些 
开 邻 域 与 -” 中 开 集 同 胚 ,而 另 一 些 与 睛 ”中 开 集 同 鳞 . 

Er 

"为 维 线性 空间 *:" 中 x” 实 0 的 区 域 组 成 ,其 中 .r=0 的 点 为 (xn 一 1) 维 线性 宰 
间 -"', 称 为 :" 的 边界 ,在 对 带 边 流 形 V 作 同 肽 变换 时 ,其 像 在 :” 按 缘 上 的 点 
称 为 Y 的 边 绿 20VW ,2V 为 (n -- 1) 纵 流 形 . 

当 流 形 M 是 带 边 维 定向 流 形 , 由 M 的 定向 可 得 其 边缘 90M 的 诱导 定 有 辣 ， 
3M 为 (n 一 1) 维 定向 流 形 . 对 于 带 边 流 形 M 上 的 积分 ,存在 著名 的 Siokes 公式 : 


| dr 一 | oa 
| 


其 中 dw 为 正 合 ”形式 , 右 端 为 在 M 的 边 绿 3M 上 的 积分 .在 流 形 M 上 积分 与 在 
流 形 边缘 3M 上 积分 的 关系 是 非常 重要 的 . 如 ?AM =0, 则 上 式 右 端 积分 为 符 . 我 们 
先 在 下 面 举例 验证 其 正确 性 . 
1) 当 放 =[a,5j 蚌 :的 内 区 间 时 ,33M 为 u,b 两 点 

[dr = | sid = fth)— fla) 
2) 当 M 为 :* 中 有 给 闭 区 域 时 ,M = SC.2， 
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dA 9A, 


jd A dr 


| da di)= | aaidr t qdqr ) = |( 守 7 


二 | "ds = | 半 -di 
此 即 天 家 山王 的 Amnperc-Stokecs 2 下 
3) 当 为 ?中 有 界 闭 区 域 村 ,Mf = VC ， 
r ， 加 ] _- kA , 加 , 
| ,dlE - d$) 一 | df 3 enEdr Adr )- | FdY = LF ds 


此 妈 大 家 熟悉 的 Gauss 定理. 
Stokes 定理 就 是 了 述 Ampere-Stokes 公式 ,Gauss 公式 等 的 推广 .下 面 给 出 
Stokes 定理 的 简短 描述 及 证 明 ， 
定理 1.4(Stokes)] 定 理 令 M 为 ? 维 光 滑 定 向 紧 敏 流 形 ,其 边缘 3M 为 (n -1) 维 
光滑 流 形 , 则 
| Me | (1.90) 


其 中 “A MD 为 M 上 (一 1) 形 式 . 
证 明 1U。|lsci 为 流 形 M 的 开 履 盖 , AT = UU ,1o.| 为 相应 的 单位 配 分 , 即 满 
是 


Yip.lr) = | 
2 上 
故 
2 detz) = = 0 
由 于 流 形 M 是 紧 致 的 ,集合 1 ,中 开 集 数 | 有限， 故 


eo | Spr) = Sf ecodo+rdp(r)Aa 


-| d{p, (zx)w) 
Elid 
如 果 
| dfp, (7)w) = | pC) (1.91) 
则 
上 式 左 端 = AE - | 


定理 即 证 .这 里 关键 有 是 要 证 明 (1.91) 式 , 它 仅 在 M 的 -个 开 集 U, 上 非 零 . 令 
(ra 二 四 AU ) 
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(1.91) 式 可 表示 为 
| de = | = (1 .92) 
开 集 以 取 局 域 坐 标 系 ,o, 可 表示 为 
og = > Dirdr A Adi A Adr EC 


do = ar A A dr 
式 中 dzr: 表示 该 微分 形式 中 去 掉 dx . 开 集 U. 与 3M 的 关系 有 两 种 可 能 ， 
1) UU 站 3M =0，(1.92) 式 右 端 =0. 
至 于 其 左 问 ,由 于 (x ) 仅 在 U。 上 非 零 , 故 可 连续 外 延 到 售 ,的 立方 体 品 


D= rE "Ilr lL,i=1,2,.…,ni1 DU, 


E(x) jh{r)， 和 如 zx EU 
| Lo, 如 在 I 


(在 区 域 D 上 是 连续 可 微 的 , 故 (1.522) 式 堪 端 


”af 中 下 
1 
MH i or Dx 
三 dd 下 Lo ,rr") 


一 下 【他 人 ， 一 ri ,er 

= 0 
与 三 端 相等 . 
2) 也门 2M 天 0， 这 时 可 选 局 城 坐 标 卡 使 I 门 3M 上 的 点 举 标 x =0,41 人 MM 上 
的 点 举 标 xx" 守 0, f(x) 能 连续 外 延 到 会 UU 的 立方 体 万 性， 

五 =] 和 :cr |RL,i=1,2, ,1D LT 
则 

、 "了 
{1.92) 式 左 端 = ne doe, = | 浊 dr dz 


上 = 式 中 除 最 后 一 项 外 全 为 零 ,而 由 最 后 一 项 得 
左 = -| dr 
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(1.92) 右 端 = o, = >)(- "| dz A A gz A A der’ 
四 人 


| 9 站 


= CD rd 
Aa 


= DD dd 
= 左 端 


上 式 中 国 子 ( 一 1)" 是 由 十 3M 的 诱导 定 问 的 结果 (IM 的 定 辣 诱导 3M 的 定向 , 积 
分 符号 与 定向 的 关系 详 见 [BHF] 对 3), 而 中 间 等 式 是 由 于 在 2M 上 x" =0, 克 dx" = 
0, 使 sn 项 求 和 中 仅 最 后 -… 项 有 贡献 . 口 ] 

Stokes 公式 在 物理 学 及 届 微 分 方程 中 邦 有 广泛 的 应 用 .注意 到 利用 (1.89) 式 
定义 的 通常 积分 相对 被 积 微 分 形式 以 及 积分 区 域 为 双 线 性 ,可 采用 下 面 符号 来 表 
示 积 分 ; 


| w= NM,w) EE 
M 


有 性 质 

Maw; = aM,w) = atM,w) ,aE 

Mw tt ry = cM} + (RM, rr 
CM + Myomy = CM ,wm) + COM, ,ew) 
这 时 ,Stokes 公式 (1.90) 也 可 表示 为 
SAM, dw) = (OM ,w) 

它 表明 ,外 微分 算 子 d 与 流 形 边缘 算 子 0 间 为 对 侦 关系 ,d 是 作用 在 微分 形式 上 ,是 
局 域 性 算 子 ,市 3 是 作用 在 积分 多 域 上 ,最 整体 性 算 子 ,Stokes 公式 将 积分 区 域 与 微 
分 形式 结合 在 一 起 ,通过 外 微分 算 子 d 与 边缘 算 子 5 将 流 形 的 局 域 性 质 与 整体 性 质 
联系 起 来 . 


习 题 一 


i. 请 证 明 E 中.- 维 球面 3: 为 解析 流 形 ( 即 证 明 在 交 亚 区 转换 晒 数 为 解析 函数 )， 
2. 请 证 明 2 与 $ 微分 同 且 ! 二 明 两 音 含 有 相同 微分 结构 ). 
3. 请 分 析 *P 的 微分 靖 构 ,PP' 是 定向 流 形 蚂 ? 
4. 鲍 场 半 = 90, , 余 团 场 g = odd" 
to Rr = oe Ee HN) 
与 坐标 的 黎 拌 有 关 吗 ? 
3. 如 芒 与 7 均 为 可 逢 向 量 场 ,请 证 明 : 
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1) XY - 般 不 是 可 做 向 量 场 (除非 共 中 之 -为 零 ); 
2) [X,Y] 为 -可 微 向 量 场 . 
6. X,Y 为 可 徽 向 量 场 ,六 geE 只 A1) 为 该 形 |. 光 请 函数 ,请 证明 
NXgY fa NPT]H FORE)Y YY 门 基 
7. 设 流 形 M 上 余 切 场 基 矢 组 i7 |, 切 场 基 矢 组 1e ; . 即 


请 证 明 
Ah Pr: Be dett (He ,6 7 一 中 | 


8. 对 和 一 利 庆 形式 
请 证 明 


9. 请 证 明 
las BT ia) AB EE Doe, A {nn,) 
da BI= dor le A dB, 
10. 对 二 维 欧 氏 空间 中 的 微分 形式 
和 二 TUr hdyvt+ ryedr A de 


水 de. 
11 . 给 定 a= 3 方 dr Adr ,Bgdx' ,请 将 其 外 积 
yap indr Adr hd 
的 系数 隔 数 5, 用 耳 数 六 ,g 表示 ， 
12, 对 于 规范 势 A= 4,dr 和 规范 场 涯 上 = dA 一 地 六,de A dr ,请 导出 用 A, 表示 ,的 明显 丧 


式 . 
13. 让 式 是 S$ 土 的 一 个 融 单 极 规范 势 在 其 北 . 南 半 区 ,上 的 表示 拱 式 ; 
六 .二 和 -上 pty - ydr) 


请 解 出 规范 势 A 和 规范 场 强 F 的 分 量 表达 式 ， 


第 二 章 ” 流 形 的 变换 及 其 可 积 性 
李 变 换 群 及 李 群 流 形 


财 完 流 形 的 重要 方法 是 映射 (mapping) , 流 形 间 连续 上 射 保持 流 形 的 连续 性 ， 
可 微 映 射 (光滑 的 连续 映射 ;保持 流 形 的 可 徽 性 . 同 且 映 射 (1 -上 对 应 的 连续 瞎 射 ) 
保持 流 形 的 拓扑 特性 .在 §2.1 我 们 将 着 重 分 析 流 形 间 映 射 及 其 诱导 的 流 形 上 张 
量 场 间 映 射 . 流 形 上 切 场 是 流 形 单 参 数 李 变换 群 的 生成 据 , 在 §$2.2 我 们 普 重 分 析 
切 场 的 积分 曲线 { 流 线 汇 }, 引 人 作用 于 流 形 上 纺 量 场 上 的 李 导 数 算 子 . $2.3 和 
$2.4 研究 向 能 场 与 微分 方程 的 可 积 条 件 ,Frobenius 定理 的 丙种 形式 . 本意 后 : 节 
计 论 李 群 流 形 , 李 变 换 群 .不 变 向 量 场 . 李 代 数 与 指数 映射 等 问题 . 


$2.1 流 形 问 映射 及 其 诱导 映射 ”正则 子 流 形 


令 允 是 六 维 流 形 M 与 5 维 流 形 N 问 可 微 映 射 

op 一 入 

p= rpg = gp (yy), pEM,gEN {2.1) 
什 选 局 域 坐 标 系 后 ,y = Yi fr 的 光滑 性 决定 映射 w 
的 光 沸 性 .注意 wo 足 光 滑 映射 ,并 非 同 凸 映射 , 道 映 射 不 一 定 存在 ,不 定 能 将 p 
所 坐标 12 后 表示 成 iy 4? 的 函数 . 仅 存在 1y =Y(z) ,其 逆 不 一 定 存在 

映射 p 将 流 形 M 晓 射 到 流 形 N, 将 流 形 M 上 曲线 zf) 映射 为 流 形 N 上 像 
曲线 ptetz)) ,曲线 rt) 在 户 点 切 矢 X 映 为 像 曲 线 p(i(i)) 在 g= wlp) 点 切 矢 
,将 点 转 空 间 工 ,(M) 线 性 映射 到 4 点 切 袍 间 人 CN), 此 线性 映射 称 为 切 蜡 
射 p. ,在 选 局 域 坐标 系 后 ,可 表示 为 


训 ay 9 | 
下 


9 (2.2) 


Or OV lowip) 
切 上 映射 p. 使 相应 切 场 对 应 , 它 决 定 了 映射 g 在 一 点 邻 域 的 性 质 , 放 有 些 文献 记 为 
dp 三 中 ;9 ,具有 性 质 ，; 
1) 线性 

PR+tY)= gp,X+ yp.Y, X,YEY (2.3) 
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2) 与 李 括 弧 对 易 


[piXR+ oe Y|= vp | X,Y] (2.4) 
3) 对 连接 两 次 有 照射 g;: MN ,; N 一 LL ,其 诱导 映射 顺 癌 
(fo G), = ,YP, {2.5) 


线性 空间 的 映射 gp , :TCM)->T,(N) 会 诱导 出 对 偶 空间 ( 余 切 空间 } 的 对 偶 
映射 
¢ To (NN) > Ti (M) (2.6) 
注意 对 俩 映射 常 反 转 上 映射 方向 , 称 为 拖 回 虞 射 (pull back). 流 形 上 微分 形式 是 切 场 
的 7 线性 泛 函 , 流 形 间 映射 q 会 诱导 流 形 上 微分 形式 的 抑 回 映射 op” ,即将 流 形 和 N 
上 4g = gp( 轧 ) 点 的 微分 形式 秀 问 映射 为 在 流 形 M 上 点 的 微分 形式 ,在 选 局 域 举 
标 系 后 ,可 写 出 更 明显 的 表达 式 . 例 如 对 0 形式, 即 流 形 N 上 函数 f(y), 利 用 流 形 
MM 到 N 的 映射 gp ,可 将 N 上 丽 数 三 拖 回 得 到 Af 上 商 数 


p Hy) = fplr)) = g(r) (2.7) 
如 下 图 所 示 
MN 
gy ™ 站 
R Rk 


对 1 形式 , 即 余 切 向 量 场 , 当 给 定 流 形 N 上 1 形式 
wydy EAN) 
可 拖 回 得 到 M 上 形式 


Pp Cw tyldy) = w (y(tr)) dx 所 ACM) (2.8) 


对 流 形 N 上 7 形式 a,€ 4 (CN) ,可 类 似 得 色相 应 的 诱导 映射 , 当 取 局 域 坐标 系 后 


dy Ad € NEN) 


其 爷 向 是 
oo) = yd Ad 
Cr ry) 
(2.9) 
抑 问 映射 pg" 具有 以 下 性 质 : 
1) 线性 
FP tw+oal= puto oe, wrtAaA’(N) (2.10) 


2) 与 外 积 交换 


32.1 流 形 疝 映 射 其 诱导 映射 让 则 于 流 形 和 


区 A wg oe {2.11) 
3) 与 外 微分 运算 交换 
wo dw) = de ew {2.12) 
4) 于 连接 晤 次 映射 gM 一 NN,y:N 习 上 ,其 活 导 拖 回 映射 反 亲 
(wg) {2.13) 


申 以 上 分 析 我 们 看 出 , 流 形 间 映射 w 会 诱导 流 形 上 张 量 场 问 映射 ,这 种 话 导 
虞 射 有 关 天 类 ， 
对 切 向 量 场 产生 推荐 (poush forward}) 切 映射 p。， 
对 微分 形式 导致 方 辐 友 转 拖 同 (pul back) 上 映射 gq”. 
在 工 章 我 们 曾 指出 , 流 形 M 及 其 上 | 上坟 少 函 数 集合 : 则 存 症 对 侦 对 应 MM 于. 
为 31 入 流 形 上 轨 场 ,可 选 过 名 点 则 状 
Y:' -* MM 
当 在 流 珍 问 建 闻 光滑 映射 gq; MN,y: NL ,可 将 M 上 曲线 及 相应 切 场 诱导 推 
前 到 流 形 入 太 流 形 工 下 ,如 下 图 所 示 
IM “rN YL 
gp yp) (7) 
而 闵 5| 人 人 余 切 场 ,可 用 流 形 上 - 汕 数 
了 一， 
上 灯 选 出 与 切 场 对 侦 的 余 切 场 ,进一步 组 合流 形 问 映射 可 诱导 拖 回 映射 如 下 图 所 示 


Me N 2 LL 
| o. + 他 + 
和 (及 
好 由 流 形 二 上 此 数 可 拖 回 得 N 上 ,AM 上 了 果 数 ,而 组 合 映射 的 诱导 拖 回 映射 反 疝 . 
推 前 映射 g. 与 拖 加 映射 5 ”相互 对 偷 ,在 性 质 
《人 = Rp) 
注 章 上 式 了 两 端 为 在 不 同 流 形 上 的 函数 
《po E AM), op AN) 
但 是 它们 在 对 应 点 (p 点 与 #9= gp(p) 点 } 上 其 有 相同 的 值 .对 于 : 般 "形式 ,与 > 
个 切 场 的 缩放 所 得 责 数 也 有 类 似 关系 
ee (2.14) 


CP 
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其 中 EA'CN), N 和) 

下 面 我 们 着 重 分 析 映 射 的 牧 这 一 重要 概念 , 令 op 为 由 以 维 流 形 M 到 维 流 
形 和 N 的 可 微 喘 射 

:MN 
pirg= 多) 
在 点 切 映射 
FT Mp. TM)C TN) 

在 疡 点 邻 域 映射 2 的 特性 决定 了 相应 切 映射 gp, 的 特性 ,反之 也 对 , 切 映射 像 的 维 
数 dimg .TT,(M)} 就 是 切 映射 5. 的 秩 , 也 好 映射 p 的 秩 . 当 用 局 域 坐标 系 表 达 , 点 
PE M 邻 域 有 局 域 从 标 (r ,… ,zx") ,点 9 = yp(p)EN 邻 域 有 坐标 {yw ,…,Y"), 映 


射 p: MN 等 价 于 在 “到 “ 问 有 映射 wp-， ,相应 变换 第 阵 ( 2Y ) ,此 短 隆 


的 秩 即 映射 g 的 秩 -. 如 果 秩 -= 所, 映射 9 称 为 单 射 (injective) ,如 果 秩 = 
1 到 及 ,映射 q, 称 为 满 射 (surjective). 

当 有 = 襄 , 即 M 与 N 为 癌 维 光 请 让 彤 ,好 在 点 分 城 映射 w 为 满 秩 ;, 则 走 
射 在 户 点 邻 域 为 1 一 1 对 点 的 微分 同 肛 , 即 g 与 9 都 是 可 微 的 

下 面 模 设 ww 志 久 , 分 析 流 形 M 到 流 形 N 的 浸 人 映射 与 工人 跨 射 
定义 2.1 当 对 M 中 任意 点 PP,9. | ， 均 为 单 射 , 则 称 y 为 混入 映射 ,进步 ,1 -1 
对 应 的 淄 信 映射 称 为 嵌入 映射 .这 时 流 形 M 及 其 像 p(M) 是 微分 同 止 ,( Mg) 称 
为 N 的 租 和 人 于 流 形 , 或 简称 M 为 N 的 子 流 形 . 
例 2.1 如 图 2.1 表明 出 一 维 线段 [到 :: 上 遇 种 映射 ， 


ay 1p} 


图 2.1 线段 1 刘 .… 的 两 种 映射 
Ca) 不 是 说 人 映射;{h) 是 浸入 映射 ,但 不 是 赔 入 山庄 


例 2,2 出 下 式 给 而 的 映射 : 


2 


Pi 
t >{ cost, sint) 


是 没入 映射 但 不 是 脱 入 上 映射. 


8 2.1 流 形 间 映 射 及 其 诱导 喘 射 ” 杯 则 子 流 开 51. 


例 2.3 映射 
和 
ft iricost, sit, 1) 
是 相信 映 身 , 腕 射 像 如 图 2.2 为 螺旋 线 ,是 ”路 括 人 
地 流 形 . 
对 于 秀 人 了 了 流 形 (M,p) ,出 于 肌 射 是 1-1 对 
应 的 册 射 ,使 得 可 把 M 上 微分 结构 搬 到 像 (MD) 上 
去 , 流 形 M 与 其 像 ofMD) 为 微分 同 肘 , 另 -方面 
FMD)CN .gt 可 以 有 由 流 形 N 的 微分 结构 请 导 
的 折 扑 .一 般 从 M 通过 映射 p 带 给 p(M 的 丘 扑 ( 称 如 
谨 入 拓扑 ) 比 从 入 诱导 的 拓扑 更 精细 . 当 嵌 入 折 扑 与 
由 流 形 NN 泛 导 的 折 扑 等 价 , 则 称 此 和 械 人 了 流 红 为 上 图 2.2 “中 螺旋 线 
则 于 流 形 .对 于 肯 入 正则 子 流 形 , M7 与 pp 微分 司 且 ,为 叙述 简单 起 见 . 常 厅 区 
DM Ewe(M). 
柑 人 丘 旭 于 流 形 是 本 章 证 要 研究 对 象 , 这 寺 流 形 N 的 华 标 卡 集中 存在 一 坐标 
长 (1 8), 合 pEU, yp)-0E “下 
UN MM pi) 
如 图 2.3 所 j,i， 由 ) 称 二 邹 域 正则 举 林 ;下 . 


Eo 


git Mn Rn 


图 2.3 子 流 形 并 揭 正 则 举 标 卡 


当 M 是 NN 的 一 个 闭 子 集 ,对 其 中 任意 点 p€ MM, 流 形 N 的 尘 标 二 集中 存在 
疗 户 的 坐标 卡 ( 忆 , 罗 ) ,使 得 在 点 邻 域 rE MNN 
MNMNN=IrEUI ,7 = p+i,w 2, ,| {2.15) 
旭 称 M 为 的 疡 维 闭 了 流 形 . 闭 子 流 尼 为 正则 子 流 形 .例如 “中 (aa ~ 1) 维 球面 
S” 为 “的 闭 子 流 形 . 
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当 MM 与 N 同 维 ,日 M 为 N 的 开 子 集 , MCN 表明 为 W 的 开 了 流 形 .而 前 
述 (2.15) 式 定 交 的 流 形 峙 为 N 的 局 域 朵 了 了 集 . 这 种 周子 流 形 常 是 最 有 用 的 ， 

任意 紧 叙 可 微 流 彤 M 均 能 光滑 嵌入 在 充分 太 的 w 维 平 衬 间 ”由 ,正四 为 划 
此 使 得 研究 "中 子 流 形 特别 重 要 , 存在 如 下 定理 : 

定理 2,1[ (Whitney} 定 理 ] 任意 x 维 光 滑 连 通 闭 流 形 M 均 能 泡 洪 汪 入 .= 
及 光滑 想 入 - "i. 

此 和 定理 的 证 明山 [DEFN]Meodern Geometry，Part 开 ,p.00. 例 2.2 利 例 2.3 下 
是 本 定理 的 特例 . 

令 M 是 流 形 NN 的 嵌入 子 流 形 , 子 流 形 M 在 各 点 的 切 空 间 了 (MD 为 流 形 N 
在 该 点 切 空间 了 ,(N) 的 子 空间 

TA(MICT(N) (MCN) 

但 是 ,反之 不 对 ,了 ,(N) 中 矢量 不 一 定 是 T,(M) 中 矢量 ,市 日 也 不 存在 对 TT,(M) 
的 惟一 投射 .因为 对 于 - 般 流 形 , 没 有 处 寻 正 交 基 ,不 存在 确定 的 不 交 投射 . 

了 流 形 M 在 点 的 余 切 空间 了 ; (AT) 中 元 素 

5 E€E Homt T, (MY, ): TM) 
羡 流 形 M 在 点 的 切 空间 T,tM) 上 线性 明 数 ,但 是 a 对 (CN) 中 不 在 TT (MD) 
中 的 天 量 无 傅 定 映射 , 即 a 不 能 与 卫 ; (NN) 中 光束 对 应 , 男 -- 方 血 . 在 了; (N) 中 任 
意 余 切 失 量 rE Hom( iT CN) ), 和 由 于 T,(N) 必 TM), 可 同时 确定 工 (M) 到 
-的 同 态 蚂 射 . 即 
TE Hom TN), > TE Hom( T,(M),.) 

即 当 六 维 子 流 形 M 嵌入 映射 到 维 流 形 N 时 , 切 空间 推 前 映 入 (map into) ,而 余 
切 空 间 拖 回 映 满 (map onlo) .虽然 切 失 与 余 切 矢 相互 对 个 ,但 是 在 子 流 形 拒 人 时 它 
们 起 的 作用 不 同 ,使 得 流 形 上 切 场 与 余 切 场 虽 然 7 线性 对 倘 , 代 其 特性 相同, 这 是 
本 章 将 着 重 分 析 问 题 之 --…- 


$2.2 局 域 单 参数 本 变换 群 ” 李 导数 


我 们 首先 分 析 流 形 上 切 场 的 积分 曲线 问题 . 我们 知道 ,在 流 形 M 上 给 定 - : 曲 
线 ,就 在 曲线 每 点 选 定 了 一 个 切身 量 , 反 之 ,如 果 在 流 形 M 上 上 给 定 个 向 其 场 
(Cz) EE FNM) 
这 时 从 流 形 M 上 任 一 点 p 出 发 ,是 省 能 找到 一 曲线 ,使 曲线 各 点 切 向 最 恰 为 该 点 
给 定 切 向 量 X, ,为 分 析 此 问题 ,首先 需 对 团 场 关 在 p 点 邻 域 性 质 进行 认 盐 分 析 . 
如 在 点 pM ,X=0, 则 称 点 p 为 切 场 的 临界 点 feritical point) , 切 场 在 临界 点 附 


$2.2 局 城 单 参数 李 变 换 群 李 守 数 四 53. 


近 的 性 质 十 分 复兴 ,市 流 形 M 上 可 微 切 场 临 界 点 的 存在 与 特性 与 整个 流 形 M 的 
拓扑 狂 质 密切 相关 ,我 们 以 后 还 将 认真 分 析 . 可 微 切 场 的 临界 点 常 是 孤立 奇 点 . 切 
场 的 非 临 翼 点 称 为 善 总 ,可 微 切 场 在 普 点 附近 的 人 性质 很 简单 . 设 点 疡 E M 为 切 场 
六 的 普 点 ,可 以 证 明 必 然 能 找到 -一 条 ( 量 仅 有 一条) 通过 点 p 的 光滑 曲线 ,使 此 曲 
绕 在 点 的 切 矢 恰 为 该 点 给 定 的 切 向 量 X, 这 样 的 曲线 称 为 向 量 场 XX 的 积分 曲 
线 . 当 在 点 p 邻 域 选 局 域 坐 标 系 ,给 定 团 场 久 可 表示 为 

9 


XLT = Et. r) 


对 于 经 过 点 徇 积分 由 线 x (7), 1 : As 
Fr 

Li)=g | 为 上 点 的 坐标 . 要 求 此 曲线 的 切 向 量 就 是 给 定 的 切 向 量 场 X(zr), 即 

要求 解 方程 纠 : 


人 


TO 人 
此 为 给 定 初 条 件 的 一 阶 常 微 分 方程 组 ,在 向 量 场 普 点 邻 城 有 惟 - 解 ,所 得 要 分明 线 
为 流 形 M 上 一 维 子 流 形 , 有 有 性质: 
1) 由 于 解 惟一 , 故 不 同 积分 曲线 不 相交 ， 
2) 在 流 岷 AM 的 每 点 (向 量 场 的 临界 点 除外 } ,都 有 积分 曲线 通过 . 
流 形 M 上 给 定 可 微 切 场 X(xr) 后 , 切 场 的 积分 曲线 集合 形成 线 汇 , 如 将 每 条 
利 ! 人 外 曲线 看 成 一 元 素 ,此 线 计 本 身 可 看 成 是 Cr - 1) 维 流 形 . 
流 撒 切 场 是 流 形 微分 同 胚 痰 换 的 生成 万 .利用 切 场 的 积分 曲线 读 , 对 于 任意 充 
分 小 的 参数 1, 避 定 义 流 形 MM 的 1 一 1 对 应 的 同 及 映射 mw 
Pp NM -rN 
pha= plp) 
像 gp,(p) 为 由 pp 点 出 发 的 切 场 X 的 积分 曲线 , 单 参数 1 映射 集合 1g | 具有 人 性质 
Pt ph) = ppp gl.(p)), Yt.s ET-e,elCC. 
gp)=p, Fr= 9 (2.16) 
即 集 合 , 2 ,形成 M 的 局 域 单 参数 李 灾 换 群 , 为 局 不 Abcl 群 .此 局 域 单 参数 李 变 换 
群 的 生成 蕊 即 从 定 切 场 Xtx), 切 场 X() 的 积分 曲线 即 此 变换 群 1p. ;的 轨道 表 
水, 称 为 变换 样 ig, 的 流 线 (flew) .利用 此 变换 群 对 流 形 的 问 胜 变 换 本 定义 作用 在 
流 形 张 量 场 上 的 地学 数 L、 算 子 , 下 面 我 们 将 着 重 分 析 此 问题 . 
对 流 形 上 上 张 量 场 进行 微分 运算 是 微分 几何 最 基本 的 问题 之 ,上 章 引 人 的 外 
第 分 算 子 d 仅 能 作 册 在 微分 形式 上 ,问题 在 于 如 何 对 流 形 上 任意 张 硬 场 进行 微分 
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外 微分 算 子 是 对 流 形 上 函数 全 微分 概念 的 推广 ,对流 形 上 冰 数 ,可 求 其 沿革 地 
线 方 男 的 徽 分 ,位 是 对 于 流 形 上 的 切 场 , 则 无 法 日 然 地 给 出 沿革 方 催 的 微分 ,这 是 
因为 波形 上 不 同 点 上 上 的 向 景 属于 不 同 的 向 量 空 间 .虽然 这 些 空间 相互 线性 同 构 , 但 
是 却 不 能 由 流 形 结构 本 吴 得 到 相应 的 正则 阿 构 ， 

对 流 形 上 于 任意 张 量 场 ,为 讨论 张 莉 场 对 底 空 间 坐 标 进行 微分 或 取 导 数 运 算 ,这 
将 张 最 场 中 一 点 张 蕊 与 争 近 点 张 量 进行 比较 ,，- 般 有 两 种 办 法 : 

1) 在 流 形 M 于 每 总 引信 联 络 系数 ,使 得 该 点 与 邻近 点 癌 的 切 空间 建立 定 联 系 ， 
于 在 在 邻近 点 的 各 张 量 空 间 阿 建立 止 则 同 构 ,使 能 对 流 形 上 任意 张 量 场 K 进行 协 
这 微分 VK ,所 得 WK 仍 为 流 形 上 张 量 场 . 这 古 我 们 将 在 第 二 剖 中 分 析 的 问题 . 

2) 在 流 尼 M 上 给 定 一 向 景 场 革 (x) A 术 M), 于 是 可 得 流 形 对 上 积分 曲线 六 ,得 
到 流 形 上 局 有 战 单 参数 同 胚 变换 群 }o | , 流 形 变换 诱 学 流 形 张 量 场 变换 ,使 能 比较 沿 
积分 山 线 邻近 点 问 张 量 , 四 而 能 定义 张 量 场 K 沿 积 分 曲线 方向 的 李 导 数 上 LL.K .这 
是 我 们 在 本 节 将 分 析 的 问题 . 

于 流 晓 Mf 上 给 定 可 微 向 引 场 XE YM) ,就 确定 了 流 此 MM 上 局 城 站 区 参数 微 
分 同 胚 变 换 群 p ; , 流 形变 换 可 诱导 出 流 撒 上 上 张 遇 场 穴 换 ,使 流 形 工 微分 形 臣 o 
被 拖 回 po, 而 另 - 方 而 其 切 场 Y 被 推 前 o. YY. 可 将 邻近 点 张 量 沿 积分 曲线 力 向 
拖 岂 或 推 前 宇 阿 - -点 进行 比较 ,于 是 者 定 尽 流 形 上 各 种 张 量 场 K 相对 给 定 切 场 X 
方 门 的 李 忆 数 运 算 , 所 得 李 异 数 LS 为 玉 属相 同 美 型 的 张 量 扬 , 二 形式 由 硼 拓 为 


LK 1, = lim 一 K)|, (2.17a) 


或 


LK ,, = lim 下 i (pg. KK)l (2.17b) 
对 微分 形式 或 坊 变 张 量 用 前 式 , 对 首 变 斐 世 几 后 式 ,将 r 点 张 量 沿 积分 出 线 拖 回 
(或 推 前 ) 到 疡 点 ,与 请 点 处 张 最 进行 比较 得 刹 柑 应 的 李 导 数 ,这 样 得 到 的 李 导 数 
于 区 的 天 机 :并 与 张 量 场 的 缩 并 运算 对 支 . 下 向 我 们 具体 分 析 一 些 张 明 场 的 

没 济 形 MM 上 给 定向 蔚 场 XX(r)= 50,E (MY), 道 过 点 z 的 积分 曲线 yw.1) 
的 坐标 

v= yr r,t) 

是 下 面 方程 组 的 解 : 


C2.18} 
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下 而 我 们 以 标量 场 , 余 奶 场 , 切 场 为 例 计 算 它 们 的 李 导 数 运算 
例 2.4 对 标量 场 PE FAT) 
pf = flr,it)) 


UL 0 A 0) _ 3F dy 


Lt I= | mo jy 


了 - 邮 
tc) 1 0 二 人 六 1 


X%F 广 吕 上 后 数 了 沿 动 矢 方 癌 的 梯度 ,也 即 泗 数 相对 天 的 李 品 数 
Lf = Xi (2.19} 
例 2.5 对 余 切 其 四 = 人 ydw EAI(MD) 


。 TY， 
oo 7 lye) TS 
攻击 


富有 将 例 类 伺 ,注意 到 上 式 有 两 个 因子 合 7 ,利用 微分 Leibnitz 法 则 ,可 证 


Pm 1- i 祝 ,de to lw 村 司 ar 
— (we | weé dr |, {2.20) 
或 
La tw - wd + oot, {2.21) 


例 2.6 对 切 场 Yly) =) ENUM) ,将 yy 点 切 场 Y(ty) 沿 积分 曲线 推 彻 p 


fn 
了 上 


dr(iy,t) 0 | 


gi, = yy r,t)) Dy J (2.22) 
这 里 潭 意 到 对 切 场 分 量 系数 (Cy) = (yt ,4)) 沿 积分 曲线 抑 回 ,y 点 坐标 
网 vr 0 二 


分 “方面 需 分 析 切 估 基 底 的 推 前 此 射 , 请 分 析 r = .x (vy,7z), 其 局 域 坐 标 可 明显 写 
为 


一 Cr 
对 上 式 取 偏 导 数 j2; 得 


_ a ay 
名 = gy Or (2.23) 


上 式 限制 在 积分 曲线 上 y = y (xr,2), 而 w= YY(y,+t) 为 单 参数 同 且 变 换 ,对 
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dd 
(2.231 式 反 可 得 


I dy dfoy 
0 = dr 中 (让 说 A + dy dr [党 ) 
ew TO0)= zy) 一 ,得 


"(yy st) d idv {r,t) dg 


注意 上 式 中 先 对 : 微分 后 再 取 ; = 极限 值 . 与 前 例 类 似 .注意 到 (2.,22) 式 y,,Y 有 


两 个 因子 含 1 利用 微分 Leibmtz 法 则 先 对 微分 ,然后 再 取 1 一 0, 利 用 (2.24) 式 
可 证 


| ; 3 】 | ， d id {fy,t) 器 
TY 1,~ [CY (let)) ) 3 1 EA | 


<] yy 中 A dy dr 


[da dy . | _ do 9 | 
dt a 全 站 or 


=- (# 2 一 了 六 ) 雹 7 1 ， 


对 切 场 作 可 导数 就 租 当 于 作 桩 丘 弧 运算 ,这 是 很 容易 记 住 的 公式 :对 向 量 场 的 合生 
数 即 李 括 弧 运 算 


= X,Y 


LiY = "X,Y | {2.25) 
出 中 定 义 切 场 分 晤 的 李 导 数 
Ly 二 (YY - Evy, We, ‘2.26) 
类 似 可 得 到 对 “ 般 - 阶 道 变 * 阶 协 变 张 草场 的 李 导数 公式 . 即 令 
长 Ki ti€E (UM) 
则 
故人 
{2.27) 
由 于 他 导数 不 改变 张 量 声 类 型 ,对 张 量 场 的 全 半数 ,可 用 对 张 基 场 各 分 具 的 革 导 数 
来 表达 . 上 式 中 第 一 项 相当 于 该 分 量 在 X 方向 的 变更 ,然后 由 于 给 定 切 场 本 身 局 
域 变更 特性 ,利用 ;入 三 ;| ,如 J- 式 对 张 晤 场 每 协 变 分 量 指标 提供 一 抑 同 基底 
的 让 号 页 献 ,而 每 逆 变 分 量 提供 一 推 前 基底 的 钠 号 贡献 ,让 如 例 2.5. 例 2.6 所 示 ， 


由 以 上 分 析 我 们 看 出 , 李 导 数 且 有 下 述 性 质 : 
1) Lx 为 不 改变 张 其 场 类 型 的 线性 算 子 
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Les? (MY)-» 7(M) 
LitaK IbKR Y= LK+ blLR, KK EFIM),u,pbE (2.28) 
2) 满足 导 子 的 Leibnitz 法 划 , 并 与 瑟 晤 场 的 缩 并 运算 对 吻 
LRRD (KRISKRK KOLK), KK EA (NM) (2,.29) 
六 
+ 了 
+ 四] (2.30) 
3 Lf Xf, FE MAM). 
di LY XY], X,YEAM). 

前 了 纲 性 质 虚 明 李 导数 算 了 工 , 为 疲 形 上 张 量 篇 代数 .MI) 王 的 等 子 ,利用 这 性 
质 . 可 由 低 阶 张 量 场 的 他 导数 规则 ,得 到 对 高 阶 张 量 场 的 侍 导 数 规 则 ,上册 由 后 两 忻 
太夫 定 划 其 体 两 种 低 防 张 昌 场 ( 画 数 三 与 切 场 了 ) 的 过 算 规 则 ,可 得 到 对 所 有 各 阶 
张 量 场 的 运算 规则 . 以 上 四 个 性 质 也 可 作为 李 导 数 算 子 的 定义 . 

关上 上 上述 件 质 2 ,我们 述 可 用 下 面 例子 说 明 ， 

例 2.7 XY,ZEIMN) 

LTY,2Z =[PY.Z]+TY,LZ] (2.31) 
此 即 二 回潮 场 X,Y .Z 的 对 易 子 满足 的 Jacobi 等 式 . 
例 2.8 woE A (CM), FE AM), 


EC) = fvw +t (Lf (2.32) 
Lilwm ha (Law hotrwnh (Lo) (2.33) 

例 2.9 
La Nr) Low RX)+ lm bo: (2.34) 


是 当 流 找 和 间 存 在 连续 映 麟 w ,诱导 流 撒 + 切 场 推 前 , 余 切 场 拖 bi, 证 由 应 李 
导数 满 是 

Lig w= ,ww (2.35) 

在 汶 不 回廊 向 的 李 时 数 间 , 可 证 其 有 以 下 人 性质 (它们 作用 在 任意 张 最 场 上 均 

对 ); 

i =Lur, XYE (AM) (2.30) 

Lr ~ dy +t oly, ae 区 (2.37) 

李 导 数 L、 是 作用 十 流 形 上 所 有 张 量 场 上 的 微分 算 子 , 当然 也 是 作用 于 微分 

形式 上 的 微分 等 子 . 由 于 流 形 上 微分 形式 4 CM) 在 流 形 分 析 中 占有 极 重 要 的 地 
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位 ,我 们 应 特别 注意 .作为 线性 空间 ,微分 形式 是 张 量 空间 的 线性 子 空 间 , 它 全 流 形 
切 具 截面 上 所 有 线性 呐 射 的 集合 组 成 的 空间 ,为 波形 分 析 中 最 重要 的 张 量 场 .在 德 
分 形式 4 (MI) 中 可 引 大 外 积 运 算 , 鸽 A (MI) 成 为 可 结合 ,不 可 交换 外 代数 5 阶 
化 代数 ) .下面 分 析 作 用 于 外 代数 4 ”上 的 苦于 导 子 的 性质 . 
作用 于 和 被 分 找 式 1 的 大 阶 全 子 也 是 微分 形式 空间 A (M) 之 加 的 线性 映射 
DA (CM) r A:*(M) 
于 上 为 偶 , 称 为 偶 导 于 ,对 县 因 了 外 习 的 作用 满足 通常 的 Leibniz 法 则 
DlwAel= (Do Asotwmah (De) 
当 皮 为 奇 , 称 为 奇 叶子 . 它 对 两 头子 外 乘 的 作 败 满足 斜 Leibniz 法 则 {skew Labniz 


rule) 


Diwm A = {De Mot lyw A (De), wE A'(M) 
外 微分 算 于 d 基 1 阶 射 导 了 于 ,他 导数 为 0 阶 时 子 . 
微分 形式 外 代数 4 (MI 的 导 子 或 斜 导 子 间 , 易 证 基 有 以 下 性 质 : 
偶 , 偶 导 车 的 对 易 子 为 导 子 ; 
偶 , 奇 导 了 的 对 易 子 为 斜 导 了 ， 
奇 , 奇 尾 于 的 反对 电子 为 导 壬 . 
利用 | 述 性 质 . 可 以 由 作用 在 微分 形式 上 的 两 种 导 子 得 到 第 一 种 导 下 ， 
杰 导 数 作 用 在 切 场 上 妇 李 括 弧 运算 ,计算 起 来 非常 方便 ,从 是 对 微分 形 民 计算 
其 李 导 数 就 比较 麻烦 .为 了 帮助 计算 作 几 在 微分 形式 上 的 李 导 数 , 可 利用 上 而 提 色 
的 切 场 与 微分 形式 的 缩 并 运算 , 即 缩 并 算 了 了 
ow 
i 是 负 -- 阶 奇 学 子 
P A 
io Ao)= (tiv) Ac te lw Mio)Ee A (MM) 
已 具有 人 性质 
ix =0, idf = (df, X = Xf 
vw CRI KR) = wR KK) ,EAUM) 


iv (fh A 2) 一 > CC 1)*" < ,N00 A 9, 六 本 万 A (CM) 


和 


Pr 二 Ar (2.38) 
注意 虽然 i 与 Ly 均 依 赖 切 场 ,但 两 者 特性 不 同 , 内 积 算 子 iv 仅 与 作用 点 的 急 向 
笋 有 关 ,而 李 导 数 还 与 该 点 邻 域 切 场 的 分 布 有 关 , 使 得 
in = fix :mL A fx 
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例如 
Lxw = fvw t df A ivew 
总 之 ,作用 在 微分 形式 4 (M) 上 通常 有 一 种 导 子 :Lx ,dyix ;它们 分 别 为 0， 
+11, 一 1 阶 导 对. 其 中 有 有 两 种 为 基本 导 于 ,第 种 可 由 前 黄种 的 组 合 表示 ,它们 间 
除 工 、 与 d 可 区 者 外 ,- - 盘 不 可 交换 .例如 | 


Ley]=i ev, (2.39) 
(Lo |= iy (2.,40) 
‘Ld|l 一 让 (2.41) 
有 具 有 将 李 导 数 用 内 积 算 子 各 外 微 分 算 于 表达 的 Cartan 公式 
Ly =dri, tic:d (2.42) 


由 于 df 与 i 均 为 笠 避 于, 故 其 反对 易于 即 上 式 石 端 必 为 0 阶 导 子 . 了 [ 易 证 厂 问 与 
d 对 易 

Idrisitii'd, dj=0 
故 和 端 必 为 相对 切 场 革 的 李 导 数 工 、， 

以 上 三 式 都 是 作用 在 4 0M) 革 的 导 子 ,作用 在 任意 微分 形式 上 均 对 .为 证 明 
它们 ,可 将 它们 作 册 在 两 种 最 简单 的 微分 形式 十, 例如 阴 数 FE .AM) 与 上 形式 
woE AT(MD) 1, 如 验证 符合 , 则 对 作用 在 所 有 微分 形式 上 均 对 . 

利 贞 以 上 公 武 易 证 

do; YY {2.43) 
dass X,Y A = Llasy Y ,27 + Ly orZ Xt La X,Y,) 
os X.Y), 2 oT YH NY i ZR), YY 


(2.44) 
进一步 可 以 证 助 
ca, (XX, | 1 ,大 ， ) 王 ‘dda, 3 XX 1 
= DR 
4 和 
DV (CK ,NR NX, ) 
4 

(2.45) 


其 中 区 代表 将 宗 量 XX 略 去 ， 
例 2.10 (2.43) 式 的 证 明 , 可 将 仔 音 1 形式 包 iL 为 
w= fdg, fF,gENAM) 
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do = df A de 
则 (2.43) 式 霸 册 ; 
djofXY) = drFAdgXYy = X(N Y(g) -YYC 门 XU 
而 (2.43) 式 石 端 第 项: 
Xa{ YY) = X(tFY(g)) = XO YE) + FX(CY(g)) 
故 
(2.43) 式 右 端 -XC 了 Ylg) -YIADX(g) +t FX(Y(R)) - fY(X(E)) 
一 /X,Y 了 jj(g) 大 靖 
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二 节 我 们 讨论 了 切 场 的 积分 用 线 问题 ,通过 流 形 N 上 切 场 的 普 点 户 右 必 - - 
条 积分 出线 , 它 是 流 形 N 中 “: 绯 子 济 乡 .” 维 流 形 N 上 各 分 曲线 集合 本 身 肛 成 有 
1 一 睛 个 昌 由 嵌 的 该 形 ,或 称 积分 曲线 在 流 赔 N 中 的 余 维 (codimension nN) 是 
(一 二 .可 让 在 疡 点 邻 城 选 坐标 系 , 值 坐标 线 r 就 是 切 场 X 的 积分 曲线 , 即 团 场 
的 坐标 表示 为 
9 
dy 
而 其 积分 曲线 可 表示 为 和 = ,i =2,… ,1. 
下 面 进一步 讨论 二 个 声场 的 各 分 册 线 问题 ， 
当 流 形 A 上 每 总 声 安排 了 一 个 三 (CN 的 到 维 子 空间 尝 , 则 称 流 形 上 有 一 
个 挟 维 分 布 (distibutionl ,如 在 户 点 邻 域 避 在 在 上 个 处 处 线性 无 关 的 可 往 切 向 量 
场 jX ,… ,Xi !; ,使 得 在 每 上 (ec) 是 由 | 人 7 于 张 成 , 即 汉 1 (7) ,…， 
和 人 形成 各 维 分 布 4 (xz) 的 一 组 基 , 则 称 A (.r) 为 流 形 N 可 微 & 维 分 布 ,或 
称 & 维 流 (eurrent) ,并 可 表示 为 
和 = (2.46] 
这 周 如 果 流 形 N 下 存在 (2 一直 ) 全 局 域 线 性 独立 的 因数 1 oa 1 它 
们 满足 
‘dF,Xy- XCF)=0 (2.47) 
浊 称 这 (x 丰 ) 个 函数 } 产 | 为 可 微分 布 (x) 的 初 积 分 ,和 仅 当 这 时 ,相对 流 撒 入 工 
分 布 和 (x), 存 在 维 积分 子 流 形 
M= rE Ur Fl = const a = 1, ,nk| {2.48) 
注意 在 流 形 N 上 ,df 隆 0, 但 是 当 限 制 在 子 流 形 M 上 时 ,dF =0, 如 (2,.47) 式 所 


号 2,3 机 分 子 流 虹 Srobanus 正 埋 ”1 


这 时 对 流 尼 N 于 任 ， 所 才 = (ro 存在 一 个 堆积 分 了 流 形 
人 
(2.49) 
如 存在 维 积分 子 流 形 M, 可 在 点 p 分 域 UI 选 局 域 举 标 |7 ，…,，，…， 
产 全 使 在 邻 域 Li 积分 于 流 形 由 下 列 基 矢 张 成 : 


9 并 {2.50) 
中 个 | 


当 浓 有形 N 上 纵 定 光 沿 分 布 信 (7), 遂 过 NN 中 任 一 普 点 p 是 任 存 人 维 积分 
子 流 形 使 (2.48) 式 ,(2.50) 式 成 立 ” 关 于 此 门 题 的 回答 是, 当 有 = 1 时 是 肯定 的 ， 
如 我 们 在 上 节 分 析 . 府 当 之 1 时 , 需 昌 附加 条 件 才 是 肯定 的 ,此 即 鞭 名 的 Frobe- 
nius 定理 .下 而 我们 先 分 析 一 下 租 分 了 流 反 存在 的 必要 条 件 . 在 点 邻 城 选 局 域 
坐标 系 ,分 布 A (zx) 的 上 入 1 XX, (ra=1 可 表示 为 


| 
1 
| 


Xo Neo {a = 1k) 
如 存在 积分 子 流 形 ,| 民生 为 子 流 形 切 场 , 则 集合 1X, ; 必 满 中 


下 
IX Ks] = NOX A (2.51) 


满足 二 条 柏 的 分 布 尘 称 为 对 合 分 布 Cinvolutive distriburion). 

注意 对 (2.50) 式 的 坐标 大 

[9,0 0 
但 此 条 件 在 局 域 誉 标 人 变换 下 不 能 保持 ,而 (2.51}) 式 在 仁 意 坐标 变换 下 都 能 保持 .分 
布 和 是 对 合 分 布 , 即 满足 条 件 (2.S1) 式 是 衬 可 积 的 必 归 条 件 .这 禹 是 Frobenius 
定理 . 
定理 2,2{Frobhenius) 定 理 ” 如 流 上 形 N 上 存在 上 维 分 布 
| 
满足 对 合 条 件 
[XK] 人 ， 对 所 有 XX EA (2.52) 

则 在 流 形 N 上 每 点 户 的 邻 域 存 在 坐标 系 ,使 
1) ;31， jl 和 ;形成 的 局 部 基 . 
2) 1 二 eonst, a 二 二 +1,…;#i 给 出 A 的 积分 流 形 , 凋 At 的 任意 初 积分 均 可 表 
过 旭 . 三 下 +1 1) 的 郴 数 . 


:全 第 二 章 ” 流 形 的 变换 及 其 可 积 性 ” 窑 变 模样 太 李 群 流 形 


3) 于 是 通过 每 点 pE N ,有 人 惟 -- 上 维 最 大 积分 子 流 形 亲 , 使 通过 pb 点 的 任意 积分 
流 形 都 是 MM 的 开 子 流 形 ， 
4) 通过 流 形 N 鞋 所 有 点 的 最 大 积 分 子 流 形 的 集合 形成 流 形 族 , 称 为 积分 叶 放 (fo- 
liation ,路 汇 本 身 裔 17) 维 流 形 { 当 将 每 时 看 成 一 总 )， 

附带 指出 ,积分 子 流 形 移 组 成 者 基 局 域 的 ,在 一 般 情况 下 不 可 能 整体 组 成 积分 
流 形 . 


$ 2.4 用 微分 形式 表达 的 Frobenius 定理 
微分 方程 的 可 积 条 件 


积分 子 流 形 存在 的 可 积 性 定理 也 可 以 用 微分 形式 讨论 ,由 于 微分 形式 及 其 外 


能 写成 微分 形式 体系 ,可 用 类 做 方 法 分 析 徽 分 方程 的 可 各 性 . 

企 分 析 流 形 NN 的 嵌入 子 流 形 M 时 兽 指 出 , 切 空间 了 .CAM ) 被 推 前 ， 而 余 男 空 
间 工 :(N) 被 拖 同 .注意 到 流 形 N 的 维 数 大 于 子 流 形 M 的 维 数 户 , 流 形 NN 上 上 后 
些 余 切 矢志 在 限制 到 子 流 形 M 上 时 应 为 零 

我 们 先 从 最 简单 的 情况 谈 起 , 先 讨论 余 切 场 的 可 积 问题 , 即 分 析 ” 维 流 缘 只 
下 Pfaff 上 方程 

uy 一 wd 一 {2.S3) 

的 解 的 存在 问题 .这 里 woE 4AMN),w=0 不 是 说 它 是 A1(N) 中 的 誉 元 ( 零 开 与 流 
形 NN 上 所 有 切 场 缩 并 为 零 ), 而 是 求 Plaff 方程 (2.53) 的 积分 子 流 于 (Me)，,oe 为 
将 MM 贬 入 映射 为 中 子 流 形 的 上 映射 ; 


PM-»N 
使 
二 人 
或 将 微分 同 凸 的 gp( MD) 与 M 等 同 ,将 上 式 简 记 为 
wly= 兴 (2,54)} 


求 积分 子 流 形 M .积分 子 流 形 M 个 - 定 存在 , 找 积分 子 流 形 存 在 的 条 件 , 即 找 方 
程 (2.53) 的 可 解 条 件 . 
扬 让 在 下 面 两 种 情况 下 ,(2.53) 式 的 积分 子 流 形 存在 : 
1) 在 户 点 邻 城 U 可 选 坐 标 系 ,使 存在 殉 数 (x) 满足 
w= de (2.55) 
这 I 时 = const 是 方程 w= 的 积分 流 形 , 它 蛙 流 形 六 上 超 有 申 向 . 


$2.4 用 徽 分 形式 表达 的 Trobenius 定理 ”微分 方程 的 可 积 林 件 ”全 


2) 在 户 点 邻 成 U 可 选 坐 标 系 ,使 存在 丽 数 u(x) ,wlx) ,满足 
w= Wdu {2.56) 
这 时 TO S| 为 二 们 的 和 :分 曲面 ;而 民 ! 称 为 积分 因 子 . 即 虽然 a 不 能 表 为 全 人知 
分 ,但 当 w 泣 以 u ' 后 ,wu 'w 可 表示 为 全 微分 . 
情况 1) 的 必要 条 件 基 dw =0, 基 w 为 朵 形式 .而 且 可 证 这 也 是 充分 茶 件 , 它 是 
著 甸 的 Doineare 引 理 的 特殊 情 次 ; 
定理 2.3(Poincare} > 形式 (7 六 1)a 如 满足 da = 让, 则 在 一 点 邻 域 存在 (x - 1) 形 
式 训 使 a dP. 
半 形 成 局 域 为 止 会 形式 ,而 整体 不 一 定 , 和 整体 扩 扑 性 质 是 将 在 第 七 章 分 析 的 问 
题 . 
情况 2) 的 必要 条 件 是 
wdw=—0 {2.537) 
这 站 方程 -0 可 积 的 必要 茶 件 ,又 称 Frobenius 条 件 , 下 而 先 举 例 说 明 . 
例 2.11 “上 1 形式 
mw Pliesydr + Q{ rr, ydy 
妇 果 所 给 ww 满足 可 积 条 件 


do =0> (2.58) 


则 在 - -点 邻 域 必 丰 在 函数 gf xz) ,使 
mt) = aofryy) 
这 时 由 3) seonst 为 w 二 0 的 积分 流 形 , 一 维 积分 曲线 . g(r ,yy) 一 tro.) 为 
经 (rm ,9) 点 的 曲线 . 
为 一 方向 . 即 使 w 不 满足 条 件 (2.58) ,但 满 足 可 积 条 件 (2.57), 这 时 存在 冰 数 
play? ,使 得 
etry Pir sdr + QCriy)dy) = dg(r,y) 


其 中 
_ 】 ee 吕 
PC 5 二 互 天 加 3y 
称 为 积分 因子 . 


一 维 空 间 积 分 因子 必然 存在 (注意 条 件 (2.S7) 本 身 为 3 形式 ) ,二 维 Pfaff 方程 
必 可 积 . 相 在 山 维 空间 积分 因子 不 一 定 存在 . 
例 2.42 “上 1 此 式 
w= Plrsy2)dr 1 Qtrsv,e)dy + Rc,y, 2)de (2.59) 


”864 ， 第 一 章 流 形 的 变换 及 此 可 积 性 ”村 朗 搞 群 长 李 玫 访 形 


F 区 天 0. 在 普 点 邻 感 , 设 RUIr yz) 和 0, 这 时 上 式 化 为 
tz 一 一 de 一 ddy 


如 此 式 有 人 解 = 一 = C1 yc) 则 
do np dz oy 


5 一 殉 ， 到 于 (2.60) 
故 呆 和解 条 件 是 (将 (zw 看 成 足 独 世上 最 ) 
(二 1 ， 全 0 让)= 二 (RE 
Ay rv DrlREir,y, tr ye)) 
经 复 台 盟 数 微分 法 则 最 后 得 (2.59) 式 有 解 条 件 
?人 rR[- 守 )=0 (2.61) 
此 有 和解 条 忻 与 (2.57) 一 敏 .即将 (2.59) 式 代 人 (2.57) 式 立即 得 (2.61) 式 ， 
当 可 积 条件 (2.57) 式 满足 ,这 时 必 可 将 wm 极为 
cy 一 ry)dot.r yl) 
”中 存在 积分 此 
Pur ys) = const (2.062) 


它 起. “上 上 超 曲 面 , 与 (2.60}) 式 机 辐 , 是 2 维 闭 于 流 形 . 将 w 限制 在 此 曲 商 .LL 时 
中 二 人 ,出 以 二 分 本 看 出 ,Frobenius 可 积 条 件 即 - - 般 微 分 方程 的 有 解 条 件 . 

下 面 我 们 计 ? 人 的 Erobenius 定理 .十 节 曾 指出 , 当 流 形 N 上 给 
定 光 潜 点 维 分 布 各 = |XX,… ,XX i, 其 可 积 条 件 是 A 应 为 村 合 分 布 , 即 


机 ,对 所 有 Xi EE A (2.63) 
本 三 我 们 从 对 侦 观 点 分 析 此 问题 , 即 研 究 漂 没 A 的 余 分 布 
TV {2.64) 
当 流 形 N 上 给 -上 ) 维 余 介 布 r，; ,是 伸 存 在 & 维 积分 了 流 形 M 使 
r | -0 (2.65) 


分 析 积 分 子 流 形 存 在 的 可 积 条 件 . 即 与 分 布 4 为 可 积分 布 的 条 件 (2.63) 相 应 地 
如 要 求 余 分 布 = ,为 可 积 , 相 度 可 积 荣 件 称 Frobenius 条 件 , 这 是 我 们 将 若 i 下 分 析 
的 ， 
令 A 二 1 名 ,区 | 为 流 形 NT 维 可 微分 布 , 因 其 基底 ;XX 条 线性 独立 , 故 
在 只 上 疡 点 邻 域 ,要 将 ;区 和 扩充 而 和 N 上 切 场 的 基 矢 为 
[RU KN KEN) 
相应 余 切 场 可 选 对 侦 基 


$2.4 用 微分 形式 表达 的 frobenius 定理 微分 方程 的 可 积 条 件 ”9 


人 
《人 
集合 
ro = 他 
满足 
,R=0, Eni, XEA (2.66) 
rr， 称 为 与 4 对偶 的 Cn 一) 维 余 分 布 . 下面 讨论 由 余 分 布 r，, 决定 的 Pfaff 方程 
组 
Fr)=0, «x -1] ,nk {2.67) 
的 可 积 条 件 . 存 在 下 述 害 理 ， 
定理 2.4 如 可 微分 布 全 为 对 人 台 分 布 , 则 其 对 倘 余 分 布 5c; 一 ;六 1 必 满足 下 
而 三 种 条 件 之 一 .1 在 点 p 分 域 存在 (xn 一 上 个 1 形式 EA'N), 满 旺 
d = Var A fy, 二],… ,一 上 (2.68) 


» 1 
2) 余 分 布 tr，, 的 基 形 式 1 信 1? “线性 独立 , 故 
S00 A A 0 
而 其 每 个 元 素 六 Ez _; 满 中 
di A=0 (2.69) 
3) 华 点 p 邻 域 仔 在 光 浓 测 数 g(r )， 产 (cE€. 凡 N), 使 得 
8 = Spidp, 二 ,nk {2.70) 


h-1 
以 上 下 种 条 件 相 互 等 价 , 者 是 余 分 布 r,_， -- ;区 19“* 的 村 积 条 位 . 
证 明 mm =] 他 上 为 至 = Xe 的 好 偶 分 布 , 即 有 关系 

‘FR =0, qa= ln Rk;j= 1,,k {2.71) 
二 利用 (2.43) 式 及 全 满足 对 合 分 布 条 件 (2.51) 式 得 
(dF; XX = XN NP, XY FX =0 

故 

dF 0, modfiy :"*) 
即 在 点 p 邻 域 存在 at EA'(N) 


中 
dF = ah? (2.72) 
此 即 (2.68) 式 . 吕 


的 ， 第 一 章 ” 流 形 的 变换 大 其 可 积 性 ”可 变换 奉 及 李 恬 流下 


极 易 证 明 (z.68),(2.69),(2.70] 等 条 件 相 五 等 价 . 而 (2.70) 式 惠 赤 此 集合 
Id 关上 “组 成 各 分子 流 形 的 局 域 余 切 基 矢 ,机 应 积分 子 流 形 可 表示 为 在 点 疡 邻 域 
U 

M= |IrEUIF = eonst, a = 1 ,nk| {2.73) 
是 流 形 N 的 局 域 团 子 流 形 . 它 是 由 fn 一 卢 ) 维 余 分 布 z= 六 上? 这 定 的 Pfaf[ 
方程 组 
FF =0, a=1, ,nk 
的 解 流 形 . 

为 下 面 需要 , 现 简短 补充 点 线性 代数 的 内 容 (参见 附录 ).n 维 线性 空间 A 中 

定 尽 了 二 元 合成 运算 
站 XA 
则 形成 为 代数 4 ,线性 代数 也 可 与 线性 空间 类 亿 定 义 基 底 与 维 数 ,4 中 什 意 元 素 


SAT1Y 本 
如 二 el， ua 全 
1 


基底 的 乘法 规则 
2 Ye = 了 EE- 
户 称 为 代数 4 的 结构 常数 ,决定 了 整个 代数 的 乘法 规则 . 
代数 4 的 子 代数 B, 其 成 丘 为 线性 空间 A 的 子 空间 B 给 成 ,B 己 A, 征 丰 原 定 
义 的 乘法 规则 下 封闭 , 即 
BxBCOH 
世子 代数 B 在 乘法 规则 下 还 满足 
BxACB, AxBCHB 
则 称 子 代数 5B 为 代数 六 的 理想 .理想 是 -- 种 特殊 的 重要 于 代数 . 
现在 令 .二 } 六 17 “为 可 微分 布 入 = |X ,…,XX,! 对 侦 的 余 分 布 , 几 有 性 
质 
六 
邯 余 分 布 r，, 是 上 维 流 A 的 漂 没 子 . 流 撒 N 上 上 满足 
ae 二 0， 对 所 及 毛 坟 
的 微分 形式 集合 记 为 
AN = [aE A (Nive = 0, VX EA 
易 证 ACN ,4 在 外 积 下 形成 A"(N) 的 子 外 代数 , 芭 如 a ,PEACN,A5, 则 必 


和 2.4 ”用 微分 形式 表达 的 Frobenius 定理 ”微分 方程 的 可 积 条 什 " 67， 
aABE A(N.A) 
而 日 易 证 明 ACN ,A 个) 形成 4 CN) 的 理想 , 即 当 aE A(N.A),， YEA'(N), 可 
沂 
起 站 7 车 CN 和) 
以 上 分 析 表 明 , 速 没 可 微分 布 灵 的 微分 形式 集合 4(N,A ) 形 成 A' IN) 的 理想 ， 
称 为 出 余 分 布 1 和 生成 的 理想 . 
再 由 定理 (2.4) 表 明 , 刘 A 为 对 侣 分布 ,局 域 存在 积分 子 流 形 , 这 时 其 对 偶 余 
分 布 j 人 六 “不仅 生成 淹没 和 的 理想 4(CN ,将 ) ,而 且 满 足 
dF ECN (2.74) 
这 种 理 拒 A(N ,A JICA CON) 称 为 团 理 起 , 即 存在 如 下 定理 : 
定理 2,5 【Erobenius 定 埋 ) Pfaff 方程 纠 : 
=0, = 1 ,nk 
完全 可 积 的 充 要 条 件 是 ,在 普 点 p 邻 域 ,出 余 分 布 101!'“ 生成 的 理想 是 闭 理 想 . 凤 
df 满足 于 防 条 件 之 …: 
中 在 1 形式 isi| ,使 


或 3) 令 王 -及 妆 下 名“, 禁 
d 产 六 工 =0 《2.761 
这 是 用 微分 形式 表达 的 Frobenius 定理 . 
偏 微分 方程 常 能 写成 微分 形式 体系 ,故常 可 用 辣 样 方法 来 分 析 微 分 方程 的 时 
积 性 ,下 面 举 两 个 例子 来 说 明 . 
例 2.13 求 下 列 微 分 方程 组 : 


站 


3 = fr), a = ky {2.77) 
Yn) = {2.78) 
太 在 解 疯 数 
= Yr) a ~ 1,,k 
的 可 解 条 件 . 
解 法 - 如 解 存 在 ,由 混合 偏 导数 相等 条 件 
9 
则 和 人 


吕 得 晤 数组 | 产 (zr ,yi 应 满足 可 解 条 件 


68: 第 二 章 ” 流 形 的 挛 柳 及 其 可 了 积 性 ”上 字 释 换 群 及 李 群 流 形 


FaF 人 
oF fp hp (2.79) 
di 器 是 了 dr od 人 


法 -- 将 方程 (2.77) 写 成 余 分 布 
yF = dy — Flr,yidr' 


则 
过 如 
d8' =— Shy A dr - Dh gy A dr (2.80) 
or! dy 


由 Frobenius 定理 去 求 
dF =0 mod(#)} {2.81) 
即 要 求 当 所 有 六 = 浊 时 ,d 产 也 为 零 , 即 令 dy 一 (x ,yjdxr 代 人 (2.80) 得 


dP 一 (和 1 Dy fp jar A dr 


于 是 可 积 条 件 (2.81) 就 得 到 条 件 (2.79). 当 此 条 件 满足 ,所 给 余 分 布 i 字 1 基 日 积 
的 . 

例 2.14 令 Pl=P(zr,y), P= Ptr,y), Qi = Qi ry), Qi = Qi (1,y), 
RI=Rtr vy) R= Rotrsyb i= Ur wD = (ry VI= V(r,Y). 
VW 区 为 给 定 二 元 明 数 , 求 满足 下 列 
偏 被 分 方程 组 的 星 数 f= f(r,y),g= g(r,y): 


3 +Pf+Qig-R 


dr 
of 


ay tt faf + Wg = 


可 - 
3 + i ff + Vg= W, 


3 tft+ Vp-= 
求 二 列 方程 组 有 解 的 可 积 条 储 . 

为 判断 以 上 方程 组 莫 省 可 积 , 先 将 它们 写成 微分 形式 ,即将 上 面 四 个 方程 与 为 
两 个 1 形式 


(2.82) 


r= dri PF+oQr-R 
B=dg+ Uf+ Ve-W 
其 中 户 = Pdr+Pydy, 昌 ,RU,V,W 类 似 , 均 为 ?上 1 形式 . 
采用 Estabrook 与 Wahlquist" 延 拓 结 构 方 法 ,将 (x ,y,f,g) 看 为 4 维 流 形 N 
的 局 域 闪 标 ,在 解 流 形 上 Pfaff 方程 组 


{2.83) 


$2,4 用 微分 形式 表达 的 Frobenius 定理 微分 方程 的 可 积 条 件 ， HO ， 


a=0,8=0 
些 方 程 组 有 和解 条 什 要 求 1a ,8! 生 成 闭 理 想 , 即 
da AnAB= 人 0 (2 84) 
doAaAnp=0 


市 此 条 件 知 方程 纠 (2.82) 有 解 的 可 积 条 件 是 ,所 给 定 图 数 P,Q,,R., U,V,,W, 
满足 
gpP， 9P， 


再 

5 a t+ Pi PR + Qi Wi- QoW) = 0 
证 

了 _ 5 + UIQ;- UQ =0 

2 _ Ts UR UR EVW,- VW,=0 (2.85) 


上 上 两 例 中 方程 (2.77), (2.,82) 的 可 积 条 件 (2,79),{2.85}) 本 身 为 非 线 性 偏 微分 
方程 组 ,下身 我 们 从 袜 分 几何 观点 来 分 析 一 些 非 线 性 演化 方程 ,一 些 可 了 积 的 韭 线 性 
演化 方程 常 吓 表示 为 菜 些 线 忻 广 程 组 的 可 积 条 件 . 

令 和 分 子 流 形 M 淄 人 映射 人 微分 流 形 和 N, 子 流 形 M 为 m 维 ,在 维 流 形 NN 
中 余 维 为 (n 一 着 ) 维 .积分 子 流 形 的 mm 维 分 布 对 其 余 变 量 的 依赖 ,也 可 表示 为 偏 
微分 方程 的 解 ,这 时 可 利用 Frobenius 定理 来 判断 可 积 性 . 下面 以 著名 的 KdV 方程 
为 例 来 分 析 此 问题 . 

例 2.15 可 积 的 非 线 性 演化 方程 :KdV 方程 . 

Kd 方程 为 1+ 1 维 非 线性 演化 方程 ,独立 变量 (.r ,1) ,而 函数 (4,11 满 足 

下 面 方程 (KdV 方 穆 ): 


ut un, + #,,, =0 (2.86) 
独立 变量 (frr),w= ,了 为 底 空 间 (.r ,1) 上 的 蚂 数 .下 向 采用 Estabrook 与 
Wahlquist 延 拓 结构 ,将 
(xu = ur p= ug = wu,) 


看 成 延 扩 变量 , 即 也 看 作 独 立 变 量 , 而 在 解 流 形 上 为 依赖 底 坐 标 (x ,1 } 的 靖 数 ,可 
选 下 面 1 形式 ; 
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gl = pdr Mdt du Adi= (一 
a = gdr Adt. dp Adr= (og. pdr Mdr 
a = updr A di — da A dr+t dy A dt 


= (applied A dr (2.87) 
由 
0 > p=u, 
oy 0 9p, uw, 


a pt un + a, = 0 

在 (Critsaypst) 张 成 空间 Nal =ay -as=0 为 空间 NW 上 微分 形式 外 代数 的 子 
代数 量 为 理想 .下 而 检验 它们 是 否 是 闭 理 想 . 

dol= dp Adridi= dr ha 

das = dy Adr hdi= drh a; 

dos= pdw Adr Mditudp A dr hdi 

= ud Aut pdr Aa (2.88 1 

萌 它 们 均 可 表 为 ja 的 线性 组 合 .好 ia =0D 组 成 的 理想 为 闭 理 想 , 央 此 可 和 朴 . 


82.5 全 群 流 形 


对 理论 物理 学 家 来 屏 , 字 群 . 李 代数 及 上 其 表示 大 家 都 很 熟悉 .由于 全 群 臣 分 析 
流 形 对 称 性 的 重要 十 具 ,而 日 李 群 流 形 本 身 为 :类 重要 的 微分 流 形 ,所 以 我 们 在 这 
里 再 简单 介绍 一 下 
4 维 李 入 (本 时 为 维 实 解析 流 形 , 吴 晶 时 有 群 结 均 . 邮 存 在 映 和 
Gx OO 
My (2.89) 
这 种 喘 射 具有 群 运 算 性 质 , 即 可 结合 .有 本 等 瑟 , 有 道 元 . 即 对 任意 群 亏 ，60 部 
存在 取道 映射 
人 下 
他 -人 [2 .90 ) 
要 求 上 述 两 种 映射 相对 群 参数 都 是 连续 可 微 ,我们 可 如 下 定义 李 彤 ; 
定义 呈 维 李 群 各 是 = 维 实 解析 流 形 ,用 具有 群 结构 , 即 存在 下 列 解析 映射 : 
GXG-*G 


§2.5 李 群 流 拒 .91] . 


Ty ry (2.91) 

上 定义 表明 , 李 群 是 - -共有 群 结构 的 解析 流 形 ,而 且 群 运算 是 解析 的 . 正 因为 
李 群 GG; 具 有 微分 流 形 特征 ,故我 们 可 分 本 它 的 维 数 , 紧 致 性 ,连通 人 性,…… 另 一 广 
面 李 群 具有 群 结构 ,我 们 可 分 析 其 可 介 忻 , 朝 堆 性 , 子 群 , 陪 集 , 摧 铬 …… 而 且 以 上 上 
两 方面 密切 相关 .不 由于 群 运算 是 解析 的 ,我 们 常 可 用 解 村 工具 来 研究 .下面 举 某 
种 常见 李 样 为 例 米 进行 分 析 . 
例 2.176 -维和 连 道 李 群 必 世 Abel 的 , 伐 有 西 种 : 
i) . 宗 数 加 带 .是 非 紧 连通. 单 连 避 秤 
2) 1 和 群 , 复 平 而 上 单位 网 几 复 数 琵 法 形成 群 ， 


= llz|=1: -St- DC 
号 紧 致 ,连通 , 非 单 连通 群 .可 以 证 明 , 任 意 连 通 Abel 群 必 是 上 述 两 种 群 的 稍 卡 儿 
[1 
例 2.17 “中 一 般 线 尾 变 搁 群 (;L (xn ，): 

Gin -1AE Mn deta 大 0， 有 nn 守 2 {2.92) 


这 里 MI ，) 代 表 2x 实 证 阵 . 它 足 尼 维 , 非 紧 , 非 舌 通 , 非 单 连通 流 形 . 其 售 
有 恒 等 元 e 的 连通 分 量 组 成 其 子 儿 人 07 ，)， 


GL (Cn, Y= IACR, ldeA > 0D: (2.93) 
例 3.18 实 正 区 群 Q(z ，); 
Din, j= IAEOL{n,. 1AA = 1 (2.94) 


息 (人 2 ，) 的 了 群 ,条 件 44' =1, 即 年 阵 A 的 抵 阵 元 满足 条 件 


~ AA = 他， 
= 


具有 {十 了 个 约束 , 虐 Ofn ,“) 群 为 子 n(n 一 上 维 流 形 . 入 上 式 中 到 =i 并 
求 和 得 
triAA) -= Y， (AL) = 
7 点 一 ] 


此 式 表 明 On，) 为 MI) 一 : ”的 闭 有 界 子 集 , 故 OD(，) 为 紧 合 流 形 , 是 
(2 ) 娃 的 最 大 紧 伍 子 流 形 , 非 连通 ,其 售 恒 等 元 e 的 连通 分 量 SO(n ): 
SO ) = | 44EOfnays)ldetk 21: (2.95) 
是 GL Cn, ) 的 最 大 紧 致 子 群 ， 
例 2.19 维 复 空间 "中 一 般 线 性 变换 群 
GLin,) = ijA EE Mn,2) | detAh FAO (2.96) 
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其 最 太 紧 至 连通 坟 单 连通 李子 群 旦 
SU(z) = le EE Min TB = detg = 1i {2.97) 
SU(n) 群 是 n* -1 维 实 本 群 , 紧 致 ,连通 , 单 连通 . 
下 而 以 SU(2) 群 为 例 来 分 析 , 其 群 元 : 


， 这 ] Ea 
HH | - _ € SUr2) 
1 补 》 人 
满足 
detr = | zi1 | +|l zi -1 


令 二 fi 二 十 iwy; 则 上 约束 旬 件 即 

1 te txt+y 1 
由 此 式 看 出 SU(2}) 群 流 形 依 束 :个 实 参数 , 同 肝 开 “中 的 单位 球 谨 S* , 是 紧 敏 、 
连通 . 单 连通 流 形 . 

SL(2) 群 就 是 最 子 力学 中 以 前 动量 为 生成 元 所 生成 的 群 .在 物理 上 非常 币 杰 . 
男方 向 , 它 是 最 简单 也 是 最 重要 的 非 Abel 李 群 ,所 有 韭 Apel 字 群 都 含 SU(2} 作 为 
其 子 群 ,SU(2) 群 是 怕 成 其 他 非 Abel 群 的 基础 . 

疝 秩 SU(a) 群 在 物理 路 也 很 重要 .例如 SUt3) 群 存 茹 本 粒子 的 分 类 中 起 中 心 
作用 , 它 下 是 强人 必用 量子 色 动 力学 {QCD) 中 基本 对 称 群 . 李 群 理论 表明 ,任意 经 典 
群 都 能 能 人 在 向 阶 Ca) 群 中 作为 其 了 群 .可 利用 此 性 质 米 分 析 各 种 经 血本 群 . 
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李 变 换 群 在 几何 学 和 物理 学 中 者 起 重要 作用 ,1872 年 Klein 曾 利用 变换 群 分 
类 来 刻 划 儿 何 的 分 类 . 物理 学 中 对 称 性 分 析 ,变换 群 及 其 丕 变量 分 析 起 重要 作用 . 
下 面 我 们 分 析 李 群 G 对 微分 流 形 1M 的 作用 ,将 李 群 6G 实现 为 抽 上 的 李 变 换 
群 , 样 的 实现 也 可 叫做 群 的 表示 . 
李 群 (; 对 流 彤 M 的 左 作 用 可 如 下 用 可 微 映 射 * 表示 ， 
wit X RAT NM 


Er Tr 全 


PR PE TT)) 二 OHI E22 ) 

Ple, ri}=.r 

这 里 。 是 6 的 但 等 元 ,gg 为 G 的 任意 群 元 . 
于 是 对 任意 群 扎 gE€ GG, 流 形 M 上 存在 微分 同 胚 变换 


82.6 李 变 换 样 ” 齐 性 三 流 形 | “3. 


i lH) 
映射 集 从 iw. ,gE ce 满 下 
Ce)" Pe. = Fe, 
,= du 
凤 连 射 gw 是 样 G 到 MM 的 李 变 换 群 间 问 态 鼎 射 , 称 为 群 5 的 实现 ,或 简称 为 
群 G 的 表 . 
类 位 可 定 交 奏 忆 对 流 拭 Mi 的 右 作 由 
gx G NM 
TR rE 


满足 
rE) = rg ) 
TE) = 
易 看 出 群 对 右 作 几 对 应 的 微分 同 胚 灾 换 
:VM-* NI 


A ft,g) 
不 是 群 G 的 表示 , 几 . 而， 出 : 韭 同 态 对 应 击 映 射 


8 ”用 

是 群 同 念 对 应 ,是 群 G 的 表 作 . 

下 面 我 们 将 主要 分 析 群 G 对 MM 的 左 作用 ,并 为 简单 起 见 记 gx 一 1 . 

李 群 G 对 流 形 M 的 作用 ,有 两 种 情况 需 特 殊 注 意 . 
1) 作用 有 密 (effective}; 潮 gEG 非得 等 所 ,在 流 形 M 上 必 存 在 有 点 x 使 gr 地 
2) 作用 月 由 (free): 当 &E 0 非 恒 等 元 ,在 对 M 上 所 有 点 了 作用 ,er 
重 然 作用 让 上 用 烷 有效, 但 扩 之 不 一 定 , 例 如 ; 

SO(2) 作 用 于 S 是 有 效 的 ,但 非 自 向 ,因为 南 , 北 机 为 不 动 点 ,而 人 XH2) 对 杰 
站 S 的 作用 是 自由 的 .自由 作用 不 允许 有 同 定 点 ， 

当 群 G 对 M 作用 是 有 效 时 ,保持 M 上 基点 不 动 的 群 元 8 形成 了 群 G, 守 


《7 : 
Cs 人 Br 二 rn 人 
称 为 ro 点 的 迷 向 子 群 fisotropiec subgroup) ,或 称 稳定 子 群 {stability subgroup). 
闻 方 侧 , -所 有 群 直 对 流 形 M5 作用 ,使 点 .x M 所 能 和 夺 到 的 点 集合 , 称 为 大 
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过 点 的 胃 道 DO,，: 
OO = rt Mr= grVgEt {i 


轨道 ,是 M 的 子 流 形 .它们 具有 以 下 特点 : 
一 轨道 是 6 传递 空间 ,了 癌 -轨道 上 各 点 迷 向 子 群 由 站 问 构 
C7 RB(r, ! 


轴 网 轨道 如 相 父 ， 必定 全 重合 .不 同 胃 道 不 柑 交 ,如 将 每 个 轨道 看 成 一点 ,了 扩 有 胃 
合 形成 的 商 空间 岂 微 轨道 六 论 间 ,i 为 MG. 
2,20 /=S 
例 2.21 SS"1Z, 一 RP” ,YX, 是 作 册 于 S$*” 的 宇 称 变换 ,ZzZ, 群 作用 轨道 是 :对 对 质 
点 ,加 道 空 间 是 RP". 
而 介绍 群 6 对 时 的 传递 作用 及 G 齐 忻 流 彤 的 概 总 ， 
定 必 ”变换 格 上 对 Wi 的 必用 ,如 果 对 W 上 任意 两 点 zwvE AM , 必 人 存在 其 树 开 RE 
,使 


人 
则 称 群 对 MM 作用 是 传递 的 (ransitivc) 时 称 流 形 M4 是 齐 性 流 形 (homeogeneous 
marifold). 
注意 齐 性 流 形 没有 不 变 子 流 形 . 群 人 对 邮 上 任意 点 作用 轨道 就 是 邓 本 身 . 
凡 齐 性 流 形 上 所 有 点 的 迷 问 子 群 G， 提 互 同和 构 . 群 6G 相对 子 群 G, 的 陪 集 与 流 形 
AM1 间 存 在 上 -1 对 应 的 双 射 (bijective mapping) 
PG GM 
当 M 是 连通 的 局 域 紧 流 形 ,0 为 局 域 紧 李 群 , 则 可 证 双 射 w, 为 微分 同 肝 , 姑 
GIG, ~ M 
在 物理 学 中 常 分 析 具 有 某 种 对 称 群 作用 的 齐 性 流 形 . 下 而 举 些 齐 性 流 找 的 倒 
子 . 
例 2.22 CGY; 道 过 2" 原点 的 复线 集合 .作用 于 CP" 了 上 的 传递 群 是 SU +r 1). 
它 使 复线 映射 到 复线 ,向 迷 向 子 样 是 UU (1) , 它 不 改变 给 定 复 线 , 故 
CP = SU(n + DIU(n) (2.98) 
特例 , 半 2 = 1; 
CP ~ SU(N UL) ~ 8: 
例 2,23 RP: 通 过 “” 麻 吕 的 实 线 集合 .作用 于 RP” 上 的 传递 群居 SOC n+ 41)， 
市 迷 癌 子 群 是 O(n), 即 
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RP SO(n + 110Otn) {2.99) 
例 2.24 Grassmanmnian 流 形 . 
前 两 例 都 是 Grassmannian 流 形 的 特殊 情况 . 在 :“ 空间 通过 原点 的 所 及 维 
子 空间 集合 称 Grassmannian 流 形 G,,; , 它 也 可 表示 为 正 交 群 作用 的 陪 集 流 形 
Gi OOO -EY x OF) (2.100) 
是 k(n 一) 维 紧 至 连 遂 流 形 . 
类 似 . 通 过 “ 原点 所 有 复 上 维 子 空间 集合 组 成 复 Grassmannian 流 形 . 是 
(Cn) 拌 开 : 用 障 集 襟 间 


人 {2.101) 
四 元 数 Grassmannian 流 形 
GH, 二 SP(AJJSPC — £) x SP(E) (2.102) 
四 元 数 投射 空间 PP 赴 其 特例 
I” = GF 2 SP 1 /SPCn) x SP(I) (2.103) 


例 2.25 Siefa 流 形 Vi, (各 #2) .是 在 维 胸 氏 裤 间 中 所 有 通过 原点 维 正 交 
标 染 集合 ,是 于 交 群 作用 的 陪 集 空间 
On Ck) 《过 及) 
2 SC 一下) (kk<n) (2.104) 
例 2.26 ?” 维 球 向 S 是 一 种 简单 的 拓扑 流 形 ,可 以 有 多 种 形式 陪 集 实 项 ,也 是 一 
种 特殊 的 Stiefel 流 形 . 例如: 
”中 单位 球面 :9 人 TSOCaJSOE -1) 
小 单位 球 向 ;SY 二 SU(n SU n—1) 
“各 单位 球 南 :3 一 SASPO 一 1) (2.105) 
当 流 形 M 本 二 具有 某 些 结构 , 例 妇 本 微 流 形 的 微分 结构 . 度 规 结构 、 广 结构 、 
复 结构 …… 如 作 骨 在 流 形 上 的 变换 群 G 保持 相应 结构 , 则 称 G 站 给 定 结构 的 白 
同 构 群 (group of autormerbhismy ,例如 微分 同 肛 认 群 { Pseudogroub of diffeomor- 
phism) .等 长 群 (isometric group) 、. 保 辛 群 .全 印 半 群 ( holomorphie sennigroop) 
这 些 我 们 将 在 以 后 各 豪 这 步 分 析 . 
群 流 形 本 身 就 是 群 G 作用 的 齐 件 流 形 . 群 6G 无 ( 右 ) 对 群 流 形 作 几 肯 由 ,没有 
不 动 点 .在 下 节 我 们 将 着 私 分 析 群 流 撒 的 局 域 性 质 , 群 流 形 上 的 不 变 向 其 场 及 其 李 
代数 .然后 再 分 析 流 形 M 上 办 李 安 换 群 作用 而 得 到 的 流 形 M 上 基本 冲 量 场 .及 指 
数 映射 等 问题 . 
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$2.7 不 变 向 量 场 ” 李 代数 ”指数 映射 


李 群 流失 G = 11 本 身 为 维 可 微 流 形 ,其 每 点 + 的 邻 域 局 域 像 “, 每 点 急 
空间 了 ,(G) 同 构 “ .而 切 欠 截 商 , 即 群 流 形 上 团 场 X(4). 切 场 集 会 皂 G) 形 成 九 
穷 维 李 代 数 , 足 4 秩 . 所 0) 模 ,各 选 局 域 活 动 标 架 6, (x) 

eA EIG), a lun 
任 彰 切 场 (可用)e, tx) ii 展开 


Xixr) 一 Netr)e tr Erie AG) {2.106) 
切 场 问 李 括 弧 运 瘟 由 基 矢 间 李 括 拖 运算 沁 十 : 
|e,,e, = Sp (ye, Fr)E AG) ‘2.107) 
1 


这 里 结构 函数 几 fr) 不 是 常数 ,是 依 顿 的 可 微 丽 数 , 央 此 转 场 集合 光合) 形成 无 
穷 维 李 代数 . 
李 群 流 贿 木 身 具有 群 结构 ,可 定义 群 G 对 群 流 形 本 身 的 作用 . 相对 任意 群 元 
8 ,可 定义 群 流 形 G 的 黄种 微分 同 有 变 挽 
LG 人 {tt 
rr rit gr 
Rt » 0 
Cr 
易 证 上 述 两 种 微分 同 肝 变 换 相 互 交 换 
Li R,, = RL 
群 流 形 上 释 换 诱导 群 流 形 上 张 量 场 的 变换 , 群 流 形 工 最 重要 的 种 张 世 场 就 是 左 
右 ) 不 变 张 星 场 .下 面 我 们 着 重 分 析 样 流 形 圭 左 不 变 切 场 ,对 GG 上升 不 灾 切 场 
可 类 似 分 析 ， 
切 场 是 切 从 的 截面 ,给 定 切 场 XL)E IC) 电 就 是 对 每 点 疡 E 人 .在 了 (6G) 
中 选 出 -一 个 切 向 量 下 (p), 当 p 跑 毅 整个 流 形 ,每 点 一 个 切 向 量 就 得 到 流 形 上 团 场 
x. 
在 群 流 形 G 上 恒 等 元 寻 切 空间 (GG) 是 w 维 向 量 空间 , 令 A 为 其 中 - 问 基 ， 
用 堪 平 移 切 变换 1 . 将 切 朱 4 扒 至 gE G 处 
TD) 


此 
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A= L.A= Alg) 

当 g 跑 遍 整个 群 流 形 局, 即 用 了 所 有 的 左 平 移 变 换 工 ,; ,可 由 也 (G) 中 国定 切 
失 记得 到 流 形 (G 上 每 点 一切 和 撩 Alg) ,这样 就 得 到 群 流 形 (7 上 -个 切 同 其 场 

多 = UAtg) = Ui,. AE Hi) 2.108) 
很 易 证 明 ,这 样 得 到 的 切 场 X 满足 

LL,. Ua r 二 UAlgr) = His ,内 

= UL.A=UA(r)=X 
郎 切 场 % 是 堪 平移 不 些 切 场 .所 有 左 椒 灾 切 场 集 人 台 记 为 % (161) ,作为 线性 不 间 ,化 
与 了 (0) 同 构 , 工 (3) 为 维和 由 其 窜 间 ,可 选 基 矢 }z, 1 ,TCG6) 中 和 任 向量 和 可 
表 为 


总 三 \) A 


在 了 (GG) 小 每 一 切 向 量 肖 过 左下 移 放 换 可 得 一 一 左 个 变 向 量 声 ,从 5.€ 上 () 出 发 
得 
X= Ulm, a—l1,,n (2.109) 


车 
集合 1X. 人 ,为 半 个 线性 独立 的 左 不 变 向 量 场 , 群 波形 上 任意 左 不 变 向 其 场 都 可 用 
它们 展 省 
X = DAN E (0) (2.110) 
这 里 我 们 注意 , 群 流 形 是 大 G 作用 的 章 性 流 形 ,其 上 任意 点 处 切 空间 (GG) 
了 TU) 通过 左 平移 变换 4 相连 系 
Lo TO = 了 CCG) 

当 g 跑 珊 群 流 形 G 就 得 到 切 藉 了 0G) 由 于 有 六 个 线性 独立 的 左 不 变 向 量 场 
: 群 流 形 团 从 (GG) 有 个 整体 截面, 术 样 切 从 平 替 ,可 表 为 G 与 “ 的 入 
本 儿 积 

TO 过 Gx (2.111) 
李 群 流 形 是 本 平行 化 流 形 ,具有 极 高 对 称 性 . 
流 形 上 切切 集合 扣 C) 可 定义 训 插 用 运 算 ,使 切 场 集 合 形 成 本 代数 
[X,Y EE HG, YX,YE “(GCG) 
由 下 切 上 映 财 上., 与 李 括 断 运 算 对 易 , 央 此 如 果 关 ,E4620 ,是 以 让 朋 
Le [XY = IL XL Y= X,Y], YX,Y E4400) (2,112) 


了， 第 二 音 流 术 的 变换 及 具 可 积 性 ” 李 变 换 灶 上 及 本 扩 流 形 


维 李 代数 区 GD) 的 维 子 代数 , 当 我 们 选 ， 个 线性 独立 的 左 不 变 向 量 奶 1X. if 为 
基 炙 .它们 的 李 括 弧 运算 结果 满足 


[X, , X, | = Nx (2.113) 
1- 1 
这 里 性 ,为 常数 .注意 上 式 与 全 .107) 式 的 不 同 . 02.107) 式 中 (Cr)€E NRG) 为 避 流 


形 上 无 穷 维 李 代 数 名 G) 的 活动 标 架 场 ,它们 间 李 括 弧 .ee,(7),e, lx) | 虽然 傅 为 切 
场 ,可 用 ie, (xz)i? 展 叶 ,但 是 展 环 系数 记 (.r) 为 群 6G 上 滑 数 .而 现在 央 为 有 
(2.112) 式 , 左 不 变 向 量 场 的 对 易 子 仍 为 左 丰 变 向 量 场 . 左 不 变 向 量 场 集合 7, (GG) 
作为 由 量 空间 与 工 (C) 同 椅 , 为 ”维和 癌 量 空间 , 且 在 李 括 冰 运 算 下 为 维 李 代 
数 ,(2.1131 式 沿 哺 均 为 左 不 变 辐 量 场 , 故 性 ;为 常数 ,是 xz 维 李 代数 % 1G 1 的 结 

常数 . 极 易 证 明 这 些 结构 常数 足 反 对 称 的 


H .满足 Jacobi 等 式 
Cnc 1 cocs + each 下 (2.114) 
李 代 数 %(G) 的 结构 常数 cs ! 也 称 为 侍 群 G 的 结构 常数 ,它们 完全 决定 了 李 群 的 
局 域 特 性 . 
类 但 可 定 文 群 流 形 上 右 不 变 问 量 场 X* 
RN = XT" {2.115) 


行 个 变 向 量 场 集合 六 0G) 在 李 括 弧 和 运算 下 封闭 ,形成 李 代 数 (GG) 忆 YG0 .在 本 
节 最 后 我 们 将 证 明 ， 01G) 与 司 (代数 同 构 , 都 且 并 G) 的 ” 维 子 代数 ,可 统称 为 
他 群 G 的 李 代 数 
1 一 40 一 0G) (2.116 
作为 癌 量 空间 (1G) 宇 人 下 (0G) 为 款 维 向 量 空间 .但 如 (2.113) 式 存在 李 代 数 结构 . 
故 称 上 L(G) 为 李 群 G 的 李 代 数 . 
在 群 流 形 GG 上 利用 左 G 作用 可 得 左 不 变 向 量 场 

X(g) = YUL.A, AE TC) (2.117} 
仕 本 章 2 六 曾 指出 , 流 形 M 上 给 定向 量 场 X(x) ,就 可 得 M 上 积分 曲线 ,可 得 局 
域 单 参数 李 安 换 群 . 下面 我 们 分 析 通 过 恒 等 元 e 的 单 参数 子 群 a{1), 单 参数 子 群 
必 Abel, 晶 全 与 实数 加 群 . 问 构 , 即 存在 .与 g() 合 可 微 同 态 映 射 

g;: 一 


i— pt(i) 


2.7 不 变 向 赋 场 ” 事 代数 指数 映 叶 | 


ptst+2)= gto)etiy = glijg(s) 
两 边 对 ;微分 然后 令 s=0 得 
g(t) = RE (0) (2.118) 
此 式 的 解 可 表示 为 
Et = gtO) expl te (0)) 
上 外 式 表明 单 参数 子 群 1gfi 的 切 尔 X() 洛 子 群 左 平移 , 即 
XIt) = Ls XO) 
此 处 XI0iE TUG) 是 在 恒 等 雹 处 切 矢 ,叫做 单 参数 千 群 的 励 穷 小 生成 艺 ， 
左 不 变 向 量 场 六 (G) 作 为 全 最 空间 与 T0G) 同 梅 , 世 5G) 中 任 - 切 天 全 可 
牛 成 4.{G) 中 -不 不 变 癌 量 场 
区 全) - 上 ,及 
可 得 过 怕人 等 元 洛 44 方 回 的 单 参数 王 群 
utt) = cxpltA), AET(G) ‘(2.119} 
在 地 代数 (0) 一 4() 与 李 样 世间 本 定义 指数 蚂 射 : 
exp: LG) 站 
六 一 exD 岂 (2 .120} 
此 指数 哆 射 在 李 代 数 工 4C) 的 霉 元 邻 域 与 群 6 的 上 全 等 元 邻 域 间 建立 1 一 上 对 应 ， 
而 李 代 数 上 L(G) 及 其 李 括 弧 运 算 (2.113) 决 定 了 群 G 的 局 域 结构 . 
李 群 G 到 站 奇异 赴 阵 群 的 同 态 称 为 党 群 的 表示 ,相应 可 代数 L(G ) 人 到 和 矩 陈 代 
数 的 同 态 称 为 李 代 数 的 表示 ,由于 我 们 对 年 阵 运 算 非 常熟 悉 , 故 在 研究 村 姨 G 及 
它们 的 全 代数 上 (GG) 的 结构 时 , 利 内 它们 的 表示 常 是 很 方便 的 . 
当 存 在 满 呈 (2.113) 式 的 xm 生生 全 ir, | 


[zim] ~» 人工 {2.121) 


则 称 集合 i. 1? 为 李 代数 工 (G) 的 户 pa 它们 的 指数 可 给 出 李 梯 局 的 加 维 
超 示 . 即 对 李 人 代数 L(G) 的 侍 意 成 元 


A= ar, EL(G) (2.122) 
可 得 到 过 和 伍 荨 六 洛 上 4 方向 的 单 参 数 了 村 
gl) (Cg,(2)) ~ exptA EE {2.123) 


HA 和 隆 g(7) 术 为 全 群 G 的 维 表 未 . 


:80 ， 第 一 章 ” 流 形 的 变换 及 共 可 各 性 李 变 换 群 及 李 样 流 形 


#2 维 流 形 M 上 切 场 和 GE 站 AM) 可 定 交 为 作用 于 流 形 上 虹 数 FE x(M) 的 线性 
微分 算 子 . 类似 在 群 流 形 | 左 不 变 向 量 场 是 定义 作用 在 群 上 晴 数 的 线性 微分 算 子 . 
与 zx， 对 应 的 在 不 变 向 量 场 X 三 表 朱 为 


Xe ~ f(gemw) FE AG) (2.124) 
或 来 用 局 的 ps 维 表 示 ,g=(p, EG， 
Pe 二 1 dg od dg 人 二 时 
,= dilia ,A dt dp,lin 0 de } 
一 vgr. jje ff (2,125) 
器 访 , 
群 流 形 了 上 余 切 易 可 作 类 似 分 析 . 当 余 切 场 wE 4 0) 满足 下 茶 件 ， 
Lm = a, Ya [2,126) 
出 称 ww 汶 左 趟 灾 余 切 场 . 例 旭 用 冬 名 5G 表示 的 Maurer-Cartan 形式 
0 gdy (‘2.127) 
满足 


LO= {ag) dags} = 8, YaEt 
即 8 相对 任意 国定 和 群 元 的 左 平 稳 变 换 不 襟 . 当 我 们 用 六 维 扯 阵 表 示 8. 取 值 析 全 
代数 上 L(G) 上 的 1 形式 dg 可 用 基 天 1r 1!17 展开 
d=g dg= Sr, 2.128) 
i] 


其 中 如 EA1(G) 为 个 线性 独 并 的 左 不 变 1 形式， 
易 证 =g dg 满足 


中 + 了 只 和 一 站 {2.129) 
利用 (2.1210) 式 易 让 六 满足 MaurerCartan 方程 
dr + 3 SA Ab =0 (2.130) 


而 等 式 宇 8 =0 相当 于 吃 满 起 的 Jacobi 等 式 (12.114) 左 酝 让 1 形式 集合 撒 成 
维 向 量 空间 ,而 其 对 蛋 空 间 就 是 左 不 变 向 量 场 空 间 % 1G) ,当选 相 于 对偶 基 , 即 XX, 
EC 为 与 | 站 半 对 借 基 ,满足 

《人 DX, [2.131) 
其 中 


器 _ ., 
XX， = cl gr je JE 4 ) 


A 


#82.7 不 变 向 基 场 ” 李 代 数 ”指数 映射 | 四 


当 取 群 G 的 矩阵 表示 g = 人， 条 
这 


XX, 二 Bal) 好 Dg, {2.132) 
类 和 横 可 十 六 群 流 形 下 下 不 灾 Maurer- Cntan 形式 
gs- dg pg = gr, {2.133) 
满 中 
drossAr=0 {2.134) 
或 用 oA1(G) 表 示 
dla” 一 7 lp Ao = 人 0 {2.135) 
pi 
!7 组 成 右 不 变 余 切 场 的 基 天 ,其 对 偶 的 右 不 变 切 场 1Y, 有 可 表 为 
Y, nl La 元 二 je 7) {2,136) 
满足 
《0 (2.137) 
i-] 
而 左 与 右 不 变 问 量 场 间 相生 对 易 
x,Y,|=0 (2.138) 
1X 7 与 1Y i 站 的 性 质 很 像 址 子 思 学 中 陀 虹 的 底 襟 间 寺 定 千 成 元 与 本 体 国 定 生成 
之 问 关 系 . 
总 之 ,我们 可 将 群 流 拒 上 上 左 . 丰 不 变 切 场 及 余 切 场 的 性 质 及 其 具体 表达 式 列 如 
卜 表 : 
在 不 变 ( 余 ) 切 入 石 不 朗 ( 余 ) 团 场 
是 “dg = 多 二 dag ar, 
2g ‘dgr.) . m=- 2dgg rm) 
一 一 A : do -Fr hg 
一 4 
| | 四 器 
呈 (gr 和 ) 7 rl ,8 ER 
Xf) = ger ) ， YU Efe)), , 
| XX, ’ ] 一 i . YY + Y, ] = YY. 
[X,Y 1=0 | 


: 党， 第 一 齐 ” 流 形 的 变换 号 其 可 积 必 李 谈 换 群 及 李 群 流 形 


从 上 表 看 出 左 、 有 涉 要 切 场 的 代数 结构 常数 相差 负 与 . 而 {2.116) 忒 认为 
与 2.(G) 相 吾 同 构 , 统 称 为 群 G 的 李 代 数 上 L(G), 下 而 分析 此 问题 . 
每 -- 群 元 都 存在 着 元 , 玫 李 样 存在 反 自 同 构 变 换 
yY:G— {r 
gE 
相应 在 恒 等 元 。 的 切 肯 射 
yY. 1, 三 一 icdy ut) {2.139) 
或 说 一 y, 1, 是 了 (G6) 的 恒 等 运 算 , 在 群 流 形 的 切 从 上 存在 如 下 切 有 映射: 
— YG 0) 
XN 7- yy, XER(O) 
[XY] Y= ,X,Y | 
|: 式 表明 群 流 形 GG 上 在 , 丰 不 前 向 量 场 的 李 代 数 相 二 同 构 ， 
进 -- 步 可 以 证 明 , 任 意 左 不 变 向 量 场 的 积分 曲线 ,同时 也 是 右 不 变 向 全 场 的 积 
分 曲线 . 今 


即 

oY = gley (2.140) 
故 治 堪 不 变 切 场 X" 5 Z(G ) 通 过 点 g 的 积分 曲线 与 右 不 变 切 场 YF E (00 ) 通 过 
总 如 的 积分 曲线 相同 . 


习 题 二 


1. 阁 流 形 朵 点 户 部 域 存 在 坐标 亦 换 
产 一 上 
请 让 明 , 对 任意 微分 形式 a,€ A 
Hf a) = Fa, 
2. 请 求 出 下列 -一 阶 偏 微分 方程 组 的 可 积 条 件 ; 


od 站 
= ] ,i 


dr 
3. 设 
= dd 
求 Lyvw-? Lx? 
4, 设 X,Y 为 球面 全 二 的 向 时 场 , 用 款 坐 标 
rn 


- 本 . 中 
Rr Y=- +? 


i i 


和 2.7 不 变 向 其 场 ” 李 代 数 ” 指 数 映 射 3 


求 上 Y=? LxY=? 
5. 请 证 明 , 对 于 流 撒 工 仁 意 光 潮 耳 数 /区 MM) ,有 有 
Lyf = Nf, Ldf = dxf) 
即 李 学 数 LL、 与 外 微分 算 子 d 可 对 易 . 
6, 请 证 明 下列 各 式 ( 并 说 明 它 人 i 主 用 范围 ): 
LU rrv+i "dd 
iLvrly) = Lyi, [T= 
7. 当 wE ATMD) ,XX ,YE 2M), 请 证 明 
det X,Y) = 了 ru 一 了 ya) - wllX, Yi) 
8 形式 到 和 下 (与 下 个 切 向 量 声 X 了,…: 世 缩 并 为 流 形 M 上 画 数 
a (KR, YZ) EE AM) 
请 证 明 { WE tM)) 
(Laa iN YZ) = Wo tN, YY, 2)) 
— ot WN], YZ) — 
人 


9. 李 群 G 对 流 形 M 作用 ,请 证 明 同 - -轨道 上 各 点 的 稳定 子 群 辣 构 . 而 任 两 轨道 或 完全 重合 ,a 


不 相位 . 
10. 证明 “中 甩 有 通过 原点 的 维 线性 子 空间 的 集合 可 表示 为 陪 集 流 形 
(= Om 
tn On EX OR) 
并 求 (经 。 的 维 数 ， 


11. 请 证 明 (2.121) 式 等 价 于 (2,130}) 式 .并 进一步 证 明 切 增 满 足 的 jacobi 等 式 . 


第 三 章 ” 仿 射 联络 流 形 


为 讨论 流 形 上 张 量 场 对 底 空 间 谷 标 进行 微分 运算 , 需 将 该 点 张 量 与 促 近 张 量 
进行 比较 . 流 形 上 涉 间 点 上 张 量 属 于 不 同 的 张 量 空间 ,虽然 这 些 空间 家 互 线性 同 
梅 ,但 却 不 能 由 流 形 本 身 的 拓扑 结构 或 微分 结构 得 到 相应 正则 同 构 , 当 我 们 在 流 形 
M 上 每 点 引 人 联 络 系 数 , 使 该 点 急 空 间 与 分 近 点 的 切 空 间 间 建立 局 域 线 件 问 构 对 
记 .二 是 可 对 任意 类 型 张 量 场 进行 协 塞 微分 运算 ,微分 运算 结果 与 局 域 坐 慰 系 的 选 
取 无 关 . 通 过 联络 在 张 量 从 上 引进 短 分 结构 ,使 对 各 种 张 量 场 都 可 进行 协 变 微分 运 
算 . 切 从 联络 叫 微 流 形 M 的 仿 射 联络 ,给 定 仿 射 联络 的 流 翅 称 仿 射 联络 流 形 . 

瀛 量 场 的 协 变 微分 与 局 域 坐标 系 的 选取 无 关 , 但 为 实现 各 种 计算 还 需 选 坐标 
系 , 底 流 形 选 局 域 坐标 系 ,在 切 空间 可 请 导 和 白 然 标 架 ,并 可 进 步 作 标 架 转动 而 选 
活动 标 染 . 表 两 章 外 微分 运算 与 李 导 数 运 算 主要 采取 自然 标 保 进行 分 析 , 在 本 章 为 
了 更 明显 区 别 两 种 不 同 的 泽 标 变换 : 底 流 形 的 坐标 变换 与 切 空 间 的 杯 梨 变换 ,我 们 
请 采用 活动 标 加 进行 分 析 ,四 此 在 $3.1 我 们 先 分 析 张 量 场 的 活动 标 架 法 ,然后 在 
$3.2 引 人 仿 射 联络 与 协 安徽 分 ,在 和 3.3.$3.4 分 怕 联 络 的 曲率 与 挠 率 .在 和 3.5 
讨论 协 变 外 惩 分 ,对 取 张 景 值 的 微分 形式 进行 协 变 外 微分 运算 .在 &83.6 分 析 流 形 
联络 允许 的 和 乐 焙 , 它 与 灌 形 的 拓扑 结构 有 关 . 


$3.1 活动 标 架 法 ” 流 形 切 从 与 标 架 从 


流 形 切 场 是 切 基 截面 . ” 维 流 形 M 的 功 从 TIOM) 是 27 维 流 形 ,局 域 可 表示 为 

M 与 “的 笛 卡 儿 积 

TIM)} ~ Mx-." 
注意 局 践 自 积 的 切 从 TCMD) 是 (p ,vw,) 对 的 空间 ,其 中 点 pEM, wv, ET,(M). 并 
非 所 有 的 对 组 成 -- 般 22 维 流 形 的 举 标 系 都 送 宜 于 切 从 ,这 是 因为 切 太 具有 纤维 
外 结构 . 切 场 % 是 切 兴 了 (M) 的 光滑 截面 , 即 在 每 点 pE M 光滑 安排 一 个 转向 量 
XX, ,在 户 点 邻 域 选 局 域 坐 标 系 后 , 划 场 三 可 表示 为 

有 (rn 
其 中 了 = il 是 流 形 局 虞 坐标 网 诱导 的 切 认 自然 标识 . 


a 


全 3.1 活动 标 架 法 “ 流 形 切 从 与 标 黑 其 .85 、 


在 每 点 切 空 间 了 ,CAM ) 还 可 作 标 架 转 动 , 基 可 选 自 然 标 扶 的 线性 组 合 得 活动 标 洪 
e, EM). 

eft) = et{r)d,. a= 1,,n (3.1) 
其 中 (fr)EE RM) ,而 集合 fe (tr) 组 成 nr x 砷 奇异 消 数 矩阵 ,第 阵 行列 式 在 pp 
点 郎 域 非 败 : 

detfe' (rr)) 0 {3.2) 
即 g=(eJE GL(n ,第 阵 . 流 形 上 每 点 所 有 切 标 架 lg€{ 汇 (n,- )1 的 集合 G6， 
二 ( 汇 (n, ), 可 看 成 点 p 上 纤维 ,这 时 纤维 为 群 流 形 G, ,各 点 纤维 G, 的 并 集 组 
成 标 架 从 工 ( 丁 ) 
Li) = UG, 

标 架 从 的 截 尚 g(x) = (ee (为 活动 标 架 , 即 在 每 点 选 一 活动 标 架 |c (x) = 


or) er a=t zl 组 成 2 个 线性 独立 的 切 场 集合 , 称 为 活动 标 架 ， 


蕊 是 与 底 流 形 局 域 坐标 系 的 选取 无 关 的 流 形 上 切 场 集合 .任意 切 场 可 用 它们 展开 

有 全 (3,3) 
上 其 中 襄 (r)&E.7M) 是 切 场 久 在 活动 标 架 1e, ;7 中 分 量 , 与 在 自然 标 架 10,17 中 分 
量 (x) 间 关系 


(r= et(ritg{tr) (3,4) 
类 俯 在 余 切 内 "(MN) 册 可 选 活动 标 架 所 E A'(M)- 
Fr) = Fdr, a = ] ,7 (3.5) 


通常 选 扼 阵 ( 久 F(x)) 为 甜 阵 (es (xz)) 的 道 矩 阵 , 使 得 余 切 标 架 1 1 为 转 标 架 te,1; 
的 对 偶 标 架 , 即 利用 
(dr 0,) = 全 

可 证 

CB ET) ez 二 red = etr)e(tr)= Rm (3.6) 
流 展 M 任意 余 切 场 s = a (rjdx EAI 可 用 余 切 标 刘 1 包 | 展开 

= g(r)dr = 人) {3.7) 
其 中 g(x)E.AM) 是 余 切 场 so 在 活动 标 架 11? 中 分 量 ,与 在 自然 标 架 1de' i 
中 分 红 a (x) 间 关系 
ox)= ore Ore dr ,0,) 


= a (re (rx) (3.8) 
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i9,,9,] =0, dldr)=0 
而 活动 标 架 !1e,14; 相互 非 交 换 
[ee tr)etr)] = f(r)e (xr) {3,9) 
18 17 非 闭 
d(x) = SACIP Er) A G(x) (3.10) 
其 中 f(r)E 元 MI) 称 为 与 活动 标 梨 je , 久 i 相关 前 结构 函数 
存 切 从 了 (MD) 选 活动 标 浊 je.|: 后 ,还 可 进步 作 标 黑 转动 , 即 可 选 新 活动 标 


浊 1e 和 ieE 光 M) 是 男 一 组 于 个 线性 独立 的 切 场 ,可 表示 为 原 标 音 1e ”的 线 
性 组 合 


eT) = Lr)etr), a= 1 (3.11) 
所 
det( L(t r)) 0 (3.12) 
类 和 似 在 余 切 从 了" (M) ,其 活动 标 架 iF )? 也 可 作 相 应 对 偶 转 动 
(7r) = L(t(r) (3.13) 
O07), eltr)) = (3.14) 
用 新 标 淋 , 切 场 X= ge, 二 &*e', 的 分 量 
Etro= LL "(ie(r) {3.15) 
余 轨 场 f=# 产 =g 62 的 分 量 
ox) = Litre tr) (3.16) 


不 书 采用 在 活动 标 架 作 变换 时 , 张 量 指标 下 标 分 最 按 工 = (1 ) 变 换 , 称 为 肉 变 指 
标 ,而 上 标 分 量 按 二 一 = (Lo) 变换 , 称 为 道 变 指标 ,向 且 采用 车 下 重复 指标 求 和 
习惯 . 
对流 形 M 上 (r ,s) 型 张 其 
EK = Kose Ce BO OO FOUM) 
在 标 浊 作 变换 时 , 张 量 K& 的 分 量 应 作 相 应 变换 
天 和 人 二 了 Lo LARe (3.17) 


83.2 ” 仿 射 联络 与 协 变 徽 分 .7 . 


$3.2 仿 射 联络 与 协 变 微 分 


外 微分 算 子 4 作用 在 微分 形式 上 , 它 是 一 般 全 微分 的 推广 . 对 于 所 有 微分 形 
式 . 无 需 附 忆 结构 ,部 可 以 进行 外 微分 运算 ， 

李 导 数 Lv 可 定义 在 各 种 张 斌 场 (包括 微分 形式 及 各 秩 张 量 场 ) 上 ,从 是 为 了 
定义 李 革 数 上 L、, 览 求 在 流 形 上 有 -个 已 知 的 确定 切 向 量 场 天 ,在 p 点 的 李 导 数 ， 
依赖 于 在 p 点 邻 域 的 切 向 量 场 大 

F 面 引入 的 协 变 微分 也 可 定义 在 各 种 张 量 场 上 .但 必须 对 流 形 附加 新 的 结构 ， 
仿 射 联络 ,用 联络 表示 邻近 切 林 架 的 变换 ,使 流 形 厅 同 点 的 切 空间 之 间 建 立 联系 ， 
通过 联络 在 张 量 从 上 引进 微分 结构 ， 

对 联络 的 透彻 分 枚 应 放 在 讨论 纤维 从 之 后 ,现代 联络 理论 都 首先 分 析 主 从 上 
的 联络 . 本 章 仍 用 联络 的 世 定 义 , 分 析 在 微分 流 形 切 从 上 联络 的 局 域 性 质 , 在 第 十 

: 章 闭 纤维 从 概念 给 于 较 严 格 的 定义 后 ,将 对 上 从 及 其 伴 从 上 联络 进行 更 深入 的 
分 析 . 而 规 在 这 章 可 作为 现代 联络 理论 的 育 观 描述 引 论 ,使 其 几何 定义 与 物理 意义 
出 明显 ， 

在 流 形 M 上 给 定 联络 后 ,rf 以 比较 张 量 场 KE.7 (CM) 在 点 邻 域 的 改变 ,可 
分 析 张 量 场 对 底 流 形 坐标 进行 微分 运算 , 即 计算 ,所 得 结果 应 仍 为 张 量 场 ,与 
所 选 局 域 坐 标 系 及 局 域 标 架 场 无 关 . 即 协 变 微分 算 子 在 张 直 从 截面 癌 给 了 这 样 
一 个 喘 身 

VN CN) 
AK 
总 
VKE (MM) 称 为 张 量 场 KE.7EM) 的 绝对 协 变 微分 (absolute covarient deriva- 
tive) ,简称 协 变 微 分 . 它 是 流 形 上 张 量 从 截面 闻 映 射 ,决定 流 形 的 局 域 线 必 结构 ,与 
其 他 微分 算 子 相似 ,可 由 以 下 四 特点 来 完全 确定 它 ; 
1) 保持 张 基 空间 的 线性 结构 ， 


K-VK= dr 


VaK+ pK ) = avK tvK’, ahe. (3.18) 

2) 满足 微分 算 了 的 Leibuiz 法 风 ， 
VIRKOK)= (VR)OK + KO VK (3.19) 
Viw, KX) = (Vow,X) + (Cw, VN) (3.20) 


3) 对 明 数 FE 所 MD) 作用 相当 于 全 微分 : 
VF = df (3.21) 
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4) 订 与 以 上 一 特点 相 自治 地 定义 对 切 场 XEX 好) 的 协 变 微 分 , 妆 在 点 p 分 域 取 
局 域 坐标 系 ， 
X= E(tr)e (zr) 
VE = defrie tr} Ftr) VelX) {3.22) 
由 上 式 看 出 ,当知 道 对 切 场 基 矢 组 }e.| 的 协 变 微分 Ve. ,就 可 对 任意 切 场 六 如 
(3.22) 式 进行 押 安 微分 ,进一步 利用 人.18) -03.21) 诸 式 , 相 得 到 对 所 有 张 世 场 的 


由 于 贞 射 Y 使 业 量 的 协 变 指标 增加 1, 故 可 将 Ve, 表达 为 
Ve (1) = T(r)e(r), a = 1,,n {3.23) 
其 中 
Dlr) = dr €E A(M), a,b = 1,n (3.24) 


为 n° 个 1 形式 , 称 为 联络 1 形式 ;而 |(r)! 为 流 形 M 上 ni 个 连续 函数 , 称 为 联 
络 系数 . 

由 以 上 分 析 看 出 , 当 流 形 M 上 给 定 n? 个 联络 虐 形 式 1 忆 (zz) ,就 可 在 .+ 点 切 
空间 了 (MD) 的 基 大 jes trl 与 在 zx 1 dr 点 切 空间 了 ,CM) 的 基 失 ;6 (r+ 
dr) | 间 建 立 1 一 1 的 仿 射 对 应 : 

et tt dr)-- etlr)}+ Pr)e,(r) 
使 
We = limte, rtdr)- e (ry)= Mr)e,tr) 
将 上 式 代 入 (3.22) 式 得 
VX = (dg + eT )e, (3.25) 

出 以 上 分 析 看 出 ,为 了 使 向 量 场 的 协 变 巩 分 仍 为 张 量 场 , 仅 对 向 三 场 的 分 量 
& 进行 微分 是 不 够 的 . 张 量 场 分 量 的 微分 不 再 是 张 量 场 分 量 , 而 必须 补充 含有 联 
络 的 项 后 才能 成 为 相 点 张 量 场 分 量 ， 

下 面 分 析 对 其 他 张 量 场 的 协 变 微分 . 首先 研究 对 余 切 场 的 协 变 微分 .在 余 切 从 
TCM) 上 选 与 ie,1? 对 偶 的 基 矢 | 人 

《六 ,ep) = 训 
对 了 上 式 进行 协 变 微分 ,注意 到 (3.20) 式 , 协 变 微 分 与 张 量 缩 并 可 交换 
VE ep) + tH ,Ve,)y = 
即 
VO ,0 =- (De)=- TI 
v=- {3.26) 
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因此 ,对 全 切 场 wr)= ow (7) 六 (7)}EATNAM) 的 夫 变 微分 可 表示 为 
Vo = Vor) = (dw, — Tw, {3.,27) 
类 似 可 对 任 司 (Cr,r) 型 张 量 场 开 作协 变 导 数 , 所 得 WK 为 Cr, + 日 型 张 最 场 . 
例如 性 只 为 11.1) 型 张 量 场 . 
K= Ke tt 1 (MM) 
VE = (dR; + IK — TKR)e, FE HAM) {3.28) 
遂 常 我 们 千 要 求 张 量 场 沿 流 形 上 某 特 全 方 向 的 协 变 导数 . 为 标志 流 形 上 某 特 
定 方 加 ,可 在 流 形 MM 上 过 点 p 作曲 线 7Y(7) ,曲线 y( 让 在 点 户 的 切 向 量 Y- 呈 | ， 
张 量 场 KKE.7(CM) 沿 XX 方 向 的 协 塞 导数 V 、K 定义 为 
VK = VK,X)E.r(M) (3.,29) 
VK 为 (r,s ++1) 型 张 量 场 , 再 与 切 向 最 多 缩 并 ,人 柄 YK 仍 为 (r,s) 型 张 量 场 , 即 
YY 天河 K 为 同型 张 呈 场 , 称 V 。 兵 为 张 晤 场 K 滁 久 方向 的 协 塞 导数 ,上 让 向 协 变 时 
数 算 了 Y 不 改变 张 景 场 类 型 . 
诗 点 p 名城 和 光 局 域 坐 标 系 后 , 洪 和 白 然 基 10.17 方向 可 年 交 


VY K-VK,9,) (3.30) 
于 野 协 变 微分 YK 也 吕 表 示 为 
VK=drVv,K {3.31) 
例如 由 (3.25) 式 得 对 切 场 X 的 协 变 导数 
VX = (Ee, + Te)e, ee, (3.32) 
其 中 ,三 25) 代表 切 场 分 晤 对 坐标 的 普通 偏 导数 ,而 
,二 (大计 {3.33) 


称 为 切 场 分 景 名 的 协 变 旱 数 . 
我 们 知道 切 场 X= ge, 的 分 量 集 合 18'1? 是 切 场 X 的 知 阵 表示 , 当 标 架 作 恋 
换 时 


PP 一 e = ie, 
表示 作 相 应 变换 
名 > Le (3.34) 
切 场 分 娘 对 坐标 的 普通 偏 导 数 
多 (3.35) 
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下 由 十 变换 盾 阵 号 = 上; (x ) 依 昼 誉 标 ,使 上 式 第 :项 非 零 ,使 切 场 分 量 [网 开通 时 
数 名 .的 变换 规则 不 同 于 切 场 分 散 寿 , 基 才 ,的 上 标 不 是 张 匡 指标 .但 是 本 如 (3.32) 
所 示 , 团 场 分 明 的 协 变 导 数 总, 仍 是 切 场 WY XE AM) 的 分 量 , 在 标 捐 作 空 换 轩 , 台 ， 
按 切 场 分 量变 
EE = Le, (3.36) 

即 切 场 分 世 的 协 灾 导数 攻 , 上 副 标 4 仍 是 张 量 指标 . 

张 量 分 量 的 协 变 导数 ,实际 上 是 对 张 基 取 协 密 导 数 , 仍 为 同型 张 量 , 然 后 皮 共 
分 最 表示 ,大 其 各 指标 仍 为 张 量 指标 . 例 旭 对 余 切 场 woE4TM) 由 (3.27) 叮 得 : 


(Vv,w), = ww,,— Tw, {3.37) 
革 !1,1) 型 张 量 场 KCM) ,由 (3.28}) 式 可 得 
KE’ =v, KY = kK -DK +kK, (3.38) 


下 面 将 沿 X 方向 协 宰 导数 、 与 浴 切 声 X 的 们 导数 上 、 的 特点 作 -- 类 比 . 首 
先 以 (1,1) 型 张 量 场 K 为 例 , 将 它 的 协 变 导数 Y\ 开 = 二 Y ,并 与 李 导 数 1 的 其 
体 去 达 式 作 “比较 , 当 在 点 户 领域 选 局 域 坐 标 系 后 , 取 白 然 标 架 ,这 时 


(VRY—EK, =0k DRE+ DK {3,39) 
(LK — EOR | oR 一 可 名 天 (3.40) 
注意 二 者 形式 工 很 像 ,但 有 实质 区 别 . 出 (3.39) 式 看 训 张 量 场 K 在 点 p 的 洲 灾 时 


数 仅 与 该 点 的 联络 系数 有 基 , 出 协 变 导数 的 定义 (3.29) 式 可 看 出 , 沿 不 同方 向 的 协 
变 导 数 可 线性 相 加 ， 
VonK = /TK tagv ARK，YFeEAA) (3.41) 
而 对 张 景 场 K 在 点 相对 切 场 取 李 时 数 时 ,如 (63, 和 和) 式 所 未 在 端 还 含有 团 场 闪 
的 时 数 项 ,含有 系数 ;92 1 .，., , 凤 不 仅 与 该 点 的 切 向 场 久 -1 Ce);i7 有 大, 而 
H 还 与 切 场 在 该 点 的 灾 化 律 10,# 1 有关. 对 可 导数 工 v 没有 与 (3.41) 类 和 似 式 了 , 仪 
有 下 式 : 
LvmnK = ealR +t pLyK, db {3.42) 
在 流 形 张 量 场 上 的 线性 微分 算 子 主 归 有 外 微分 d, 李 导数 [、 , 协 衬 微 分 只 
种 , 现 将 这 一 种 基本 微分 算 子 作 比较 ,到 出 表 3.1. 
为 了 求 流 形 了 上 张 量 场 的 协 变 微分 ,或 协 变 导 数 ,必须 对 流 形 附 骨 新 的 结构 : 需 
预先 给 定 一 组 联络 系数 1, (x )| ,它们 是 流 形 M 上 的 ni 个 连续 函数 ,有 一 个 指 
标 ;i 为 底 流 形 局 域 举 标 系 的 自然 基 矢 指标 ,是 张 央 指标 ,和 而 使 


$3.2 仿 射 详 络 与 协 变 微分 | 9| ， 
表 3,1 作用 于 流 形 张 量 声 上 三 种 主要 微分 算 子 特性 比较 
嫩 微 分 算 子 4 李 导 数 上 、 | 二 变 币 分 算 子 Y 
1] ) 线性 算 子 :4 A 


1) 线 件 算 了 :7 = | 线性 算 子 :一 


证 点 
”| 2) 仅 作 用 在 微分 形式 上 “| 2 作用 在 所 有 张 重 场 上 | 2) 作用 在 所 有 张 好 场 上 


21 冬 向 分 算 子 Wi 性 算 
二 本 dfa BB) da 各。 | 2) 偶 给 分 站 于 .2) 个 微 分 算 了 
性 质 ， +(- Doay Adh Leibniz 法 则 ;Latbniz 法 则 

3) df fde DI NIT EY, Wd 

jo 4) LY =[X,Y¥] | DD YX= (de tie) 

1) 不 需 附 如 结构 ， 1) 知 给 定向 基 场 %， | 1) 和 有 联络 | 形式 1 


m= dr EE AM, ah= 1,,n. 
为 六 个 联络 上 形式 .六 的 两 个 指 妈 2,5 是 徊 张 量 指 不 ?可 利用 它们 在 切 从 标 架 
作 环 换 时 它们 的 变换 规则 来 判断 . 当 切 从 标 架 ;e. 入 作 线 性 变换 时 
ee 一 ee 

名 一 并 
要 求 切 场 的 协 变 导数 名 , 按 切 场 道 变 分 量变 ， 

和 全 
将 {3,33) 式 代入 上 式 得 

E+ Tae = (Ft mE) 


由 上 式 易 证 

P= Le Ty + DL,, (3.43) 
成 两 涡 亚 dx 旦 对 * 求 和 得 

FL (3.43a) 


于 由 于 上 式 在 端 存在 第 一 项 , 故 联络 1 形式 也 的 指标 a ,5 不 是 张 量 指标 . 联络 场 
个 是 张 景 场 ,不 是 “几何 量 ” 如何 能 通过 它 得 旬 有 几何 意义 的 张 量 场 :联络 的 向 率 
张 量 与 挠 率 张 量 ,是 我 们 在 下 两 节 要 分 析 的 问题 ， 

联络 系数 1 T(x) | 是 流 形 M 上 -组 连续 函数 ,选择 联络 系数 有 很 大 任意 性 ， 
仪 要 求 当 切 从 标 横 变换 时 它们 按 (3.43) 式 变 . 对 微分 流 形 M 上 ,给 定 坐 标 卡 集 
后 ,与 流 形 微 分 结构 相关 的 联络 系数 集合 总 是 存在 的 , 邮 存 存 下 定理 : 
定理 3.1 令 M 为 仿 紧 (paracompacb) 光 滑 流 形 , 则 M 上 存在 整体 光 洪 联络 . 
证 明 取 流 形 M 的 开 覆 盖 ; Ui , 令 ) 1 为 此 开 覆 盖 的 单位 配 分 . 在 每 个 下 邻 域 
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UU 目 选 切 标 架 鼎 |e,” 在 交 查 区 U, 门 Us 关 0, 基 矢 钥 间 巾 wx ww 阶 非 奇 结算 阵 
陋 数 连结 


一 = At el 
或 写成 串 阵 撒 式 
FE, = AE, 
其 中 A = CA) 为 nx 阶 非 谓 异 矩阵 ,向 ,= (ee ) 为 州 算 阵 . 卫 在 人 门 UU 
站 0 的 交 禹 区 ,As 满 足 相 容 茶 侍 
AsAaw = A,, 
在 每 个 天 邻 域 .可 肥 52: 个 企 意 光 滑 孙 数 组 成 nxn 阶 定 阵 函数 a (XY ,Wf 令 
= Ppa lo, + d)Ay 
易 证 
Aid = 8 Agaa(lo + dA — AadAhy = w, — A ddA, 
满足 联络 形式 在 交 符 区 的 变换 公式 {3.25). i 
向 上 上 广 昌 可 看 出 确定 联络 堪 式 有 很 大 任意 性 . 
引入 联络 与 在 流 形 M 上 运动 的 粒子 动力 学 帘 切 相关 . 当 讨 论 料 了 尘 流 形 而 
上 F 一 条 曲线 zf 运动 时 ,粒子 运动 速度 由 曲线 的 蕊 和 失 量 X 决定 


日 dr 2 


= dr dz Or 


沿 曲线 坐标 的 微分 罕 是 速度 失重 的 分 晤 , 它 流 定 了 速度 矢量 的 方向 ,但 是 ,由 力 


决定 的 加 速度 矢量 分 量 是 不 十 $ 村 ?9 不 居 , 因 为 它 根本 不 足 某 向 重 忆 的 分 最 , 它 与 


局 域 坐 标 系 的 放 取 有 关 不 是 几何 量 

如 何 决 定 粒子 在 流 形 工 运动 叶 的 加 速度 向 量 ? 加 速度 矢量 是 速度 矢量 的 方 他 
导数 ,关键 在 于 如 何 得 到 其 向 量 场 X( 例 如 粒子 运动 速度 场 ) 沿 其 方向 Y{ 例 如 力 
的 方向 ) 的 方 同 导数 ,使 肥 方 向 导数 后 仍 为 矢 时. 

首先 想到 李 导 数 L,Y , 介 是 李 导 数 不 仅 依 赖 十 微 商 所 在 点 X 的 值 ,还 依赖 在 
该 点 邻 域 向 量 场 X 的 分 布 ,依赖 在 该 点 邻 域 X 场 的 改变 率 . 河曲 线 运 动 粒子 的 加 
速度 ,应 仅 与 曲线 所 在 点 本 身 性 质 有 关 . 币 日 切 向 量 场 沿 其 积分 曲线 切 方 向 的 李 导 
数 LxX=-.X,X]=0. 因 此 在 讨论 济 曲 线 运动 粒子 的 胃 速 度 时 ,用 李 导 数 不 适 宜 ， 
而 应 该 用 速度 向 量 的 协 变 导数 来 描写 粒子 的 加 速度 , 即 必须 在 流 形 上 引入 联结 , 定 
闵 会 联络 的 协 变 导数 . 
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$3.3 曲率 形式 与 曲率 张 量 场 


在 分 析 流 于 局 域 线 性 结构 叫 ,要 研究 流 形 上 张 量 场 分 析 ,要 研究 作用 于 张 最 场 
工 的 微分 算 子 . 外 微分 算 子 4 仅 能 作用 于 微分 形式 上 ,市 李 导 数 算 子 1、 不 仅 依 赖 
作用 点 记 的 切 疝 量 X, , 击 昌 依赖 于 给 定 切 场 X 存 点 分 城 的 分 布 .在 物理 动力 学 
问题 中 研究 物 埋 态 的 改变 ,和 常 需 突破 上 述 限 制 ,分 析 张 量 场 党 某 方 向 的 协 变 导数 ， 
这 时 需 对 流 形 M 加 上 附加 结构 ; 仿 射 联络 ,使 流 形成 为 仿 射 联络 流 撒 ,这 时 是 对 
流 形 上 任意 张 量 场 进行 协 变 微分 与 济 给 定 六 向 的 协 变 导 数 运算 . 流 形 M 上 给 定 
习 络 就 是 给 定 个 联络 1 形式 
Cri)= dr EAI) 
其 指标 u ,5 不 是 张 量 指标 ,在 切 从 标 捍 变换 时 如 (3.43) 式 此 变 . 如 何 从 流 形 的 联 
络 结 构 中 找到 在 几何 意义 的 特征 ,找到 有 上 几何 意 文 的 特征 张 量 场 ” 将 集合 
iC 写成 xn 阶 第 阵 (xr) ,同时 将 标 扣 变换 1L3 (x 也 写成 wx 阶 矩 
泗 , 于 是 将 (3.43a) 写 成 矩阵 形式 Pfaff 方程 
1 = T+ a)L (3.43b) 
注意 到 我 们 在 $2.4 分 析 的 Frobanius 定 惠 , 利 用 外 徽 分 算 子 d 为 工具 , 见 到 方程 
就 微分 ,设法 得 初 满 足 可 积 条 件 的 儿 何 盟 . 先 将 (3.43b) 化 为 
Li = T+dL {3.44) 
对 于 式 作 外 微分 运算 ,得 
dLAT +Ldm = dL Ad. 
再 次 利用 (3.44) 式 得 


Le AT tdi })= (dT + TAI. (3.45) 
令 
N=dT+tTA {3.46) 
称 为 流 形 M 上 出 联络 下 雇 定 的 曲率 2 形 蕊 方 阵 ,其 中 秽 阵 元 为 
(=d +mAT (3.46a) 
称 为 曲率 2 形式,(3.45) 式 表明 ,在 局 部 杯 污 场 作 线性 变换 时 ， 
如 一 工 OUL {3.47) 


妈 曲 这 2 彤 式 为 流 形 上 张 量 场 ,十 流 形 对 上 具有 实质 意义 的 几何 基 . 3 的 指标 
4 已 均 为 张 量 指标 , 芷 有 具有 张 量 指 林 的 2 形式 ,借助 451 可 以 构成 流 形 M 上 大 范 
十 台 定 义 的 微分 形式 ,其 特 忻 与 流 形 M 的 整体 拓扑 性 质 有 关 , 微 分 几何 的 重要 任 
务 就 是 研究 仿 射 联络 流 形 M 上 张 量 场 ,分 析 与 它 的 曲率 形式 间 的 关系 . 
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方程 (3.46) 称 为 联络 满足 的 结构 方程 ,对 它 再 次 外 微分 (请 注意 “ 见 人 到 方程 就 
微分 ) 得 到 
dd =AT-TAN (3.48) 
此 式 为 结构 方程 的 可 积 条 件 , 称 为 Bianchi 恒等式 . 是 流 形 上 联络 结构 所 必须 满足 
的 条 件 ， 
注意 到 曲线 2 形式 凡 是 具有 一 送 变 指标 与 一 协 变 指标 的 2 形式 ,在 流 形 上 
取 局 域 坐 标 系 后 , 它 可 表示 为 


2 Radr A dr, Ri € AM) (3.49) 


系数 Au 号 流 形 M 上 的 光滑 沙 数 , 称 为 曲率 张 基 系数 , 它 的 四 个 指标 都 十 张 量 指 
标 , 它 们 基 (1,3) 型 曲率 张 量 R 的 分 角 , 由 (3.46a} 可 将 它们 用 联络 系数 1 及 其 对 
坐标 的 导数 站 ,表示 为 
Ris = Ta, — I + TT — TD {3.50) 
下 面 我 们 进一步 分 析 对 张 惰 场 进 行 两 次 协 变 导数 的 运算 .两 次 普通 导数 运算 
可 以 对 易 ,而 协 变 导 数 运 算 - 般 林 可 对 易 
[00] =0, YY]xzn0 
汕 针 ,YEd(M) 为 流 形 M 上 两 任意 切 向 量 场 , 协 变 导 数 的 对 易 子 [YY ,个 ，] 作 用 
储 某 切 向 量 场 ZZ 上 条 得 另 一 切 问 景 ,为 作用 在 切 场 上 的 算 子 ,但 基 当 5X .Y]:0 
时 , 它 不 是 作用 在 切 场 上 的 线性 算 子 ， 
(Vy Vy AV ,vy JZ, 
算 于 [WY 、,Y ， ] 不 保 向 最 场 的 线性 结构 ,不 是 张 最 算 子 ,为 引信 其 有 几何 意义 的 线 
性 张 量 算 子 , 沉 设 法 消去 性 线 性 部 分 并 保持 对 切 声 半 ,Y 的 皮 对 称 性 ,对 协 变 导数 
的 对 易 子 再 补充 一 个 与 [X,Y 1 有关 的 协 变 导 数 项 ,而 引 人 算 子 
REX,Y)= [Vy ,Vv ] -VY (3.51) 
些 算 子 相 对 切 场 X,Y 中 斜 双 线 性 , 即 具 有 性 质 
R(X,Y) =— R{Y,X) 
R(X + gX,Z) = IREX,Z) | gh(Y,7), Yi,gE.HM) 

它 古 保持 张 咀 场 线 性 结构 的 张 量 算 子 ,由 对 任意 切 场 Z 作用 ,REX,Y) 尼 在 性质， 
R(X, YIf = IR{EX, YIZ 
RX,Y) 为 (1,.1) 型 张 量 算 子 .(3.51) 式 表明 ,不 存在 切 场 和 到 协 套 导数 算 子 
Yx 间 的 同 态 对 应 ,而 曲率 张 量 算 子 R(X,Y) 正 是 测量 它们 柑 对 同 态 对 应 的 偏 
老 . 注 意 到 算 子 R(X,Y) 相 对 共 宗 量 为 余 双 线性 , 故 FR 本 身 为 人,3) 型 张 晶 场 , 当 
仕 流 形 M 上 选 定局 域 坐 标 系 并 存 切 礁 上 十 选 定局 域 标 架 场 后 ,可 由 R 对 基 炙 的 作 


? _ 
{2 二 


$3.4 测 地 线 方 程 团 众 联络 的 挠 容 张 芋 9095. 


用 得 到 张 晤 场 R 的 分 量 ,项 


民 (9 0.)e, 二 Re, 
易 让 , 当 用 联络 系数 表达 时 ,出 (3.51) 及 十 式 得 到 的 系数 ;与 (3.50) 式 相同 , 即 
由 草率 算 子 R(X,Y) 引 入 的 曲率 张 朋 R 就 是 利用 曲率 2 形式 (3 得 到 的 曲率 张 
量 , 它 的 存在 与 防 次 协 变 导 数 的 不 可 对 易 性 有 关 . 
曲率 张 量 只 足 (1,3) 型 张 董 场 ,其 分 着 ;Ru 有 一 逆 变 指标 与 三 协 变 指标 .在 

道 变 与 协 变 措 标 问 缩 并 运算 也 是 张 基 场 代数 中 允许 运算 ,与 局 域 坐标 系 的 选取 无 
六 . 当 我 们 都 选 白 然 标 架 ( 或 都 选 活 动 标 架 作法 相同 ) ,对 晤 率 张 量 上 下 指标 作 缩 并 
运算 ,可 得 一 阶 协 变 对 称 张 量 场 :Ricci 张 量 场 3= 1 | 


eb 人 
-Vy Ri 二 -一 全 +R- ln, {3.52) 
| 


9 I 


市 荔 一 种 可 能 的 缩 并 给 出 反 X eh S = 19,1 


nf 217 
(3.53) 


or de 


Si = Ri = 


上 


曲率 张 量 与 Ricei 曲率 张 量 7 在 下 章 黎 曼 流 形 的 理论 中 都 起 重要 作用 
3.4 测 地 线 方程 切 处 联络 的 挠 率 张 量 


刘 流 彤 上 定义 联络 之 后 ,就 可 以 分 析 张 量 场 钞 任 意 帅 线 C 的 平行 输 运 问题 . 
了 到 局 部 坐标 系 ,曲线 CC 本身 的 切 问 其 X 可 表示 为 


d dr 2 


= ar 


当 向 点 场 Y= 了 ,满足 


印 癌 量 场 了 的 分 其 ; 浪 ;i 满 是 
蚂 - :ry -0 (3.54) 
则 称 襄 旺 场 了 溢 草 线 忆 于 行 输 运 , 沿 晶 线 0 的 平行 输 运 在 流 形 M 的 (上 各 点 的 
切 空 间 之 问 人 建立 了 上 同 构 对 应， 
平行 输 运 自己 切 矢 量 的 曲线 称 为 测 地 线 . 在 测 地 线 上 各 点 均 满足 
VeX=0 (3.55) 


即 在 (3.54) 式 中 取 六 = 时 ,得 测 地 线 方程 组 
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2 4 站 
+ F 0， (3.56) 


些 为 一 阶 常 微 分 方程 ,过 流 形 M 工作 -一 点 68, 沿 方向 六, 怡 有 一 条 测 地 线 . 由 上 方 
程 看 出 , 当 皮 局 域 坐标 自然 基 时 , 仅 联络 的 对 称 部 分 对 调 地 线 方 程 丰 页 上 献 . 妆 痊 一 
流 形 上 定义 了 两 个 联络 ,其 联络 系数 的 对 称 部 分 相同 , 则 所 确定 测 地 线 相 问 . 

下 面 我 们 具体 分 析 - -下 , 当 疲 形 上 定 祥 了 两 个 联络 ,得 到 是 个 不 同 的 协 变 导数 
Y 与 Y ,利用 此 了 呐 联 络 的 差 可 定义 映射 

Bi x jr 
B(X,YIEV YY YY (3.57) 
由 于 联络 定义 知 典 射 B 满足 
BIFX,Y) = IB(X,Y) 
易 证 映射 B 对 第 “个 因子 站 也 是 线性 的 
BEIXAY). CXADY + AVY (ROY I/Y YY -- /BeX,Y) 

即 (3.57) 式 映射 BB 是 .AM) 上 双 线 性 贞 射 ,所 以 B 为 (1,2) 卉 张 量 场 , 与 坐标 系 的 

当 我 们 取 局 域 举 标 系 自 然 基 叫 

BCX,Y) 一 二 有 

将 流 形 上 具有 相同 调 地 线 的 联络 归于 一 个 等 价 类 ,在 同 - -类 联络 中 ,其 差别 厅 上 张 
量 B 的 友 对 称 部 分 .下 面 我 们 集中 分 析 下 张 量 B 的 反对 称 部 分 AA， 


ATX 1) 一 ! ‘BEX, YY BOY.X)I 
= RAY) TXT VyY -VXil 
SIC X,Y) CX TD (3.58) 


共 中 
CX, YIEVyY—-VyX 
相对 多,Y 是 反对 称 的 ,但 是 作用 在 切 场 上 不 是 KM) 双 线性 的 , 仪 满足 
CaXpY) = ea Y) (对 党 系数 na,p) 
注意 到 利用 两 矢 场 X,Y 还 可 内 男 一 种 方式 组 成 新 入 场 , 它 了 岂 趟 是 站 MM) 双 线 性 ， 
仪 满嘴 


LxbY abLyY {对 党 系数 .0) 
将 (X,Y 与 LY 结合 , 取 其 益 , 可 得 柑 对 义 ,Y 都 是 .AM) 和 斜 双 线 性 映射 卫 ; 
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了 了 fo 
KRY-r TX,Y) 
TIX,Y)—= VY -VyX— X,Y)] (3.59) 
易 证 映射 了 有 性 质 
TIX,Y) =— I(Y,X) 
TAAX EY) = fyT(R,Y) (fg€ AM)) 
故 工 为 (1,2) 卉 张 量 场 , 称 措 率 张 基 (torsion ,利用 搅 率 张 量 工 可 将 (3.583) 式 写 为 


A(X,Y) = TX YY) TOX,Y)| (3.60) 


即 联络 差 张 量 日 的 反对 称 部 分 ,号 是 乒 率 张 匡 的 差 . 

挠 率 为 零 的 联络 称 对 称 里 络 . 在 具有 相同 测 地 线 的 联络 等 价 类 中 , 仅 有 一 个 对 
称 联络 .联络 的 找 率 张 量 攻 用 来 区 别 该 联络 与 具有 同样 测 地 线 的 对 称 联络 间 的 差 
别 . 在 具有 四 同济 地 线 的 联络 等 价 类 中 ,联络 差 张 量 所 的 对 称 部 分 为 零 , 即 

BIX,Y) = A(X, Y) 

在 这 等 价 类 中 任意 个 联络 部 可 分 解 为 它 的 挠 率 张 量 的 二 分 之 -与 - -个 对 称 联络 
之 和 . 即 设 Y 、 为 对 称 联络 定义 的 协 变 导数 .而 在 其 联络 等 价 类 中 任 -联络 所 定义 
的 协 变 导数 洪 足 


VAY= FY- ACX,Y) = VY +AT(X, Y) (3.61) 


了. 式 表明 挠 挛 张 量 了 可 区 别 在 有 只 相同 渊 地 线 的 联络 等 价 类 中 ,联络 Y 与 对 称 联络 
Y 的 差 .注意 , 联 络 场 不 是 张 量 ,但 陌 联 络 的 差 是 张 莉 . 挠 率 测 量 联络 反对 称 部 分 
的 差 . 如 联络 无 找 , 则 满足 
VoY—- VX= [X,Y| 
当 联 纤 有 朱 , 此 式 不 再 成 立 , 而 找 率 张 量 本 下 是 测量 上 式 两 端 之 差 . 
在 选 坐 标 基 !e, , a =1,… ,nl 后 ,由 (3.59) 式 知 


Tles ye) = Ve — Ve |e) = Toe. {3.62) 
其 中 T 为 在 活动 标 架 基 中 挠 窑 张 量 系数 .而 由 联络 定义 刘 
Ye = eve = ee (3.63) 
出 下 两 式 得 
Ty = el — er, -fh (3.64) 


注意 到 结构 函数 f' 相对 于 其 下 指标 为 反对 称 , 故 挠 率 张 量 的 分 量 T。, 相对 其 下 指 
标 为 反对 称 .于 是 我 们 可 以 利用 拨 率 张 量 的 分 量 7 组 成 比率 2 形式 r 
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= 了 Toy 大凡 (3.65) 
将 (3.63) 式 代入 上 式 得 
cr =d + A (3.66) 
对 上 式 外 微分 得 
dr = A DA ‘3.67) 
此 式 也 可 用 抄 率 张 量 系数 T 及 其 协 变 导 数 表达 为 
V+ YT tt, TT RS + Re + R', {3.68) 


在 诉 形 上 给 定 联络 结构 后 ,(3.46) 式 表示 联络 的 曲率 ,(3.65) 式 表示 联络 的 接 
率 . 这 商 式 常 合 称 为 仿 射 联络 流 开 的 Cartan 结 斧 方程 组 .对 这 两 个 结构 方程 再 进 
行 “ 次 外 微分 , 则 得 到 这 组 方程 的 可 各 条 件 , 称 为 Bianchi 恒等式 ,(3.48) 与 (3.67) 
式 就 是 仿 射流 形 联络 结构 所 必须 满足 的 两 组 Hianchi 恒等式 ， 

为 了 突出 各 式 的 几何 意义 ,本 上书 多 采用 与 坐标 系 选 取 无 关 的 微分 形式 直达 式 ， 
而 在 通常 物理 文献 中 常 采 用 张 量 分 量 及 其 协 变 导 数 表达 式 .为 使 大 家 熟悉 它们 的 
特点 ,下 面 我 们 将 仿 射 联络 流 形 的 Cartan 结构 方程 及 相应 的 Bianchi 性 等 起 的 丙 
种 表达 式 对 照 列 如 下 表 . 


微分 形式 表达 式 。 | 。。 张 量 分 量 表 过 式 


和 寺 -一 -一 一 一 - i 
结构 方程 | dt Al Ro -Tt 
m=dF+AF Tal -el 
| 本 RRTR 0 
四 qd 人 | 
Bianehi 等 下 | VT + T+ 
dr =A A 


= Rw + Ri + RR, 


站 面 分 析 任 意 张 量 场 两 次 协 变 导 数 交 换 秩 序 的 表达 式 (Ricci identity) ,它们 完 
全 由 山 率 张 量 与 挠 率 张 最 决定 .例如 对 标量 场 FE .元 M): 


Vv,f= gif 二 了 
YY 
[VY, B,Jf= = Vf (3.69) 
类 似 对 切忌 = 8&9 入 32M) 
[LV J]¢ = RE +t IV,# (3.70) 


对 盆 切 场 久 = wdr'E AMY 


$3.5 协 变 外 微分 算 子 9， 


TY, lo Rw + TY, ws (3.71) 
对 (2,]1}) 型 张 其 场 KE.i(M) 
vv, JK” =RIK® + RK — RKF + TD, VY, Kr (3.72) 
以 上 诸 式 可 统一 如 下 形式 地 表示 为 : 
[¥, ,Y= Rt TY, (3.73) 


右 端 第 一 项 对 标量 场 (无 张 量 指 标 ) 无 贡献 ,而 对 每 -- 张 量 指标 贡献 -项 ,对 具 逆 变 
指标 的 张 量 场 左 乘 贡 献 目 项 ,而 对 具 协 变 指标 的 张 量 右 乘 页 献 负 号 . 由 上 式 我 们 看 
出 ,联络 的 曲率 与 挠 率 起 干 分 不 同 作 用 . 联络 决定 张 量 的 平行 移动 法 则 , 挠 率 相 当 
于 含 联络 平移 群 的 结构 范 数 ,而 曲率 相当 于 平移 群 李 代 数 的 中 心 荷 . 

当 采 用 无 挠 的 对 称 联络 定义 协 变 导 数 , 也 可 将 全 导数 如 下 表示 : 


LiY = [X,Y| 
即 
(LAY) LY -= XY -YoX = XV YY- YY,X 
(LR) LK? = XV KR Kev Not RY XY + 


$3.5 协 变 外 微分 算 子 


曲率 2 埠 式 : 伏 E4 (MD) 
接 率 2 形式 :rE ACMY 
它们 都 是 具有 张 量 指标 的 微分 形 式 , 对 于 具 张 量 指 慰 的 微分 形式 , 叮 引 人 协 变 外 徽 
分 算 子 D, 它 是 外 微分 算 子 d 与 协 变 微分 算 子 Y 的 推广 ,D 可 作用 在 取 值 为 张 量 的 
微分 形式 上 ; 
了 :其 多 太一 了 的 全 


下 全 DIE = (VR)Awt Kdow {3.74) 
例如 对 切 矢 场 外 = re, 所 4M), 昌 将 切 场 各 分 量 1 客 1! 排 成 列 矢量 , 记 为 
(1 
= | 
Le") 
在 切 标 架 作 变 换 时 ,e. 一 e', = 上 Le, ,这 时 切 场 分 量 } 1 作 变 换 : 
&" = LE 上 戌 入 阵 表示 :8 = 六 (3.75) 


于 是 可 将 切 场 分 其 18 |! 看 成 取 值 切 场 指标 的 了 欢 数 , 切 场 分 量 的 协 变 导数 


”OU + 
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VE IVA) = dF + TF 
可 记 为 对 县 道 变 指标 盟 数 的 协 变 外 微分 
De = de + Ie (3.76) 
或 将 [上 式 写 成 矩阵 形 虑 
Dé= dé Te= (d+ TIT)é (3,764) 
当 切 标 哥 和 作 疲 换 , 团 场 5= 分量 如 (3.75) 式 变换 ,其 协 变 外 微分 的 变换 为 
De =de toe = dL OAL TL + dL LIDE 03.77) 
即 D8 的 变换 规律 与 上 同 . 在 上 式 第 _ 步 中 用 了 联络 筷 阵 的 变换 式 (3,.43). 以 上 计 
竺 表明 , 协 变 外 微分 算 子 使 取信 为 张 量 的 微分 形式 仍 映 射 到 取 值 为 相同 类 卉 张 量 
的 高 一 阶 微分 形式 ， 
全 三 为 由 Cr) 吉 张 量 介 的 大 形式 ,在 取 局 域 坐标 系 后 其 各 分 最 可 表示 为 
2 
当 活 动 杯 扣 作 局 城 变 换 , 按 下 形式 变 : 
EI = Lo Ey Le 


今后 将 讨论 取 仁 在 各 种 张 且 的 微分 形式 
为 街 单 起 见 ,我 们 先 分析 上 下 张 盘 指标 均 有 一 个 的 (1,1) 型 张 量 二 灌 式 六 ,可 
将 之 形式 十 表 为 (1,1) 型 张 量 KK 与 & 形式 w 的 张 量 积 


E- Kw 
其 协 变 外 微分 为 
DZ =DEwR)} = doK +t (lo AVKR=dwKR) rt -1 A TK EDM) 
=dE+TAE-(-1)M 3ANAds+[T,E] {3.78) 


F 式 括号 - 卫 , 王 ] 代 静 将 其 微分 形式 部 分 抽出 外 乘 ,而 矩阵 部 分 取 对 易 并 乘 相应 相 
尖子 ,容易 证 明 , 对 于 这 样 定义 的 协 变 外 微分 , 存 标 架 作 溉 换 时 ,D3 与 三 按 相同 规 
律 变 换 . 即 对 (1 ,1) 型 张 量 & 形式 三 按 下 形式 变 . 


E=L SL, DY =L NEL (3.79) 
以 上 分 析 可 推 六 至 具 仁 意 张 量 值 的 微分 形式 ,其 协 变 外 微分 运算 可 形式 的 记 为 : 
D=d+ [rr,] (3.80) 


这 蛙 括 绝 应 理解 为 , 当 被 作用 微分 形式 具有 道 !{ 协 ) 变 指标 时 ,对 所 有 道 变 指 标 左 作 
用 械 ,而 对 所 有 肉 变 指标 于 以 (一 1)*'! 后 厂 作 用工 ( 如 被 作用 微分 形式 没有 道 ( 肉 ) 
变 指 标 , 则 不 出 左 { 右 ) 乘 栈 }. 人 如 ,村 将 曲率 2 形式 f2: 满足 的 Bianchi 恒等式 写 
为 


TD 一 0 (3.81) 


93.5 协 变 外 微分 算 子 : [V1 ， 


协 灾 外 微分 运算 使 具 张 量 什 的 形式 映射 到 其 有 相 问 类 者 张 量 们 的 (+1) 
形式 .正和 由 于 在 协 委 外 微分 运算 的 定义 中 人 渡 有 联络 ,在 标 架 转动 时 联络 灾 措 规律 如 
(3.43) 式 ,使 协 塞外 微分 保持 张 量 的 变 抱 性 质 . 

利用 协 变 外 微分 运算 记号 ,可 使 许多 式 子 简化 ,可 使 它们 的 几何 特点 突出 . 例 
如 对 仿 射 联络 流 形 车 两 个 Cartan 结构 方程 和 共 对 应 的 Bianchi 恒等式 ,下 面 将 它 
们 的 两 种 表达 式 对 照 列 如 下 表 , 可 看 出 利用 协 变 外 微分 算 子 使 公式 简化 ,并 便于 记 
忆 . 


用 也 表 和 达 的 年 陈 形式 具 张 最 指 标的 微分 撒 式 


一 一--- -二 


Dr hd 让 Ah, 


| 
结构 方程 
.De ' 二 d 凡 十 J 让 辣 


DB 一 0 di AD, -A 
Dr=NA dr = -Ar 


Bianch; 恒等式 


* 联络 上 本 续 不 是 到 张 旺 值 的 微分 肛 式 , 故 对 此 捧 蛮 外 微分 玩意 多, 这 里 从 代 其 形 式 的 表达 式 . 


外 微分 算 子 d 具 有 性 质地 =0, 而 协 变 针 微分 算 子 了 DD 不 再 具有 上 性 质 . 例如 ， 
对 c= De 再 次 内 变 外 微分 


Dr 一 上 = 人 及 (3.82) 
对 (3.76a) 再 次 协 变 外 微分 
Ye= (dr T)A CET IE) = dT) + TAd+IATre 
= dTé+Th Te= 0 (3.83) 
对 于 其 张 量 指标 的 二 形式 王 = wk ,其 再 次 协 变 外 微分 
DY (wRK)= Ddok + (- 1 A DK) 
= Cdo ADK TIdy ADK+wAIYK 
= wh IYK - {3.84) 
当 吧 为 0 天 式 . 即 = FE AM) 
DR) = YK) (3.85) 
即 17 为 线性 算 子 ,不 再 是 微分 算 子 ,可 将 没有 张 量 指标 的 微分 形式 w 从 I 了 作用 
下 抽出 外 乘 ,如 (3.84) 所 示 . 而 剩 下 其 有 张 量 指标 的 量 及 的 运算 T 了 K 开 ,可 逐步 用 
协 变 外 微分 算 子 计算 ,例如 设 E71iCM) ,如 (3.78) 式 
DK= dK+[T,KI=dK+IkK- Kr 
[YK= dDK) + {IT,DK] 
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=dT K-TAdR- dK AT- Kd +Ti(aK + IK — KT) 
+ {dK TR- KT)AT 


= (d+ATIK fd AP = [OK (3.86) 
总 铺 以 上 各 等 式 知 当 寺 具 张 量 值 微分 形式 人 必 T 运算 ,本 表达 为 
[LY = [NN,:] {3.87) 


这 蜂 仅 当 被 作用 的 张 量 值 微分 形式 有 闭 变 指标 时 , 左 外 乘 上 nN, 而 仅 当 所 作用 张 量 
但 微分 形式 有 协 变 指标 时 , 右 外 乘 Q 后 乘 ( 1), 对 每 个 张 量 指标 可 按 上 规则 页 献 
一 个 园子 . 
在 本 节 结 束 前 ,我 们 再 介绍 一 下 作用 在 有 具 张 量 值 微分 形式 上 的 李 导 数 
4 -> 
已 知 当 对 微分 形式 wE 4 作 李 导数 运算 时 ,有 公 忆 
Lyw = (dis + djw, weE A {AM) 

当 对 具 张 量 值 的 微分 形式 作用 时 ,可 将 上 述 Cartan 公式 推广 为 

Ly =d'ivtix'd- [i,] (3.88) 


其 中 -为 由 |28 | 排 记 的 方 阵 ,& 为 向 量 场 X 的 分 量 (X= 凶 0;), 这 里 括 是 应 
解 为 当 被 作 基 微分 形式 具有 逆 变 ( 协 变 ) 指 村 时 ,对 了 所 有 递 ( 协 ) 变 指标 左 ( 丰 ) 作 用 
L:( 乘 ( - 1)) .例如 ,对 取 值 为 (1,1) 型 张 量 的 微分 形式 5， 


LBS=d i tivds. + (3.89) 
如 此 定 文 的 李 导 数 与 上 章 $ 2 .2 引信 的 村 导数 完全 一 至 
$3.6 联络 的 和 乐 群 


1 维 流 撒 M 点 上 5 切 空间 了 ,(M) 为 1 维 间 量 空间 ,可 选 #4 个 线性 独立 的 向 此 

ie (pp)| 作 为 基 失 ,过 p 点 任意 切 向 量 X, 为 ie, (pp)1 的 线性 组 合 
一 人 全 (六 je 

基 矢 组 ;ea = 1],…,n | 称 为 标 架 . 

流 形 上 定义 联络 ,就 定义 了 向 角 治 流 形 上 某 曲 线 的 平行 输 运 ,同时 也 就 定义 了 
标 染 沿 曲 线 的 理 行 输 运 .将 某 给 定 标 架 沿 以 p 点 为 起 点 及 终点 的 封闭 曲线 平行 输 
送 ,得 到 在 p 点 的 新 标 架 , 它 是 最 初 标 架 的 线 件 变换 , 选 成 切 空间 T, ( AM ) 的 自 同 
构 变 换 . 沿 不 同 的 封 凡 曲线 可 能 得 到 TCM ) 的 不 同 的 自 同 构 变 换 , 这 样 得 到 的 所 
有 TCM) 的 自问 构 变 换 的 集合 形成 一 个 群 , 称 为 联络 的 和 乐 群 (holonomy 


§ 3.6 联络 的 和 乐 群 四 


group) . 对 仿 射 联络 ,和 乐 群 为 GL(n,R) 的 连通 子 群 . 

对 连通 流 形 ,和 乐 群 与 出 发 点 记 的 选 择 无 关 , 由 波形 的 招 扑 性 质 所 决定 . 对 其 
些 流 形 ,和 和 乐 群 常 可 约 化 为 CEL0a 及) 的 其 子 群 ,具有 这 种 性 质 的 流 形 邮 , 称 为 
具有 结构 .关于 有 共有 G 结构 的 流 形 的 折 盾 分 析 , 今 后 还 将 仔细 分 析 . 芷 本 节 我 
们 公 举 些 带 几 例 子 来 说 明和 乐 群 这 个 重要 概念 . 

对 可 定 回 流 形 ,在 治 封闭 曲线 半 行 输 运 标 架 场 时 ,可 哥 持 标 架 的 定向 ,和 乐 群 
为 SLIn, RN 的 连通 于 群 . 

黎 屋 流 彤 其 有 度 规 结构 ,可 选 正 文 活 动 标 扣 . 选 保 度 规 的 联络 使 十 矢 标 损 在乎 
行 输 记 时 仍 保 持 相 正和 菇 .这 时 利 乐 群 为 GEL ，) 的 最 大 紧 致 吕 子 群 O(n). 

分 丁力 掌 中 的 相 空 间 ,为 但 维 定 癌 流 形 , 具 有 辛 结构 ,可 选 保 辛 结构 的 联络 ,上 
和 乐 群 可 约 化 为 SPfn,…), 称 为 侍 流 形 . 

n 维 复 流 形 为 实 2n 维 定向 解析 流 形 , 可 选 保 复 结 构 的 联络 ,其 和 和 乐 群 可 约 化 
为 SL{n，,,), 称 为 具有 复 结构 . 

以 上 = 种 结构 我 们 将 在 第 四 .十 .十 一 章 分 别 仔 细 分 析 . 流 形 上 各 种 几何 结构 
限制 了 和 和 乐 群 . 罗 方 面 可 以 让 明 , GLtn,. 的 所 有 痢 子 群 均 可 实现 为 具有 和 革 种 儿 
何 结 构 的 流 形 上 联络 的 和 乐 群 ( 见 S. Kobayashi K,Nomizu: Fundations of Djiffer 
enlial Geometry 第 二 童 ,) 

流 形 切 从 利 乐 群 为 恒 等 元 的 流 形 , 称 为 可 平行 化 流 形 ,例如 单 李 群 流 形 ,存在 
nn 个 左 ( 右 ) 涉 变 向 量 场 ,是 可 平行 化 流 形 . ” 维 环 面 六 也 为 可 平行 化 流 形 . 

可 平行 化 流 形 M 上 有 汪 个 处 处 医 零 的 线性 独立 的 切 场 ,这 是 非常 强 的 条 件 ， 
省 多 流 形 都 没有 如 此 好 的 特性 .在 ” 维 球 面 $ 中 , 仅 SS ,S7 为 可 平行 化 流 形 ， 
这 是 与 复数 .四 元 数 , 信 元 数 的 存在 有 关 . 单 位 复数 的 拓扑 流 形 为 S51 为 (1) 群 流 
形 ) .单位 四 元 数 的 拓扑 流 形 为 53 (为 SU(2) 群 流 形 ). 单位 从 元 数 的 拓扑 流 彤 为 
S (为 SP(2)1SP(1) 齐 性 空间 ). 

S” 切 场 和 乐 群 非 平 良 , 切 场 洛 球 面 回路 平行 输 运 返回 原点 会 改变 (1) 相 因 
子 , 物 理学 家 称 为 Berry 相 因 了 于. S 上 非 平井 DC1) 和 乐 群 与 Dirac 单 极 相 关 , 可 通 
过 S 一 S* 的 Hopf 映射 进行 分 析 赋 究 ,可 参见 86.2 的 分 析 . 


习 题 


1. 选 自然 基 矢 后 ,向 量 X = 8 3 ,请 问 和 是 张 量 分 量 吗 ? 为 什么 ? 


2. 和 请 导出 腾 络 满足 的 两 个 Cartan 鱼 构 方程 的 耳 个 串 租 条 件 .， 
3. 对 SU(2) 杨 - Nits 场 , 规 范 势 A 与 规范 场 强 下 取信 在 SIJ(2 李 代数 十 ， 


各 (2 = A (Cr) dx 
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Fry= SP) Sd Adr 


二 da4+ 上 站 此 
睹 中 中 为 3 个 Pauli 矩 降 ,重复 指 标 求 和 .请 证 明 六 的 协 变 外 微分 为 
TDF=cdF+Ia = 
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前 三 章 我 们 一 直 林 引进 流 形 的 度 规 结构 , 流 形 上 两 点 间距 高 , 切 空 间 矢 量 的 长 
度 ,以 及 切 从 间 风 角 等 概念 都 林 提 到 .在 本 章 将 利用 流 形 上 二 阶 对 称 非 奇异 协 变 张 
基 场 引进 流 形 的 度 规 结构 ,使 流 形成 歼 上 党 波形 ,这 时 流 形 将 具有 更 玉 窗 的 几何 结 
网. 


$4.1 黎 曼 虞 规 与 黎 曼 联络 


设 已 EM 为“ 阶 协 灾 对 称 张 旦 场 ,满足 如 下 双 线 性 映射 : 
GY .A(NI) 
XY OO(X,Y)= GY.X) 
XY EHMIGX,YIEAM) 
在 点 pp 邻 域 选 局 域 坐标 系 , 取 和 白 然 基 
X= Er)9,, Y= (rr), 
GIXY) = g(r (trintr) {4.1) 
其 中 
gr = G99) = g(r) {4.2) 
也 可 将 (4. 1) 式 写成 撼 阵 形 式 ,用 列 算 阵 入 = (所 ，…, 如)* 来 表示 矢量 X ,用 方 阵 
一 Cg) 米 表 小 二 阶 对 称 协 灾 张 电场 , 嘿 (4.1) 式 可 表示 为 
G(X,Y)= XGY 
由 于 为 对 称 张 量 场 ,ti 计 论 对 称 双 线 性 形式 
G(X, KX) = KO N= gt 
由 线性 代数 知道 ,可 通过 坐标 变换 将 对 称 冯 线性 形式 化 为 对 角形 式 . 即 在 作 坐 标 变 
换 时 
X = 了 文 ， de 大 0 
则 
G(XX) = 入 全 从 工 六 


，106 ， 第 四 瘟 ” 黎 虹 流 形 


方 阵 = 上 ‘GL 称 为 与 方 阵 避 相 合 , 可 选 坐 标 变 措 ,使 G' 为 对 角形 
GX,X) = Da (ey 
+.-1 


我 们 在 这 章 讨论 实 流 形 , 分 析 实 二 次 型 ,可 进一步 将 正 因 子 v ja | 吸收 到 专 中 
(8 =v |a.18”), 便 可 将 实 一 次 型 G(X,XX) 化 为 标准 对 角形 式 .此 即 大 家 熟知 的 
线 忻 代数 Sylvester 惯性 定 硅 ， 
定理 4.1 企 一 实 对 称 抢 阵 忆 都 相合 于 一 个 对 角形 矩阵 , 其 对 角 线 上 上 元素 等 于 
+] ,1 或 10. 
G= Eel, tt ty 00, ,OL, del 0 
其 中 有 户 个 +1,g 个 -1,p+9=r 为 算 阵 个 的 秩 ,p 一 g=s 称 为 第 阵 己 的 符号 
差 ,在 作 相合 变换 (坐标 基 矢 变换 ) 时 , 怠 的 秩 * 不 变 ,并 有 确定 的 符号 差 ; 

现 设 流 形 M 上 存在 二 阶 对 称 非 奇异 协 变 张 量 场 , 即 方 阵 G = (8, ) 对 称 非 奇 
异 

By = dert gs) 天 0 (4.3) 

在 坐标 变换 下 ,矩阵 Cg, ) 的 秩 = 林 变 , 且 有 确定 的 符号 差 . 如 符号 差 为 51, 则 外 阵 
{g, ) 恒 下， 
定 沁 ”如 在 流 形 M 上 存在 处 处 可 微 伍 正二 阶 对 称 协 变 比 量 场 妃 , 流 形 MM 称 为 获 
曼 流 形 ,G 称 为 黎 曼 流 形 的 基本 张 量 场 ,或 度 规 米 量 场 . 

在 上 述 定义 中 ,如 将 度 规 张 量 场 恒 止 条 件 放宽 , 改 为 非 奇 异 , 人 允许 度 规 张 量 场 
箱 阵 Cg) 的 符号 差 非 土 ?, 则 相应 流 形 M 称 为 广义 黎 闸 流 形 .物理 上 普通 四维 时 
空 (四 维 闵 空间 ) 为 广义 黎 章 流 形 , 林 和 各 公式 - 般 对 广义 黎 曼 流 形 均 适用 . 

用 上 述 一 阶 非 奇异 对 称 协 灾 张 量 场 g, (z) 可 定义 流 形 M 的 度量 结构 ,定义 


ds” = By dt dr (4.4) 
利用 此 起 吕 定义 流 形 M 上 曲线 z(t) 的 弛 长 
As = |{& 第 第 ) 站 (4.5) 


此 弧 长 在 坐标 变换 下 保持 不 变 . 
利用 度 规 张 量 场 , 可 在 流 形 M .上 上 每 点 p 的 切 空间 TM) 内 给 出 任意 两 切 矢 
的 标 积 , 即 
X.Y, = G(X,Y), = g, (pt (pny t{p) {4.6) 
其 中 
X= e939, Y= yo € HM) 


34.1 殖 意 度 规 与 获 紧 联络 | 07， 


当 度 规 张 基 场 正定 时 ,可 定义 切 失 的 长 度 
| X = (pg, (pIE{tPIS (pI) (4.7) 
及 闻 点 两 切 矢 X 与 Y, 辣 夹 角 8 


cs 一 a T (44.8) 
由 于 det(g, ) 关 0, 故 可 定义 第 阵 (g, ) 的 首 答 阵 ( gx) 
”A 
R det( pg, ) 4.9) 


其 中 让 为 矩阵 (4g, ) 中 元 素 gg 的 代数 余 因 于. g(x) 为 二 阶 道 变 对 称 张 基 场 的 分 

度 规 张 最 场 使 每 点 的 切 空间 及 余 切 空间 之 间 建 立 了 1 -1 对 应 的 映射 ,使 所 有 
张 量 的 分 晤 指标 可 提升 或 下 降 , 例 如 

Be =é, Egé {4.0) 

使 得 逆 变 矢量 与 协 变 矢量 可 以 看 为 同一 失 量 的 不 同 分 量 表达 式 ， 

第 三 章 曾 指出 ,在 局 城 紧 流 形 上 存在 整体 仿 射 联络 ,利用 联络 结构 可 定义 张 量 
场 的 协 变 微 分 及 张 量 的 平行 输 运 .在 定义 有 度 规 张 量 场 的 歼 曼 流 形 上 ,可 选 特殊 的 
保 诬 规 联络 ,向 由 按 此 联络 平行 输送 时 保持 向 量 的 长 度 及 向 量 间 严 角 不 案 , 即 要 求 
虚 规 张 量 场 G 的 协 变 微分 为 零 ， 


vt =0 (4.11) 
当 取 局 咸 坐 标 系 ,十 式 帅 表示 为 
VB Bat = dogs Togs — Dag; =0 (4.11a} 
此 式 也 可 写 为 
dg, = TD, + 了 (4.11b) 
其 中 
Dy, = gu (4.12) 


满足 保 度 规 条 件 的 联络 称 为 黎 曼 流 形 允 许 联 络 .可 以 证 明 满 足 (4.11) 民 的 联络 
到 必 可 表示 为 


jm | 
1 = lf Ra (4,13) 


1 Pa 1 


其 中 | 为 Christoffel 符 车 : 
i! 


rr | 
1 -= 8" (0g, + 980 DE) (4.14) 
沁 j 
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K* 称 Contorsion 张 量 


Kk? = Su" (Tg, + Tg, + Togs) (4.15) 
其 中 号 为 联络 系数 的 反对 称 部 分 
Ts 一 一 及 ‘4.16) 
妈 在 自然 基 中 乒 率 张 量 的 分 其. 如 除 条 忻 (4.11) 外 ,还 进一步 琶 求 措 率 纺 量 为 零 ， 
Ty 二 Dh 一 T =0 
则 联络 Pz 称 为 黎 昌 联络 ,或 LeviCivita 联络 ,可 表示 为 
| 上 5 (Gg 1 gy — dg) (4.17) 


歼 曼 联络 为 对 称 联络 ,并 可 由 度 规 张 量 及 其 导数 完全 决定 . 

出 以 工分 析 我 们 看 出 ,在 具有 度 规 张 是 场 的 (广义 ) 袭 坚 流 形 上 , 芳 要 求 联络 满 

足下 茄 条件 : 

1 保 虚 规 条 件 : 要 求 所 到 联络 满足 (4.11) 式 . 

2) 无 挠 条 件 ; 要 求 所 取 联 络 挠 率 为 零 . 

则 联络 被 惟一 确定 , 称 为 黎 曼 联络 . 即 存 在 下 述 定理 : 

定理 4.2 在 (广义 ) 黎 曼 流 形 上 ,存在 疏 一 的 无 挠 保 度 规 联络 ， 

正 因 为 有 此 定理 , 歼 澡 联络 的 和 乐 群 也 可 称 为 度 规 张 县 场 的 和 乐 群 .对 本 黎明 
联络 ,平行 输 运 保持 标 保 场 的 止 交 性 ,于 尽 具有 便 止 度 规 的 n 维 黎 曼 流 形 的 和 乐 
群 HCOtn). 

当 度 规 张 量 场 仅 有 一 个 反 号 本 征 值 时 ,此 广义 黎 曼 流 形 称 为 Lorcntz 流 形 . 例 
如 普通 四 维 闵 氏 空间 即 为 Lorentz 流 撒 , 对 于 nn 维 Lorentz 流 形 , 其 和 乐 群 寺 忆 
Ofn—m1,1). 

下 音 我 们 将 指出 ,O(n ) 群 为 GL(n ,RR} 群 的 最 大 紧 北 子 群 ,两 者 具有 相同 伦 
型 , 即 可 由 GL(# ,RR) 群 连续 形变 收缩 为 D0(n ) 群 . 因此 对 任意 n 维 微分 流 形 , 可 
选 和 乐 群 为 O(n) 的 歼 曼联 络 ,此 表明 在 任意 >” 维 光 滑 流 形 M 上 , 必 人 允许 有 黎 曼 
度 规 .此 可 能 期 望 的 直观 几何 结果 ,可 利用 在 局 域 紧 流 形 王 单位 配 分 的 存在 来 证 
明 . 存 在 下 述 定 理 ， 
定理 4.3 在 局 域 紧 光 请 流 形 M 上 允许 存在 止 定 的 度 规 . 

证 明 令 iUD,,g,! 为 局 域 紧 M 的 有 限 开 覆 盖 ,} ,| 为 其 相关 的 单位 配 分 .在 每 开 
集 U, 可 到 任意 的 正定 黎 曼 度 规 1 各 上 ,例如 gs 与 标准 的 6, 止 合 ,g, ~5,. 在 点 也 
邻 域 必 如 下 定义 度 规 张 最 场 . 


gx) = Df lr)e (zr) 


$4.2 获 曼 流 形 上 微分 形式 -109 . 


注意 求 和 仅 对 有 限 项 进行 , 这样 定 义 的 & (xz) 是 光滑 的 ,对 称 双 线性 , 旦 由 于 
(x ) 安 0, 故 gtx) 保持 为 正定 对 称 的 黎 党 度 规 张 呈 场 . 即 利用 单位 配 分 将 | gi 
组 合 得 到 流 形 M 上 黎 曼 度 规 口 

上 述 组 合 过 程 不 能 用 来 组 成 Lorentz 度 规 ,因为 这 时 必需 选 出 一 特殊 方 问 ,让 
此 方向 上 眶 规 场 本 征 值 异 号 , 芭 必 须 存在 一 个 处 处 非 零 切 向 量 声 才能 允许 存在 
Lorentz 度 规 . 而 是 否 存 在 处 处 非 才 的 切 场 是 由 流 形 的 拓扑 性 质 决定 的 , 非 紧 微分 
流 形 常 多 许 有 Lorentz 度 规 , 侧 对 连通 光滑 的 紧 致 流 形 , 仅 当 流 形 的 欧 拉 示 性 数 为 
等 ( 这 点 第 七 章 将 讨论 ), 才 允许 存在 一 个 处 处 非 零 的 切 场 ,这 时 才 人 允许 有 Lorentz 
度 规 . 
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Hodge * , 余 微 分 人 ,六 Laplace 算 子 A. 

让 形 上 定义 了 度 规 张 量 场 以 后 ,可 在 切 场 与 余 切 场 问 建 立 1 一 1 对 应 ,在 二 形 
式 与 (n 一 上 &) 形 式 间 建立 1 一 1 对 应 ( 称 Hodge * 运算 ), 对 紧 致 流 形 还 可 在 各 辐 阶 
微分 巷 式 间 定 义 整 体内 积 . 可 引 人 余 微分 算 子 人 与 Laplace 运算 ,使 流 形 上 微分 形 
式 运 算 有 更 丰 高 的 内 容 ,这 些 我 们 将 逐次 分 析 . 

首先 讨论 Hedge* 运算 . 它 蛙 作 用 在 微分 形式 上 的 线性 算 子 ,对 ” 维 流 形 ， 
Hodge * 运算 使 > 形式 映射 到 (5 - x) 形式 , 即 ,对 任意 的 + 形式 


a = 并 ,dr A A de (4.18) 
1 . rr 
or TR A EE Mt dr A Adr, (4.19) 


其 中 ”。 ， 为 推广 的 Levi-Civita 符号 ,其 性 质 与 应 用 请 看 附录 


- | 、1.…. 
王 ， 0 一 | 下 76 ， 器 一 det( g,,) 【二 .201 


这 里 ,为 了 保持 符号 E 的 指标 为 张 量 指 标 ,引入 关子 ,gi ,对 n 维 欧 氏 空间 
By = 8, gl Ee = 
即 通 常 的 Levi-Civita 符 妨 . 
可 利用 度 规 张 量 g, 与 如 来 下 降 或 提升 推广 的 Levi-Civita 符号 的 指标 ,例如 
El = EEn,, (4.21) 


ee ， , 1 ., 
和 La 二 El 四 Ek, 二 sgn(g) ! E | 2 Hn {4.22) 
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sgn(g) = glig |=z+1 
这 样 引信 的 各 推广 的 Levi-Civita 符 导 均 为 n 秩 张 量 , 具 有 性 质 
Ej EN = sgn(g) (4.23) 
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Hodge* 是 保持 张 量 线性 结构 的 线性 算 子 ,可 由 它 对 微分 形式 的 基底 作用 完全 确 
十 ,例如 


x dx! A A drr = = tr 1 l | | 在 Ep lpg Eh del A A drt 


= 加 各 (4.24) 
这 里 .为 通常 的 Levi-Civita 符号 , 即 全 反对 称 , 旦 3. =1. 
例 4.1 对 一 维 欧 氏 空间 ,ez = 一 ez =1 

xdzr' dz， 一 -drl 


x1— drl Adr:, xdr ndrz 一 1 
加 有 1 0 
例 4.2 对 一 维 册 空间 ,(g,)= [5] 


B= dtlgs) =-1, sgntg) =-1 


en ~ -ewm=1~-e"——e 
* dt 二 Besde = dx 
#* dx = ge dr = dt 
x*1 = diA dz 
对 于 - 般 x 维 流 形 , 在 Hodge* 定义 中 含有 因 于 gz, 使 其 保持 为 张 量 运算 ,而 
#1 = Ens da A A dr =iglidrl A Ade (4.25) 
为 流 形 M 土 最 优 n 形式 ,在 坐标 变换 时 ,有 
dz AAA dz = rd AAdr = idr Ad 
(4.26) 
i i n 
这 里 了 六 cr 放 为 从 标 变换 的 Jacobi 箱 阵 .坐标 变换 时 ,有 
,or dr 
By gr BriBu 
pg = (4.27) 


由 (4.26),(4.27) 式 知 (4.25) 式 引 和 人 的 n 形式 在 坐标 变换 下 不 变 , 是 流 形 上 的 几 


8$ 4.2 黎 曼 流 形 上 微分 形式 1 


何 量 , 故 称 其 为 M 上 最 优 " 形式 rc. 
tr =rglidriA--Adr" = *l (4.25a) 
利用 各 分 测度 r ,对 紧 致 闭 流 形 M ,可 在 无 穷 维 向 量 空间 4 "(3M)|. 定 闵 整 体 
内 积 , 它 是 通常 用 度 规 张 其 场 缩 并 的 和 逐 点 内 积存 整个 流 形 M 三 的 积分 .下 面 我 们 
分 析 此 加 题 ， 
对 于 流 形 M 上 两 个 任意 的 > 形式 a {4.18) 与 8.， 


B. 一 二 和 dr" 内 入 A dr" 


易 证 

一 ! -- - -= 一 - 四 

oA BE CFI 
drt A A drr A dr A A dr 

二 -- - l 、 1 

| 

一 站 | 

=B A *a, (4.28) 
于 是 , 当 M 为 紧 致 流 形 时 ,可 以 如 下 定义 两 个 同 阶 微分 形式 a 与 8 的 整体 内 积 : 

Cas) = | aA*pB=| pA*a (4.29) 

nM Mi 


这 里 采用 流 形 整 体积 分 时 一 为 1: | * ! = 1 ,这 样 定义 的 整体 内 积 满足 


(ai8) = (Pya) = sgn(g){ ¥a,*8) {4.30) 
对 于 但 正 度 规 张 量 场 , 还 可 让 明 
taia) 宇 0 ( 仅 当 a = 人 时 才 取 等 号 ) (4.31) 


由 以 上 分 析 我 们 看 出 , 当 流 形 上 给 定 度 规 张 量 场 后 ,不 仪 在 任 两 张 量 场 之 居 可 以 定 
义 标 积 , 而 且 利 用 Hodge * 运算 ,还 可 在 各 同 阶 微分 形式 间 建 立 整体 标 积 . 
连续 两 次 Hodge * 运算 仍 为 微分 撒 式 问 线性 上 映射 


区 半 立 , 二 


__.. 1 7 a + hr k 由 册 上 

(rl) (7 一 站 1 < | < A dz A de 
> 了 rr ， 

一 1(- 1) fi a dr A A de® 


| gg,,， 当 ?为 奇数 
= sgn(g}l— 1) a, 二 和 


| (4.32) 
{一 1)'g,， 当 志 为 个 数 
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一 步 将 Hodge * 运算 与 外 微分 算 子 症结 合 , 可 定义 作用 在 微分 形式 上 的 余 微 分 
8 
全 = sgn(g(— 1)™" x*d* 
[~ x#dx* ( 当 为 俩 ) 


= sr 了 (4.33) 
8 TD dx ( 当 为 奇 ,作用 在 形式 上 ) 


= 


其 中 下 慰 分 号 ;上 后 指标 代表 对 张 量 分 量 取 黎 曼联 络 协 变 导 数 ,注意 到 黎 曼 联络 是 对 
称 联络 ,外 微分 运算 中 所 有 肥 导 数 的 运算 都 可 用 取 肉 变 导 数 表示 ,而 最 后 结 休 含有 
联络 请 .的 项 也 都 消 掉 .由 于 推广 Levi-Civita 符 导 含有 度 规 张 量 ,而 度 规 比 量 的 协 
变 导 数 为 零 , 故 用 协 变 导数 表示 方便 . 即 在 定义 余 微 分 算 子 6 时 ,(4.33) 式 中 应 将 
外 第 分 算 子 d 换 为 含 歼 曼联 络 的 协 变 外 微分 算 了 于 di ,结果 不 变 而 保持 张 量 映射 特 


8 ~ sgn(g}(— 1) rd,* {4.33a) 
6 算 了 是 负 - 阶 斜 微分 算 节 , 它 使 微分 形式 减少 : 阶 , 介 是 它 对 微分 形式 前 的 系数 
仍 是 作 策 分 到 它 足 在 给 定 微分 形式 的 正 父 补 了 zs 间 进行 微分 .其 前 选 有 因子 
gn(g)( 一 1)"”* “是 使 得 相对 于 (4.29) 式 引 估 的 标 积 来 说, 下 等 式 成 立 . 
(a sdB, 1) = (6u,;B 1) (4.35) 
即 仿 是 相对 于 微分 形式 整体 内 积 运 算 的 外 微分 算 子 d 的 伴随 算 子 . 易 证 余 微 分 6 
有 性 质 


全 一 1 {4.36) 
我 们 可 以 与 外 微分 运算 类 似 ,将 满足 
Ga = 小 


的 微分 形式 a 称 为 余 闭 撒 式 (co-closed forn , 办 方面 ,如 果 形式 a 本 身 可 表 为 其 
(rr 一 1) 撒 式 8 的 余 微分 
a 二 8 

则 称 & 为 余 正 合 形 式 (co-exact forn) , 余 正 合 形式 必 为 余 闭 形式 ,反之 不 见得 对 . 

直面 以 一 维 欧 氏 空 间 FEF” 中 各 种 微分 形式 为 例 说 明 余 微分 算 子 6 的 作用 ,并 
与 普通 问 量 分 析 公 式 进 行 比较 . 
例 4.3 在 FE 空间 中 ,对 0 形式 f(x) EF(CM) 

oftr}— 0 

对 1 形式 A(xr}= A (tr)dr EE AM) 
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BA=— x#dx(Adr') =— * dFenAdr A dt | 


2 
=— x{V. Adri Adr Ad = 一 各 


对 2 形式 Blx)= 二 Feb dr Adr EAM) 
3B= *dx (FeaBdr A dr')= *d(B.dz’) 


= * {Fen (Vx Bd A dr |= (Vx B),dr 


对 3 形式 C= ptr)dr AdyAdz 
C= dx (w(tridr Ady A dz)} =— ((Vo) dr 1) 


一 Fe (Vg) da A dr 


下 面 将 EF” 空间 外 微分 4 与 余 微分 对 各 阶 微分 形式 的 作用 列 成 下 表 供 对 上 比 


戎 着 
r 形式 A CM) | | 个 
0 re (Tf dx 0 
1 de (Vx A), xd (v4) 
2 emB, (de Ade (8 ， B)， 1 轩 xB), de 
3 Ptr)*l 0 _ (9), be 


由 上 表 看 出 ,对 下 形式 A,dx' ,外 微分 运算 d 相当 于 取向 量 4 的 旋 度 , 余 微 分 8 相 
当 于 取向 量 A 的 散 度 .在 二 维 空间 FE? 中 ,Hodge * 运算 使 1 形式 与 2 形式 根 互 映 
射 , 使 得 d 与 5 对 2 形式 的 作用 恰好 相反 ,外 微分 d 相当 于 取向 量 B 的 散 度 ,而 余 
微分 5 相当 于 取向 量 B 的 旋 度 . 

= x 1 为 流 形 M 提供 测度 ,可 以 讨论 在 整个 流 形 M 上 的 积分 问题 . 例如 , 流 
形 邮 上 切 扬 六 9 M) 的 协 变 导数 取 湾 (teace) , 称 为 切 场 的 散 度 divX, 当 取 局 域 
坐标 系 , 久 = (x )9,， 


dvX= VR = (VYV, XY = + 
| 
-20nlge -11 二 re 
ar 1 (4.37) 


当 用 X= gy& dz 表示 与 切 场 X 对 偶 的 1 形式 , 散 度 divV 也 可 表达 为 
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qivX = xdxyE€ 和 人 AM) 
注意 到 (4.37) 式 前 因子 与 积分 测度 (4.25) 式 前 因子 互 道 ,可 以 证 明 对 紧 致 州 流 形 
MT 


| divx «1 =| (glie)dr A Adr"=0 (4.38) 
且 易 证 ,对 任意 函数 f€ 这 邮 )， 
div( fX) = fdivX + (df;¥; (4.39) 
在 歼 曼 流 形 上 两 同 阶 微分 形式 a ,BE A*{M) 间 可 定义 逐 点 内 积 
(oe,B) = ~ Ge rsp P(e ,es ) (4.40) 
其 中 ie,17 为 流 形 M 上 正 交 活动 标 架 . 当 在 余 急 从 选 与 ie,1” 对 侦 活 动 标 架 
117, 
;ey 二 (4.41) 
易 证 :(aE A (M), BE A ‘(MN)). 
{ast A B= gio) {4,42) 


即 相 对 歼 曼 内 积 ,外 飞 8. 是 与 基 欠 缩 并 i, = 相互 对 侦 的 算 子 ， 


利用 正 交 酒 动 标 架 ,可 将 作用 于 微分 形式 上 的 a 与 8 用 售 殖 曼联 络 的 协 变 导 
数 Y。 表 示 为 


da = 外 AT aeAOM) (4.43) 
Ba =— pri Ye EE ATICM) (4.44) 
以 上 表达 式 与 活动 标 沫 基 矢 选取 无 关 , 且 满足 
(6a;B) = (a;dB) (4.35) 
先 验证 在 一 点 邻 域 的 局 域 表 达 式 
(edB)= (oF AV,B) EE ga,y, 8) 
2 0[-(Y ia,B) + div( fe,) — fdive,] (4.45) 


其 中 f= (ia ,BE 可 邮 ) 进一步 利用 
Vein = i Vyativ,a 
可 将 上 式 中 第 一 项 化 为 
-8 (iva - gl(iveaB)= (80,8) —- D(a,Vs AB) (4.46) 
市 (4.45) 式 中 最 后 一 项 可 表示 为 
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gr {ia , Bidive, 一 一 (ta, 下 Bdive, ) 
注意 到 对 任意 标 架 e 的 缩 并 4(V， 久 + dive 信 )5eo = 一 《了 Ves ?+ dive, =0 即 


V+ dive, =0 (4.47) 
将 以 上 结果 代入 {4.45) 式 ,得 
fedB = (6a,B) + ge div( lia, PB)e,) 【4 .48) 
将 上 式 在 紧 致 流 形 M 上 积分 ,后 一 项 积分 为 零 ,定理 得 证 i 
利用 外 微分 算 子 d 与 余 微 分 算 子 全 ,可 定义 Laplace 算 子 
A=f(d+e)=d6Ge+g8d (4.49) 


入 算 子 将 7 形式 仍 映射 到 yx 形式 上 , 即 它 是 同 阶 微分 形式 线性 空间 中 的 二 阶 微分 
算 子 , 称 调和 算 子 .如 果 > 形式 a, 满足 
Aa, = 0 
则 称 a, 为 + 阶 调和 形式 . 零 阶 调和 形式 就 是 一 般 调和 函数 
例 4.4 在 E 空间 中 ,对 0 形式 Fiz), 有 


A 
AF = df =—- TY- Vf/ = 二 {4.50) 


对 工 形式 4=4dz ,有 


A 
I dz (4.51) 
对 于 一 般 具 有 度 规 张 量 声 的 禾 曙 流 形 ,在 计算 Laplace 算 子 时 , 选 局 域 正 交 标 
架 , 用 (4.431(4.44) 式 来 计算 ,例如 ,对 标量 函数 fE HM 
Ar= (d+ dd) = SF dr 


一 一 2 Y ， (和 ,dz 39》 =— gf TT mh) 


= (6d+d)A -YXxX(VxX A)—- VV. A)-= 


， ， 2 
= 1 (lg 二 (4.52) 
其 中 最 后 一 步 用 了 ( 见 本 章 习 题 4). 
BF 一 一) (4.53) 


对 于 黎 曼 流 形 上 上 & 形式 a 
a = fd A A dr € A'(M) 


1T , | 
a = i tg (hia A da A Adr: 
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下 面 我 们 设法 将 A 算 子 表 达成 与 标 染 选取 无 关 的 形式 .我 们 知道 , 洪 矢 场 怀 
方向 协 变 寻 数 Y 、 相对 XX 为 疡 线性: 
Vax= /Vx 
而 二 阶 协 变 导 数 V、 Vy 及 其 对 易 子 [Y* ,VV | 相对 其 宗 量 X,Y 均 非 7 线性 .而 
二 阶 微分 算 子 


Vy Vx Vy - Yor {4.55) 
相对 宗 量 X,Y 均 为 了 线性 ,其 对 易 子 
Vouy- Tix = R(X,Y) (4.56) 
为 曲率 张 量 算 子 ,为 一 阶 多 线性 微分 算 子 .在 黎 曼 流 形 上 可 选 局 域 正 交 活 动 标 架 
few 令 
As =…Y.,。( 仍 采用 重复 指标 求 和 ) (4.57) 


为 Hochner 算 子 ,这 样 我 们 有 两- 个 二 阶 协 变 微分 算 子 ， A 与 斥 , 二 者 善 为 阶 乏 1 的 
协 变 微分 算 子 ,此 即 著 名 的 Weitzenbaek 公式 
A=— VF A iR(e,,e,) (4.58) 
注意 到 上 式 两 边 规范 协 变性 ,可 选 在 点 rwE M 的 局 域 法 坐标 系 , 即 在 该 点 联络 系 
数 为 零 ,但 联络 的 导数 一 般 不 为 零 , 而 联络 导数 项 常 可 组 人 台 成 张 量 分 量 形式 , 与 局 
域 规范 标 架 的 选取 无 关 , 这样 除 联络 的 导数 项 外 , 含 联络 项 均 为 零 , 使 公式 大 为 简 
化 .下 面 证 明 上 式 在 任意 点 zoE M 均 对 ,直选 该 点 的 局 域 法 吾 标 系 , 从 (4.43) 
(4.44) 出 发 
Sd=— VvV, (FF AV,) 
= 一 各 (AV VY。) (因为 在 ro 点 法 坐标 系 V ,8 = 有 0) 
= VV + Ai VVY, 
d=— FAY, (iV,) 
三 一 让 入 VY，。( 办 为 在 xo 点 法 再 标 系 VY ,nm = VY。) 
故 
A=— VV -FAV VV VY ) = VF AiR(e,,e,) 
利用 Weitzenlack 会 式 ,将 它 作 用 在 各 阶 币 分 形式 上 ,很 易 推 得 (4.52)(4.54) 等 式 . 
作用 在 流 形 M 上 各 阶 微分 形式 上 的 Laplace 算 子 A 具有 以 下 性 质 . 
1) 与 Hodge * 运算 对 易 
类 访 二 所 # (4.59) 
2) 为 恒 正 自 伴 算 子 
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(Aa,B) = tasAB) (a,8 为 同 阶 微分 形式 ) (4.60) 


(aa 0 【二 .61) 
Aa = Tesda =0, Ba = {4.62) 


3) 在 紧 致 .连通 .定向 黎 曼 流 形 上 的 调和 形式 必 为 常 形 式 ， 

微分 形式 是 分 析 许 多 物理 问题 非常 肥效 的 武器 ,为 说 明 此 点 ,本 节 最 后 以 FF 
中 U(1) 规 范 场 及 物理 闵 时 空 M'! 中 经 典 电动 力学 中 Maxweil 方程 组 为 例 进 行 分 
析 ,并 以 此 作为 本 节 小 结 . 
例 4.5 ”四维 欧 必 空间 中 U(1) 规 范 场 

首先 可 将 矢 势 4(x) 与 标志 g(x) 与 相应 的 余 切 标 架 合 在 一 起 当成 规范 势 1 
形式 

A= Atridr + yp iridt = A (rd (4.63) 

这 里 及 以 后 均 采 用 重复 指标 求 和 习惯 yy ,y=1,2,3,4. 而 1,)=1,2,3, 并 今 x = 
iAtT)= Ptr), 


规范 场 2 形式 为 
FdA= A,.dr Ada” = 了 Fd A dr (4.64) 
其 中 
FPF, = oA, ~ 9A, (4.65) 
令 电 场 强度 为 
已 =-Yp 一 学 (4.66) 
磁场 强度 为 
B=VxA {4.67) 
由 可 将 (4.64) 式 进一步 写成 
P= Edr Adi+BesB dr A dr (4.68) 
因为 Ff=dA 为 怡 当 形 式 , 故 必 满足 Hianchi 等 式 
dF —0 (4.69) 
F 式 用 分 量 写 出 , 即 
wxE+3 =0， VvV.B=0 (4.70) 


将 (4.68) 取 Hodge * 运算 
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关 天 二 TeiEdx Adi+t+Bdr Adi 


2 
与 (4.68) 比 较 知 Hodge * 相当 于 电磁 对 偶 变 换 ,此 二 下 
规范 场 强 满足 的 场 方 程 可 写 为 
SF = 了 = 大刀 
用 张 量 分 量 写 出 , 即 
vxB+2 =J, VV:E=j 二 pp 


将 (4.73) 式 再 取 余 微分 5, 得 


ST = 中 
此 即 流 守 恒 上 方程 
axJ = 0 
或 连续 性 方程 
VY J+ 一 站 


可 对 规范 势 A 作 规范 变换 而 不 影响 场 强 , 即 
A=A =A+df 
成 与 成 分 量 撒 式 
各 一 各 三 和 + 


二 2 
多 FF = 多 + Dr 


可 选 规范 , 即 对 规范 势 4 间 以 限制 ,例如 可 选 协 变 规范 条 件 
34 =0 
此 即 
ad = 0 或 7, 和 41 强 =0 


对 场 方 程 的 无 源 解 ,将 j=0 代入 (4.52} 式 ,得 


8F =0 
与 Bianchi 等 式 dF 一 0 结合 . 知 场 强 满足 
AF = 0 
即 无 源 场 场 强 应 为 调和 形式 . 
落 场 满足 自 对 偶 条 件 
F=+xF 


{4.71) 


{4.72) 


(4.73) 


(4.74) 


{4.75) 
(4.76) 


(4.77a) 


(4.77b) 


(4.78) 
{4.78a) 


{4.79) 


{4.80) 


(4.81) 
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利用 上 式 再 由 Bianchi 等 式 dF =0 可 导致 场 方程 SF =0, 即 ,对 无 源 解 , 可 由 对 侦 
方程 (4.81)( 为 规范 势 的 一 阶 微分 方程 ) 的 解 ,得 到 无 源 场 方程 (4.79) {规范 势 的 二 
阶 微分 方程 ) 的 解 . 

例 4.6 经 上 典 电动 力学 的 基本 方程 组 , 即 Maxwell 方程 组 


1) 库仑 定律 ,divD = 4rp (4.82} 
2) 磁 荷 不 和 存在 ,div 吕 = (4.83) 
3) 法 拉 弟 电磁 感应 定律 ,ralE = -地 (4.84) 
4) 安 堵 尔 定律 ,rmotH= 他 + 3] (4.85) 
还 需 考虑 介质 的 状态 方程 
D=eE, B= 
为 简单 起 见 考 虑 在 真空 中 ， 
DD= EE, B=H 


并 且 Heaviside 单位 ,吸收 掉 4r 因子 ,并 有 联 c=1, 可 完全 类 位 重 4.5 分析 ,将 以 上 方 
程 用 微分 形式 号 出 , 权 须 注意 时 空 度 规 为 4 维 平 直 六 空间 


1] | 
gta au) = Wo 站 = | {4.86) 
' 一 
采用 以 下 站 号 ， 
A EA ty) 
二 ia 人 一 一- 过) 一 Wo {4.87) 


邹 道 变 指 标 为 物理 时 空 分 量 ,而 协 变 指标 需 用 度 规 张 量 下 降 , 控 此 约定 ,规范 势 
4 = (Pp,A AA), A = HA = ($A,—A,,— (4.88) 

电场 强 虚 EE={(E,,E,,E.}={F ,FY ,") 

磁场 强度 B={B,,B,,B.)=(F3,FY,F?) 


即 
0 -FE, -FE -EF 
E, 0 日 -bs, 
rT LB 0 8 (4.89) 
bE B -BB 0 


将 俯 变 分 量 与 微分 形式 标 捐 结 合 写成 微 分 形式 ， 
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和 二 Adr = $di — Adr — Ady— A.dz (4.90) 
= SF dx” A de" 
= (Edr + Edy t+ Edz} Adi+ 
Bdy Adz+ Bdz Adr+B.dr Ady {4.91) 
由 
F=dA-= (9,A, 3A dr A de 
有 
F, 一 29,4, 和 9 {4.92) 
将 (4.88){4.89) 代 入 ,上 式 可 表示 为 
E--v$- 
of (dd .93) 
B=Vx 交 


对 (4.91}) 式 作 外 微分 得 


dF = (VxE+ 人 FB) dy Ad Adt (VxE+R) dAdr A 


+ (vxE+B)drAdyAd+v. Bdr AdyAdz (4.94) 


因 下 =d4, 故 dE=0, 故 由 上 式 得 方程 
28 


VxE+j=0 


vV-.B=0 
即 Maxwell 方程 组 中 不 带 荷 流 的 两 方程 相当 于 场 强 满足 的 Bianchi 等 式 d=0, 它 
仅 表 明 场 强 下 局 域 可 用 规范 势 表 达 为 = dA , 即 存在 矢 势 4 与 标 势 #, 使 电磁 场 
强 可 如 (4.93) 式 表达 . 
妨 外 一 对 Maxwell 方程 (4.82)(4.85), 带 有 荷 与 流 ,将 荷 流 分 量 表示 为 J* = 
Cp 则 y 


J = (pL, ,~ (4.95) 
由 于 外 源 荷 与 流 的 存在 ,会 引起 势 的 动力 学 变化 ,使 电磁 场 满足 的 运动 方程 
= 了 = 了 di = pdt— Jdr— dy .dz {4.90) 


注意 到 SF = * dx 下, 需 反 复 应 用 Hodge * 算 子 ,为 方便 计算 ,下 面 将 各 基底 形式 
的 共 运算 列 如 下 表 : 下 面 采用 习惯 Ei24 一 一 一 ed , 
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dridy —dzAdi 一 dr 内 dv 


dyAdz -dr 出 -dyAdz 
dz 六 dr -dy 由 一 dz 内 de 
dr dy dz A dr dx 
dy | dz Mdz hdr | dy 
dz : drAdyAdt dz 


dr | dr Adyh de di 


于 是 从 (4.91) 式 出 发 ,利用 上 表 易 得 
x*FPF=— BdrAdt- BdyAdit- BdrzAdr 
+t EdyAdz+EdeAdrt+EdrAdy (4.97) 
与 上 例 4 维 欧 空间 (4.72) 类 比 ,Hodye * 运算 不 再 是 简单 的 电磁 对 偶 {E**B), 而 
是 


*:E—*-B, Bk (4.98) 
将 (4.97) 式 再 次 外 微分 ,相当 于 (4.94) 趟 作 符 换 (4.98) 得 
五 


dx 下 二 一 (vxB- BE) dyAdeAd- (vxB-3) dAdeAd 
~- (VxB- 守 ) dr Ady A di+v. Edz A dy A dx 


再 次 Hodye * 得 余 微 分 中 = *dx 开 ,利用 上 表 得 


aF =- [VxB-53 2E 2 dr - (vxB- 圭 ) 
-7xB- 完 ) dz + V. Edt (4.99) 
与 (4.96) 式 比较 得 
VxB= 人 + (4.85) 
vV.E=p (4.82) 


此 两 式 为 含有 物质 场 源 的 男 一 对 Maxwell 方程 (4.8$) 与 (4.82) ,将 以 上 结果 列 成 
对 昭 表 如 下 ,可 更 清楚 地 看 出 用 微分 形式 表达 的 优越 性 , 利用 微分 形式 比 通 常 张 量 
表达 式 简捷 方便 ,此 几何 意义 明显 ， 
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用 微分 形式 表达 


用 张 量 形式 表达 


规范 变换 A=At0f 由 = 
规范 场 强 E= -Vv$-%, B=- xA 
Bianchi 等 式 dF=0 vxE+S -0, 0.B=0 
场 方程 外 =J wxB- 江 =0.Y BR=p 
连续 性 方程 -0 v1 -P=0 
协 变 规范 条 件 vA 守 =0 


$4.3 黎 曼 曲率 张 量 Ricci 张 量 与 标 曲率 


在 定义 有 度 规 张 景 场 的 黎 曼 流 形 上 ,存在 惟一 的 无 挠 保 度 规 联 络 : 黎 沁 联络 ， 
它 如 04.17) 式 完全 由 度 规 张 量 场 及 其 导数 决定 


I = 1” := 地 g” (ig, Fog — og) ‘4.17) 

| 2 J yl J 
联络 场 不 是 张 量 场 ,但 联络 差 是 张 量 场 ,我 们 可 从 它 的 微分 中 得 到 具有 儿 何 意义 的 
曲率 张 量 场 . 即将 上 式 表 达 的 黎 曼 联络 代 人 上 章 联 络 的 曲率 张 生 表 达 式 (3.50) 得 


柳 曼 曲率 张 量 . 


RD (3.50) 
利用 度 规 张 量 场 可 将 歼 曼 曲率 张 景 分 量 的 上 指标 下 降 , 得 由 阶 协 变 曲 率 张 量 
R,,, 一 EF, 
一 | Og _ Og dg ga ) Tr 
了 


【4.81》 
它 与 度 规 场 的 2 阶 叶 数 成 线性 关系 ,而 是 度 规 场 的 非 线 性 函数 ,由 度 规 场 及 联络 场 
的 对 称 性 ,由 上 式 可 看 出 四 阶 协 变 黎 曼 曲率 张 量具 有 很 高 对 称 性 : 
1) 相对 后 两 指标 反对 称 : Rn, = — Rg (4.82) 
2) 相对 前 两 指标 反对 称 : Ru = — Ri, (4.83) 
3) 后 二 指标 逢 坏 置换 和 为 零 : Ri =0 (4.84) 


84.3 药 甸 向 齐 张 量 Ricei 张 量 与 标 曲 率 123 ， 


4) 前 对 指标 与 后 对 指标 交换 对 称 : Ra, = RR, (4.85) 
5) 协 变 导 数 满 足 Hianchi 等 式 : Rl,,,1 =0 (4.86) 

下 面 我 们 再 逐 象 分 析 其 产生 根源 ,并 尽 可 能 将 相应 结果 表达 成 与 局 域 坐 标 选 
取 龙 关 形 式 : 即 用 曲率 2 形式 或 曲率 张 量 算 子 R(X, YY) 表达 : 
(Dt4.82) 是 由 于 曲率 张 量 定 义 : 


她， 二 3 Rdr A dr 


相应 地 曲率 张 量 算 子 定义 为 相对 宗 量 反 对 称 
RIXY)- [ViVYy] Vivy=— R(Y,X) (4.82a) 

名 (4.83) 是 由 于 黎 意 联络 保 度 规 ,对 于 任意 两 向 量 场 

和 =， 了 了 = 79€ HM) 
利用 度 规 可 定义 其 标 积 

(XY) SGX, YE AM) 
dX ,YY) = DX,Y) 

由 于 联络 保 度 规 , 肉 变 外 微分 口 可 与 度 规 交换 

[YX, YY) = (DX,Y)+ (RX,DY) 


对 上 式 理 次 外 微分 得 
0= (D X,Y + (XD YY} = (NX,Y) + (XAY) 
= (0 + Qu ey 
由 于 上 式 对 任意 向 量 场 X,Y 均 对 , 帮 有 曲率 2 形式 相对 前 两 指标 为 反对 称 
QO, =— fy (4.83a) 
此 等 式 也 可 用 曲率 张 量 算 子 R(X ,Y) 表 达 为 
(W,R(X, YIZ} + (ZX,R(X, YIWI = 0 {4.83b) 


这 里 用 到 黎 曼 联络 保 记 规 ,及 R(X,Y) 作 用 于 函数 ( 玉 ,Z) 三 G(W,Z) 时 为 零 的 
(4.84) 式 又 称 为 代数 Hianehi 蛋 等 式 .是 找 率 结构 方程 的 可 积 条 件 Dr=2A8 
再 加 联络 无 乒 条 件 得 
Redr Adr Adr=0 

故 

月 KR, + RT+tRY,=0 【4.84a) 
也 可 直接 由 联 绵 无 挠 条 件 

TIX,Y)= VY -YX [X,Y]=0 
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得 
[xX,[Y,2]1= Vy [Y,Z}— VIvaR = Vy YZ VeVAY -VyN 
将 上 式 循 坏 置 换 求 和 , 左 端 因为 切 场 满足 Jacobi 恒等式 
[XL YZ +[Y,fZ,X]]+IZ,rX,Y|]=0 

故 得 

0= REX, YIZ+ REY,ZIX + RIZ,X)Y (4.84b) 
DD(4.85) 式 为 前 三 性 质 (4.82)(4.83)(4.84) 的 直接 推论 . 即 这 四 个 特性 中 有 三 个 
是 独立 的 ,可 由 任 三 个 推出 第 四 个 . 令 X,Y 了 ,2Z,TE AM)， 
则 


R(X,Y)Z EE 37M) 
(T,R(X, YIZ)}E AM) 
在 下 面 信 面体 的 六 个 顶点 加 上 六 个 藤 数 ,如 图 所 示 . 利 用 (4.82)1f14.833(4.84) 可 以 
证 明 在 每 个 二 角形 的 三 项 点 上 三 函数 之 和 为 零 .将 上 面 两 个 不 相 邻 三 角 彤 ( 标 寻 名 
与 加) 各 俐 点 函数 相 加 ,与 下 面 两 个 不 相 邻 三 角形 {标号 全 与 仿 的 相 减 得 
D+ Er (B+ ODO)=AT, R(X, YIZ) -ZX, R(T,ZIY)=0 
此 即 我 们 待 求 的 等 式 
(T,REX, YL) = (X,R(T,Z)Y) (4.85a) 


{TRY Fhe} 


(TATA) 


(RT ear) 


(4.86) 式 又 称 微分 的 Fianchi 恒等式 . 是 由 曲率 结构 方程 的 可 各 条 件 (3.48) 
dh = 人 有 
导出 . 上 式 用 曲率 张 量 分 量 写 山 即 


§4.3 黎 显 曲率 张 量 Ricei 张 最 与 标 昌 率 + 125 。 


dR! 
ed” Adx Adr = (RT — TR dr Adr Adr (4.87) 
注意 到 张 量 分 量 与 协 变 导数 会 式 (3.39) 知 
2 
Rs 一 > + mR, 和 MR, 和 I Ry, 和 I RE 
再 利用 (4.86) 式 得 
Roadaz” Adr Adr =- (ThR,, + ToRis)dx” Adr Adr =0 
故 得 
Rr 于 Ri + Rim,, + Res;, 一 (4.88) 


用 度 规 张 景 g,, 将 第 -指标 称 下 即 得 (4.86) 式 . 
黎 曼 曲率 张 晶 场 有 很 高 的 对 称 性 . 仅 以 前 4 条 指标 置换 对 称 约束 ,使 | R, | 的 


后 个 分 量 中 仅 有 22(z2 一 二) 个 帮 零 独立 分 量 ,这 点 很 易 如 下 计算 ， 
1) 四 个 指标 均 相同 的 必 为 零 .具有 两 个 不 同 指标 a,6 的 非 零 分 量 仪 -种 形式 
Ru , 非 零 独立 分 量 有 c = 了 mt(z -个 
2) 具有 二 个 不 同 指标 a,6,c 的 分 最 ,其 第 4 指标 必 与 其 中 之 - 重 , 非 零 分 攻 均 可 
约 化 为 Ra ,Rs ,Rw ,这 种 非 零 独立 分 量 有 3c = 二 n(n 一 1)(n -2). 
3) 具有 4 个 不 同 指标 a,5,c ,a 的 分 量 ,利用 置换 对 称 性 可 将 a 放 第 一 位 置 ,而 约 
化 为 Ri Ros ,Ra ,而 这 三 种 分 量 还 有 约束 

Fas t Rw | Rm = 0 
即 这 三 个 分 量 中 仅 有 两 个 独立 , 故 非 零 独 江 分 量 数 为 2c7 = (x 一 1)(n ~2)(n 
-3) .总 之 ,给 曼 曲率 张 量 分 量 | Ro ! 中 非 零 独立 分 量 数 


N= ci+3c+2c 一 DC 一 上. (4.89) 
对 黎 曼 曲率 张 量 ! Rs | 收缩 一 对 上 下 指标 可 得 Ricci 张 晤 
NW = Re = g Ra, (4.90) 
由 (4.85) 式 知 黎 曼 流 形 Ricci 张 量 为 二 阶 协 变 对 称 张 量 
哆 = 治 。 (4.91) 
国 而 可 进一步 用 度 规 张 量 场 缩 并 得 标 曲 率 ; 
= 克 (4.92) 


将 微分 Bianchi 等 式 (4.88) 的 指标 ! 与 i 缩 并 得 
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Ws + Rls — Ws, = 0 
乘 g”" 并 利用 度 规 张 量 协 变 导数 为 等 得 
1 y 


天 a 人 = (4.93) 


此 忒 叉 称 约 化 Bianchi 等 式 .出 Rieci 张 量 淘 , 与 标 曲率 3 可 组 成 协 变 散 度 为 雷 的 张 
量 
Ca = Ni ~ Sgn 了 {4.94) 


常 称 为 爱 因 斯 坦 张 量 , 约 已 Bianchi 等 式 表明 此 张 量 的 协 变 散 度 为 替 :Y "=0， 
志 式 正 是 人 因 斯 坦 提 出 广 兴 相对 论 的 出 发 点 ,我们 将 在 $5 帮 初 步 介 绍 . 


34.4 等 长 变换 与 共 形变 换 ”曲率 张 景 按 
转动 群 表示 的 分 解 


Euclid 空间 E" 具有 极 遍 的 对 称 性 ,其 度量 关系 不 受 平移 或 转动 的 影响 ，- 般 
的 歼 曼 流 形 没有 如 此 高 的 对 称 性 . 流 形 的 度 规 张 量 场 为 二 阶 协 变 张 量 场 ,在 坐标 塞 
换 下 ,对 一 给 定点 ,变换 后 的 度 规 为 


Da Ek 
dr Dr 


当 变 换 后 的 度 规 g(x ) 作 为 其 农 量 x 的 函数 形式 与 原来 度 规 g, (z ) 作 为 其 宗 量 
xz 的 函数 形式 一 样 


8 (x') = 8 Cr) {4.95) 


gulr) 二 gu(x) 
则 称 度 规 张 量 形式 不 变 , 这 时 (4.95) 式 可 表 为 


yt 
gulx) = 本 了 Su (xT) 【4 .96 ) 


满足 上 式 的 坐标 变换 称 为 等 长 变换 (isometry). 
下 面 分 析 相 对 其 向 量 场 广 = 立 (z)9, 方向 的 无 穷 小 同 胚 变换 为 等 长 变换 的 条 
件 , 如 度 规 张 量 场 g, (xz) 满足 
Lxgy = VY, 总 +Y,é=0 (4.97) 
则 向 量 场 了 称 为 此 度 规 张 量 场 的 Killing 矢量 , 沿 Killing 失 量 方向 的 无 穷 小 同 胚 
变换 为 等 长 变换 . 度 规 张 量 场 的 形式 不 变 ( 见 习题 1). 于 是 , 对 于 给 定 的 度 规 张 贡 
场 , 求 其 所 有 无 穷 小 等 长 变换 问题 就 化 为 求 其 所 有 Killing 矢量 问题 , 由 Killing 矢 
量 满 足 的 方程 (4.97) 可 看 出 ,Killing 矢 世 的 常 系数 线性 组 台 仍 是 Killing 入 量 , 对 
于 给 定 度 规 , 所 有 Kiling 矢量 的 集合 张 成 线性 空间 .并且 可 证 ,Killing 矢 景 集合 形 
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成 李 人 代数, 即 刘 X,Y 为 Killing 矢 扬 , 则 [ 关 ,Y 了 ] 岂 为 Kiling 矢 声 ,这 因为 
Lira = LLyg — LyLxg = 0 
可 以 证 明 ,在 > 锥 流 形 上 ,最 多 有 六 ntn+ 了] 个 独立 的 Killing 突 量 ,这 点 可 由 下 面 
分 析 看 出 . 
利用 向 量 场 的 两 次 协 变 导数 的 对 易 子 公式 (3.73) 

Sg 和 Sn 二 一 Rvé, {4.98) 
及 山 率 张 量 满足 的 Bianchi 等 式 (4.84) 

Ri + Ri + Rs=0 
可 以 证 明 Killing 矢量 的 一 阶 协 变 导数 满足 

Sp = — Rt (4.99) 

对 此 方程 进一步 求 导 ,可 得 & 的 高 阶 导 数 . 由 上 式 知 Killing 矢量 & 在 点 4 的 所 有 
导数 均 可 表 为 Cp) 与 &,,(p) 的 线性 组 合 .于 是 & (zx) 首 记 点 邻 域内 函数 可 由 
(Pp) 及 ,tpP) 决 定 .因此 ,满足 Killing 方程 (4.97) 的 独立 Killing 矢量 最 多 有 


afa+I) 个 


对 于 具有 度 规 张 量 场 15, (z) 的 笋 曼 流 形 M, 今 p(x) 为 M 上 恒 正果 数 , 则 
BCr) = olr)ag,(r) (4.100) 
可 定义 为 M 上 新 的 度 规 张 量 场 . 流 形 JM 上 度 规 的 这 种 改变 ,虽然 改变 了 各 向 量 
的 长 度 ,但 不 改变 在 -~- 点 两 向 量 的 夹 前 , 称 为 度 规 的 共 形 变换 ， 
相对 某 回 量 场 X=$(.x)a, 方向 无 穿 小 局 胚 变换 如 为 度 规 的 共 形变 换 , 即 
Lxg, (x) = plx)g, (xr) (4.101) 
这 时 间 量 场 称 为 共 形 Kiliing 矢量 , 它 是 无 穷 小 共 形 变换 的 生成 元 ， 
对 于 具有 度 规 张 量 场 的 歼 党 流 形 (M ,G) ,如 果 能 通过 度 规 变换 G-*oG 转化 
为 平 直 空间 (g, = 6, ), 则 称 流 形 M4 为 共 形 平 空间 ,或 称 共 形 欧 几 里 得 空间 . 
在 袭 曼 流 形 上 可 送 正 交 活 动 标 提 |e |” 
(ee) = 一作， (4.102) 
按 黎 曼联 络 平 行 移动 保持 标 架 的 正 交 性 ,联络 的 和 乐 群 可 约 化 为 0(n). 曲率 张 量 
分 量 可 按 和 乐 群 O(n) 的 不 可 约 表示 分 解 为 三 部 分 
Ra = Wy +t Sea + Gps 4.103) 
其 中 


， : 
Ca = HH TI Begin 一 gougxj (4.104) 
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它 与 Rw 具有 相同 的 置 挽 对称 性 及 相同 的 双重 迹 
ga = 
标 曲 率 4 为 Rieei 张 量 的 迹 , 令 SS 表示 Ricci 张 量 的 无 迹 部 分 . 


S$ = 党 一 ga (4.105) 


可 用 Sy 与 Ba 组 成 与 有 具 相 同 置换 对 称 性 的 张 量 


wa = (gS + gwd 一 Bod 一 Hi Sa (4.106) 
而 其 取 迹 正好 为 S。 
EF Sm = Sie {4.107) 
而 Weyl 张 量 部 分 
Ws 一 月 (4.108) 


是 歼 曼 网 率 张 量 中 完全 无 迹 部 分 ,其 任意 -一 对 指标 的 缩 并 均 为 零 ,日 与 R,, 具 相 
同 置换 对 称 性 . 

曲率 张 量 分 解 的 这 三 部 分 在 正 交 标 架 转动 时 各 自 相 竺 转 换 , 各 自 形 成 林 变 子 
宝 问 ,它们 都 有 相间 的 置换 对 称 性 .而 曲率 张 量 分 量 的 独 亲 分 量 数 N = 5 【2 一 
1) 故 
中 1 维 流 形 曲 率 张 景 必 为 零 , Ri =0, 一 条 曲线 的 黎 曼 曲率 必然 为 零 ,这 也 表明 
黎 曼 曲率 张 量 {Reoi 仅 反 喘 流 形 的 内 在 性 质 ,不 反映 它 是 如 和 何 嵌 人 在 高 维 空间 中 . 
流 形 的 媒人 入 特性 我 们 将 在 于 章 中 分 析 . 
(2 2 维 流 形 Rj,y 仅 有 一 个 独立 分 量 , 故 


Rw = Cy = SA pg 一 gaalie ) 
非 零 独立 分 量 仪 
_ 工 ， 
Ruata = 3 
3 3 维 流 形 曲 率 张 量 独立 分 量 数 为 6, 怡 为 对 称 的 2 阶 Ricci 张 量 党 ,的 独立 分 量 
数 , 故 这 时 
Ry = Spy + [aa 
= Br hy + Has — Ba Wo — Ea 过 一 3 Agug 一 gum) 
而 Weyl 张 量 Wj, =0, 仅 当 流 形 维 数 六 4 才 有 非 零 的 Wey] 分 量 ， 
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在 本 节 最 后 我 们 将 简单 介绍 下 黎 曼 曲率 张 量 的 共 形变 换 不 变量 与 等 长 变换 不 
变量 概念 . 

曲率 张 量 的 无 迹 部 分 Wi 又 称 为 Weyl 共 形 张 量 ,其 所 以 叫 微 共 形 张 量 是 因 
为 它 在 诺 规 的 共 撒 变换 下 保持 不 变 .下 而 我 们 分 析 此 问题 . 

令 流 形 M 具有 两 度 规 场 g 与 上 ,一 者 差 恒 正光 滑 函 数 因子 

gn = eg BY 一 et, ga(xr)EAM) {4.109) 

这 种 度 规 变 换 相 当 于 空间 膨胀 或 收缩 ,而 不 改变 任 两 和 撩 场 的 夹 角 及 相互 闻 长 度 比 . 
两 者 对 应 的 黎 曼 联络 系数 


下 44.110) 
使 相应 地 明 率 张 量 系数 
eR = Re + YB + Y0 — Ye8" -. Yo (4.111) 
其 中 
Yo oo, + Fd" (4.112) 
于 是 当 关 >2, 可 以 证 明 ( 信 ac 缩 并 ) 
e? 这 = 过 +(2 .YY (4.113) 
乘 g, 对 5 求 和 往 
H+ ga (4.113a) 
(4.113) 式 令 5 与 4 缩 并 得 
ef #4 2 -nn) YY (4.114) 
而 Wey] 分 量 


Wis = Risg — Sey — Gh, 


a ] 3 。 
= Kas 一 了 二 00 一 


二 CI A Og ~ 6g ) (4.115) 
利用 以 上 诸 式 可 证 
Wi- Wi = A+B+C 
其 中 4,B,C 为 (4.115) 式 中 右 端 二 项 的 贡献 
A= Re -Ry = YB + Yogy -Yad Yigy 


1 
B=- 7 30[(2 -nn) Ye- guY:] ~ grg”[(2— n)Y, — guY] 
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-2 wn)Y, 一 有 2 


2 1 | ae 
ATB=-- Ii ud t gro 了 


rn gs201 ~ a)Y, ~ Hogs 2 一 下 


二 一 一 5 0 ~ Oopge | 
A+B+1C=0 

以 上 结果 表 明 共 形 变换 不 会 改变 曲率 张 晤 的 Weyl 分 量 , 履 通常 叫 它 为 具 形 曲率 
张 量 , 它 是 黎 曼 曲率 张 量 的 完全 无 迹 部 分 ,而 迹 零 是 共 形 变换 下 不 变性 质 , Weyl 张 
量 迹 零 正 表明 它 是 共 形 不 释 . 如 果 流 形 曲 率 的 Weyl 分 量 为 零 , 则 流 形 常 可 经 共 形 
变换 映射 为 所 有 曲率 系数 为 零 的 平 空 间 ,使 和 乐 群 约 化 为 导 等 元 , 即 能 在 全 空间 看 
在 这 样 一 个 坐标 系 使 度 规 场 gw 与 常数 矩阵 差 标量 因子 ,这 种 流 形 称 为 此 形 平流 
形 . 而 维 数 mn 二 3 的 歼 曼 流 形 必然 是 共 形 平 . 

黎 曼 曲率 的 Weyl 部 分 1 Ws 1 具有 与 1 Rw | 相同 的 置换 对 称 性 , 仅 神 充 要 求 
其 收缩 迹 为 零 条 件 

We = 0 


此 条 件 共有 二 n(n + 1) 个 , 故 非 零 Weyl 分 量 数 为 ( 当 二 3 


(nxn ~ 1}— Dntn + 1) = n(n t (nt+2)(n — 3) 


用 = Bn 


(4.116) 
它们 是 歼 曼 曲率 在 共 形 变换 下 的 不 变量 数 . 

下 面 我 们 分 析 在 等 长 变换 下 的 不 变 妖 . 黎 受 时 率 张 量 的 等 氏 变换 不 变 世 是 指 
用 ;i Ry! 与 1gw 1 构成 的 标量 , 等 长 变换 是 一 种 特 妹 的 共 形 变换 ,相当 于 共 形 变换 
标量 因子 e” = 工 . 土 述 N, 个 共 形 不 变量 当然 也 是 等 长 变换 不 变量 ,人 除 它 们 外 ,用 
黎 受 曲率 Ricci 张 量 ;Ri 还 可 组 成 ”个 不 变量 ,相当 于 Ricei 张 量 的 本 征 代 4 


det{ Ry, — Apg,}=0 {4.117) 
此 方程 的 5 个 根 14, 17 为 等 长 变换 不 变 景 , 故 黎 曼 曲 率 的 等 长 变换 不 亡 营 数 为 
= 十 入 = DO -2)(n+3) {4.118) 


例如 对 4 维 流 形 , 黎 曼 曲 率 非 零 独立 分 量 数 


N = Bn -1}= 20 


§4.5 截面 曲率 等 曲率 空间 ， 131 ， 


Weyl 张 量 非 零 独立 分 量 数 AN = 日 , 袭 曼 曲 举 等 长 变换 不 变量 数 As = 14. 


$4.5 截面 曲率 ”等 曲率 空间 


下 面 我 们 分 析 流 形 在 一 点 的 各 向 异性 问题 ,由 上 了 入 分 析 知 道 , 黎 冯 遇 率 张 量 
生 有 很 高 的 对 称 忻 { 风 (14.82) 一 {4.86) 各 式 ). 流 形 上 任意 四 个 向 量 场 :X= &9,， 
Y= ,T= Tr0,, 它 们 与 曲率 张 量 缩 并 为 
R{X,Y,Z,T)E(R(Z, TT)Y, NX; = Ryé yer (4.119) 
由 有 很 高 的 对 称 性 . 另 方面 ,利用 获 曼 度 规 张 量 可 定义 另 由 阶 逆 变 张 量 GG, 它 与 
站 矢量 场 的 缩 玉 定义 为 
GX YL TY = G(XZIGCOY, TY - GUCY, ZIGCX, TY (4.120) 
它 具有 与 R(X,Y,Z, 丁 ) 相 辐 的 对 称 性 , 即 基 性质. 
1) 它 和 的 阐 对 {后 对 } 条 量 反 对 称 . 
2) 前 对 与 后 对 条 量 的 性 换 对 称 ， 
3) 和 上述 两 关系 易 证 它 相 对 于 后 一 宗 量 的 循环 置换 和 为 零 . 
而 日 当 光一 ,Y= 工时 
CUNY XY = GIXNIG(Y, YY) -LG(X, YO 
起 以 舌 场 羡 ,Y 为 仑 边 的 平行 四 边 形 面 积 的 平方 , 当 多 得 YY 相互 独 W 时 ,十 式 不 
等 于 零 . 今 
= EK YX,Y) _ Rt EY 
CXAYAR YY IXL IYL (X.Y) 
称 为 歼 坚 流 形 在 点 记 的 截面 曲率 (section curvature) .其 中 5S, 表示 由 关 ,.Y ET， 
(AT) 所 张 平面 .截面 曲率 义 称 黎 曼 截 曲率 ,利用 曲率 张 攻 的 对 称 性 质 呈 让 , 蕊 仅 与 
平面 $, 的 方 夯 有 关 , 而 与 面 5S。 上 的 X,Y 选取 无 关 . 平 面 S, 与 流 形 M 团 于 户 
点 , 流 形 上 经 过 户 点 与 S, 相 切 的 所 有 测 地 线 族 形成 一 个 一 维 曲 面 ,此 曲面 在 该 点 
的 Gauss 曲率 { 见 $$5.3) ,就 是 流 形 M 在 点 p 的 5S, 方向 获 总 截 曲 率 . 歼 总 流 形 在 
点 p 的 各 向 异性 可 用 该 点 各 方向 的 歼 曼 礁 曲 率 标志 ,而 流 形 M 在 点 p 的 曲率 张 
量 可 由 在 该 点 的 所 有 二 维 切 子 空间 的 歼 上 党 截 曲 率 惟 -确定 . 当 KK(S,) 与 和 i 5S, 的 
方向 大 闫 时 , 则 称 M 在 记 点 是 迷 向 的 (isotropic), 这 时 可 将 黎明 截 出 率 记 为 下 
(Pp), 它 是 流 形 M 上 的 标量 函数 ,可 让 
Ritp) = Kip)lgs (pg (pp)— gi petp)] {4.122) 


K{S, (4.121) 


QP) = FR p)F A = Kp A (4.123) 
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其 中 
8 = gst 
共 截 面 曲 率 在 流 形 所 有 点 上 上 均 为 同一 常数 , 则 流 形 M 称 为 曾 曲 之 裤 间 , 利 
用 列 旦 曲率 洲 量 满足 Bianchi 等 式 , 可 以 证 明 下 述 定理 . 
定理 4.4 设 流 形 M 为 维 数 4 实 3 的 连通 列 曼 流 形 ,如 流 形 M 上 所 有 点 都 是 迷 向 
的 , 节 各 点 截面 曲率 
K(S,) = K(p) (4.124) 
仅 为 流 形 M 点 的 标 景明 数 , 则 必 为 带 值 , 即 流 形 3M 为 党 曲率 空 间 . 
证 明 由 (4.122)? 式 知 
RIXY,Z,T) = K(pIGUX ZIOUY,T) -GOTY :ZIGTXK T)) 
利用 度 规 张 量 的 协 灾 导数 为 零 ,df 证 
(VRI(Z TY = VK(G(Y, TZ GY,Z)T) 
由 于 曲率 张 硬 满足 Bianchi 等 式 , 上 式 左 暮 相 对 ,ZZ, 全 的 循环 置换 的 和 为 零 ,就 
在 
VeR(OC(Y TIZ -GC(Y ZIT}Y 1 To KG(Y, XIT 
-OCY TIXY + YKROOC(YF ZAIN -GY,X}IZ)}=0 
由 于 流 形 M 的 维 数 d 这 3, 可 选 了 ,Z, 二 为 相生 三 直 的 向 其 场 ,日 选 XX= 为 - 
癌 量 ,G(X, 针 ) = 1; 得 
(VRIT- (VKIZ -0 
因为 了,Z 为 相互 独立 向 量 场 , 故 
VK=vViK=0 
于 是 KK 为 常数 . 中 


流 形 上 所 有 点 静 是 迷 向 的 裤 间 为 常 曲率 裕 间 , 足 具 有 最 太 对 称 的 相对 等 长 变 
换 群 的 齐 性 空间 .对 流 形 上 任意 点 ,存在 元 穷 小 等 长 空 换 将 5 点 变 至 它 的 郭 域 


中 的 任意 点 , 旦 允许 有 了 aa + 个 Killing 矢量 .反之 ,” 维 流 开 上 如 能 定义 这 样 


的 度 规 ,使 此 度 规 有 n(n 十 1 个 Kiling 矢量 , 则 称 此 流 形 为 具有 最 大 对 称 补 间 ， 
它 必 为 各 点 均 迷 语 的 齐 性 黎 曙 流 开 ,为 常 曲率 空间 . 其 度 规 由 常 则 率 上 上 度 规 张 
景 与 差 惟 确定 (公差 坐标 变换 ). 在 具体 分 析 问 题 时 , 常 可 选 适 当 坐 标 系 分 析 . 下 
面 举例 说 明 . 

对 于 维 空间 符号 差 为 零 的 度 规 ,具有 常 曲率 & 的 对 称 空间 ,上 其 度 规 常 可 珍 
示 为 


$4.6 爱 因 斯 担 引 力 场 方程 四 3 。 


K{r-. dr): 
4 维 闵 空间 度 规 特征 值 为 一 正二 负 ,对 常 曲率 对 称 空 间 , 可 引 人 和 人 不 显 含 时 间 的 
度 规 (de sitter 供 规 ) 


dr = rd 一 idz 1 一 


2 一 | dr 二 


(Ti dr) 
] -klIel’ 

得 许多 物理 问题 中 , 有 时 整个 时 空 示 是 最 大 对 称 的 ,但 常 可 分 解 出 存在 最 大 对 
称 子 空 间 ,最 大 对 称 子 空间 族 的 存在 给 称 个 空间 的 度 规 以 很 强 的 约束 . 例如 ,其 球 
对 称 齐 性 时 空 Robinson_Walker 度 规 


(4.126) 


dr + rida + Psimbdg ) (4.127) 


2 2 2 _ 
dr = di*—R Co 


它 其 有 最 大 对 称 的 三 维 子 空 间 ， 
34.6 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 


本 节 我 们 对 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 作 简 短 介 绍 . 牛顿 引 方 的 源 是 物质 ,而 场 论 中 
物质 上 由 体系 的 能 量 动量 表达 ,它们 应 是 引力 的 源 . - 般 物 质 能 量 动量 张 量 可 表 为 
一 阶 对 称 张 基 了 ,由 于 物理 打 系 在 上 时空 平 物 下 不 密 , 故 能 量 动 量 字 恒 ,满足 

I =0 
爱国 斯 坦 将 引力 旧 结 为 空间 本 身 的 度 规 性 质 . 而 后 者 又 决定 于 空间 中 物质 分 布 , 存 
在 物质 的 时 空 会 引起 时 空 弯 曲 , 在 过 此 时 空中 能 量 动 量 守恒 应 表示 为 

V ,7 =0 (4.128) 


爱 因 斯 坦 从 与 借 规 相 容 的 歼 曼 联络 与 更 率 导 出 的 二 阶 对 称 张 量 中 , 仅 Re 一 二 go 


满 是 协 变 导数 为 者 .如 (4.93) 式 ,将 上 两 式 相 比 , 爱 央 斯 坦 认 为 二 者 成 比 合 , 从 而 写 
出 著名 的 爱 内 斯 坦 引 刀 方 程 : 


[ 


5 了 GT (4.129) 
此 处 口 是 和 牛顿 引力 常数 .将 上 式 冬 * 缩 玉 得 
+= Sr 
故 场 方 称 四 可 表达 为 
BCT, - 3 gD) (4.130) 


引力 场 方 程 是 度 规 场 gu。 的 一 阶 徽 分 方程 ,这 点 与 通常 物理 动力 学 方 称 类 似 ,但 是 


134 ， 


爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 (4,129) 是 度 规 场 的 非 线 忻 方程. - 般 不 能 严格 解 出 . 爱 因 斯 
岂 为 和 和 后 顿 引 力 理 论 对 比 , 采 骨 苦 态 妹 对 称 近似 ,计算 了 交 线 的 引力 俩 护 、 水 星 的 
近日 点 进 动 ,以 及 频谱 的 引力 红 移 ,实验 检验 赤 明 爱 因 斯 坦 引 力 理 论 是 正 铺 的 ， 

进步 注意 到 度 顷 张 基 场 本 身 也 为 协 变 导数 为 零 的 二 阶 血 安 对 称 张 最 场 , 引 
人 声 方 程 中 可 再 添加 和 g, 成 比例 的 项 而 写 为 


人 ] 8 rt Age = BrGT, (4.131) 


其 中 4 为 常数 ,由 于 Ricei 曲率 张 量 含 度 规 场 的 二 阶 导 数 , 故 A 的 量 纲 与 长 度 半 方 
成 反比 ,.4j [Lj. 在 与 牛顿 引力 理论 比较 时 ,74 的 值 必须 充分 小 , 爱 因 斯 坦 曾 
设想 这 一 项 应 很 小 ,使 在 稳 态 弱 引 力 场 韭 相对 论 近 似 下 , 牛 辆 引力 理论 屡 很 好 地 近 
似 , 上 故 城 初 邓 用 (4,129) 式 的 引 旋 场 卢 程 , 们 是 当 爱 因 斯 坦 用 它 来 研究 守 宙 党 问题 
时 ,发 现 这 方程 设 有 稳 态 的 宇宙 解 , 二 是 爱国 斯 卉 建议 在 引力 场 方程 中 增加 此 项 . 
这 卉 仅 当 时 空 刘 十 宙 学 供 匆 时 才 起 作用 ,故道 常 称 此 项 为 宇宙 学 项 .另外 此 项 与 量 
子 场 论 村 身 空 能 吴 的 估算 有 关 , 上 故此 项 也 受到 人 人 们 重视 . 

当 没 有 物质 场 时 ,4(4.131) 式 石 端 为 零 ,用 度 规 场 缩 并 可 证 标 曲率 ;44 ,页 

> A {4.132) 

此 式 称 为 爱 因 斯 坦 真空 场 方程 . 当时 空 维 数 之 4 ,Weyl 张 量 为 堆 , 如 宇宙 第 数 1 
= 人 1, 则 吕 .=D 导 致 袭 曼 曲率 张 量 的 所 月 分 量 均 零 , 即 不 存在 引力 场 而 空 时 为 主 . 
即 仪 当 ?>3 才 可 能 存在 非 平 良 具 空 引力 场 . 

下 而 着 重 分 析 4 维 时 空 引力 场 方程 变 分 厚 理 .作为 物理 体系 的 动力 学 场 方 程 ， 
常 可 由 作用 重出 发 用 变 分 原理 导出 .通过 作用 量 原理 ,可 把 牧 理 体系 的 对 称 性 与 守 
重 律 紧密 联系 ,并 月 通过 作用 基 原 理 很 易 得 到 有 相互 作用 的 场 的 运动 方程 . 

首先 ,真空 场 方程 人 4.129) 式 可 由 变 分 原理 得 到 . 纯 引 广场 的 震 因 斯 旺 - Hillent 
作用 量 : 


1 = pl VT EY (4.433) 
将 此 作 册 量 对 度 规 场 g, 变 分 , 汗 意 到 
dg" =— gg yg {4.134) 
Bi Wg + goa = dg, | 6A, 


8%, = HR, = (mm ,+ HPD Mr,) 
= (81%,),, (80%), 
上 式 最 后 一 步 注意 到 Tv 为 张 量 , 故 可 讨论 其 协 变 导数 ,注意 到 黎 曼 联络 的 对 称 


$4.6 爱 全 斯 吉 引 力 场 力 程 _ .135 : 


件 即 得 上 武进- 步 注意 到 pg”* 的 协 变 导数 为 零 得 
站 
上 趟 为 癌 量 场 的 协 变 散 度 , 由 (4.130) 式 知 ,当场 重 在 无 穷 远 边界 处 为 零 时 ， 


| ] A 一 0 
ni 


lin. a =- Bc) _ hp 
BT, = ab rv ~ gg8” .hs) = Terc|d rH ~ ga” 4, (4.135) 


注意 到 (4.134) 忒 太 


Brg= 了 Be Bg {4.136) 
(8 = (gg ag") gdgy 
TA 
= ee [de A - 3 I Bg (4.137) 
由 下 8&s 是 任意 的 , 故 得 真空 场 方程 
:如 一 5 = 0 


或 直接 由 (4.135) 式 ,8(v 一 gg” ) 也 是 任意 的 ,由 81, =0 得 吐 空 场 方程 


2 =0 
为 考 虚 宇 内 项 的 作用 ,在 作用 量 里 应 加 上 积分 测度 对 整个 时 空 的 积分 , 即 
1 = | x ] = cas /TE= Ed TV 一 (4.138) 


利用 {4.136) 式 
BL = 全 | dr ge bg, 
出 (1 1 工 )=0 得 真空 场 方程 


由 3 Ag™ = 站 {4.139) 
当 有 物质 场 人 存在 时 ,总 作用 量 
f= +il+l, = Ter Ee g(r 2A+,) (4.140) 


其 中 六 为 物质 场 在 弯曲 时 空中 的 拉 氏 量 , 它 既 包含 了 物质 场 ,也 包含 了 物质 场 与 
某 规 场 之 间 的 相互 作用 . *。 道 常 不 售 g, 的 导数 项 ,而 
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右 端 在 零 曲 率 极限 时 趋 于 通常 能 景 动量 张 量 .而 

1» = 53| de RT" Bg, (4.141) 
当 对 总 作用 量 (4.140) 变 分 由 人 =0 得 

六 08 = Bn 
即 爱 因 斯 坦 场 方程 (4.131) 式 .例如 华 $4.2 例 6 曾 分 析 了 经 典 电磁 场 的 作用 

量 (4.80) ,在 恋 邮 时 空中 , 电 太 场 的 广义 协 蛮 作用 量 应 表示 为 

T， =- 了 |4 re Fe (4.142) 
首先 扫 保 持 规范 势 4 不 塞 而 对 8g 变 分 

BV — pgPH™) = FPF/ g) + ghF od( gpg") 


| 一 - 


二 


= (Fg - 2 /Bog = 2 


四 


$1, = 天 | rv 一 名 (: Fg + FF™ jg 


即 相 应 电磁 场 的 能 明 动 量 张 晤 
Te =- Tafa” pp (4.143) 
其 中 
To = ab® 1! FF = J (Hz - Ei)y+ ?= 3 + EF?) 


印 7 为 能 红 密 度 , 而 
T=- PREY HEF? PRB- EB:=(ExBY 
邯 7T 给 出 能 流 变 化 率 的 Poynting 失 量 . 
必 方 面 旭 保持 pg, 不 变 而 对 规范 势 A 进行 变 分 , 则 与 $4.2 便 6 中 作用 是 空 更 
相当 ,这 里 我 们 用 张 量 形式 邮 演 算 一 遍 ， 
HP Vg) = g2FrBF, -vv - g4F” (8A,). 


= 40Y — gF” BA,), -4 gE*) .SA， (4.144》 


$4.7 止 奖 标 架 场 与 日 旅 联络” 时 党 规范 理 伦 初步 4137 ， 


秽 范 势 的 变更 54, 为 张 芋 ,| 式 右 端 第 -项 为 切 场 的 散 度 , 存 积分 时 化 为 全 微分 
贡献 为 零 .注意 公 J” 为 反对 称 张 基 ,上 共 胁 空 导数 
Ds = Ft PY + Pap 


] 一 一 | -一 


FF ee) 
ir ， i : A fr A 
¥ 品 ¥ a 
{4.145) 
利 由 以 上 【上 诸 式 ,得 电磁 作用 最 的 全 变 分 为 
81,. = Er Pa | (4.146) 
于 是 出 中 大 +Ty=0 得 耦合 方 得 组 
由 Ha ‘As = Br 
Fr 一 0 


以 上 共 法 可 推 | 到 引力 场 与 其他 场 相 叶 作用 ,而 下 其 他 场 问 也 可 有 生 作 用 ,用 作用 
量 怕 理 很 龟 得 到 人 蕊 们 各 耦合 的 运动 方程 . 


4.7 止 肥 标 染 场 与 白 旋 联络 ”时空 和 规范 理 沦 初步 


1 维 流 形 M 上 的 局 感 坐标 变换 ,看 -点 切 空 间 中 户 导 的 自然 基 矢 法 换 个 阵 为 
GL(n,R) 样 的 元 素 ,GL(n ,只 ) 群 公有 张 量 表 示 ,没有 旋 基 表示 . 当 我 们 讨论 黎 总 
该 形 上 的 旋 量 场 时 ,必须 采用 标 架 场 (vierbein) 的 表述 .在 黎 关 流 形 上 可 以 选取 下 
交 标 染 场 |e (rr 和 .它们 在 局 域 正 变 转动 下 仍 是 正 变 标 间 .下 交 变 摘 群 Of 有 具有 
旋 重 表 水 .对 上 共有 半 奇 数 白 旋 的 场 , 必 须 用 止 交 标 架 的 变换 群 表示 .在 相交 标 哥 
从 十 的 歼 昌 联络 常 称 为 自 旋 联络 . 

在 黎 曼 流 形 寺 本 以 引入 处 处 正 交 的 切 标 商 向 量 场 .fr 


机 
er 一 外 (7 本 ] ,天 (4.147) 
满足 
Ru 一 Fs a 一 pie {4.1d8) 
其 中 
Ps 一 太 - 士 记 


为 下 度 规 ,对 侈 氏 空 间 , 均 取 正 号 ,对 羡 开 襟 间 , 最 后 - -个 指标 冰 。: 1. 其余 取 
t 1. 


-1138 ， 第 四 总 ” 黎 癌 流 此 


正六 切 标 加 |e (zi 的 硅 倘 基 基 为 余 切 向 量 上 形式 床 (r) 


FE) Frde, a = ln (4.149) 
满足 
et (4.150) 
By = Wo, OF {4.151) 
如 将 度 规 张 晤 场 分 解 为 标 架 场 ,这 时 
ds = gd dr = medrdr = nF (4.152) 


存在 两 类 张 量 指标 ， .类 为 流 形 局 砧 坐标 变 鬼 群 张 呈 指标， 六 … ,可 利用 度 规 此 
草场 名 或 所 来 下 降 或 提升 . 蜀 - -类 为 种 点 切 空间 的 正 交 转动 群 张 量 指 桔 ,4 ，,，…， 
可 利用 平 度 规 张 量 加 或 六 下 降 或 提升 .利用 此 两 类 度 规 张 基 场 ,可 以 在 男 杯 染 场 
与 余 切 标 则 场 间 建立 起 1 一 1 对 应 

er) = CT) 人 人 {4.153) 

利用 慰 架 场 可 以 自动 体现 两 种 局 战 变换 群 : 
1) 流 形 M 的 - 般 局 域 坐 标 变换 
攻 ir (rz) (4.154) 

在 引力 理论 中 ,这 相当 寺 任 意 非 惯性 坐标 系 癌 的 变换 . 标 架 场 丰 上述 坐标 变换 下 ， 
ez) 按 切 向 旺 场 分 量变 ,久居 ) 按 余 切 癌 量 场 分 量变 


9 
et.r 一 本 ea 


A (4.155) 
为 了 分 析 物 理 规 律 在 任意 坐标 变换 下 的 不 变性 , 即 分 析 广 义 肉 变 原 理 , 记 将 运动 廊 
程 中 各 张 量 相对 自然 基 分 量 的 普通 导数 9, 换 为 含有 联络 的 协 变 导数 ，. 例 如 ,对 
切 向 量 场 羡 = 站 9, ,其 分 量 六 的 协 变 导 数 为 
Vi = E+ Te {4.156) 
含有 联络 系数 的 协 变 导 数 Y ,5 为 (1,1}) 型 张 其 场 的 分 量 . 
(4.147} 太 (4.149) 式 表明 ,利用 标 架 场 te (rr), 闻 (2 )| 可 以 将 任意 坐标 系 挤 
为 局 域 正 交 活动 标 架 , 用 儿 义 相对 论语 言 , 即 可 以 将 非 惯 性 坐标 系 的 自然 基 大 转换 
为 局 域 惯 性 系 基 矢 ,男方 面 ,在 局 域 惯性 系 岂 还 可 进行 依赖 时 空位 置 和 的 局 域 涉 交 转 
动 (局 域 Lorentz 变 搞 ). 即 还 存在 
2) 流 形 M 每 点 邻 域 各 切 空 间 局 域 下 交 标 课 间 的 转换 群 ， 
etr)j re tr)= Li(r)e(r) 


; . (4.157) 
Fr (tr) = (rr) 


号 4.7 止 交 标 捍 场 气 白 旋 联 绪 时 分 规范 理论 初步 139 。 


相同 懂 尾 系 间 的 变换 即 Lerentz 变换 . 当 变换 和 所 阵 了 是 不 依赖 时 空位 置 的 常 
第 阵 ,可 称 为 整体 Lorentz 变换 ,物理 规律 相对 整体 Lorentz 变换 不 变 , 此 即 狭 义 相 
对 论 的 光速 不 变 序 理 . 爱 因 斯 坦 指 出 ,必须 也 考虑 依 回 时 空位 置 的 局 域 Lorentz 变 
挤 . 这样 ,本 如 通常 规范 理论 ( 杨 -Mills 理论 ) 一 样 , 当 要 求 物 理 规律 在 局 域 Lorentz 
变换 下 不 变 , 鼎 将 方 程 中 普 道 导数 换 为 含有 联络 的 协 灾 导数 ,相对 局 城 Lorentz 蛮 
换 的 协 宰 导数 用 符号 D, ,相应 联络 称 自 旋 联 络 : 


De, = wie, (4.158) 
其 中 名 (1) 称 为 白族 联络 系数 ,和 击 
(rr) = wlr (4.159) 
称 为 月 旋 联 络 1 形式 . 可 将 它们 排 成 方 阵 1 形式 : 
w = (ww ) (4.160) 


指标 ,2 可 看 成 正 交 标 技 转动 群 D(z) 和 群 伴随 表示 空 名 的 指标 , 自 旋 联络 上 形式 
ww 为 取 依 在 OU) 群 件 随 表 相 空 间 上 的 1 形式 ,对 含有 止 交 转动 群 表 示 张 量 指标 
的 量 , 吕 作 用 窜 有 自 旋 联络 的 协 变 导 数 


三 中 十 地 (4.161 ) 
要 求 所 引 人 的 含 自 旋 联 络 的 协 变 导 数 D, 为 作用 在 OG} 群 伴随 表示 空间 上 的 线 
性 微分 算 子 , 吨 有 性 质 . 
1) 在 一 般 局 域 坐 标 变 换 下 : 一 r(x) 

D， -3 (4.162) 
2) 在 局 域 正 交 标 各 转动 下 :ei(r) r(xre(r)) 

DL DL (4.163) 
任意 切 向 量 场 既 可 取 坐 标 自然 基 矢 也 可 取 殷 空间 正 交 标 所 场 表 示 ， 

A = Ed, = te, 


1 | 与 ; 必 !1 代 表 同 一 团 场 的 不 同类 型 分 量 , 两 者 间 由 标 架 场 分 量 关连 ， 
= 
导 (4.161) 式 类 似 , 对 于 i 寿 | 可 作 浴 变 导 数 ， 
Dé = (DX) = ,+ we (4.164) 

利用 自 族 联 络 , 可 计 论 旋 量 场 y 与 引力 场 ( 度 规 张 莉 场 或 标 架 场 ) 的 耦 台 ,这 也 
是 必须 引信 标 架 场 的 原因 . 今 或 为 Lorentz 群 旋 量 表示 的 生 万 . 满 是 对 昂 关 系 

[B01]= Wa + aa ”了 Wo {4.165) 
巾 旋 量 场 yy 的 协 变 导 数 可 表示 为 


| 第 四 音 ”更 澡 流 形 


Dy=26+ 5 wy (4.166) 

十 面 我 们 以 切 向 芋 的 平行 输 运 为 例 米 说 明 自 旋 联络 的 几何 意义 ,并 将 它 与 非 

Abel 规范 场 进行 类 比 ,表明 广义 相 对 论 中 局 域 Lorentz 不 变性 与 非 Abel 舰 范 对 称 

性 的 相似 性 . 

若 洛 底 流 形 其 出 线 C57) 平行 输 运 某 切 向 量 X = ee. , 则 此 切 向 量 的 分 量 名 
满 是 方程 

-了 

di 

若 汪 以 点 为 起 点 的 闭合 曲线 Cr) 平行 输 运 切 

fh 问 细 针 , 当 再 次 同 到 久 点 时 ,所 得 切 癌 基 XX - 裔 

会 相对 原 切 向 量 X。 有 … 转 动 ,例如 , 流 形 为 民 中 

一 维 球 甸 号 ,如 图 4.1 所 相 . 绕 流 棋 上 上 一 无 穷 小 加 

路 平行 输 运 切身 民居 = 人 ee , 回 到 起 点 后 可 得 辐 莉 

的 万 穷 小 转动 .转动 大 小 与 闭合 回路 所 包 面 积 A 


DD =0, YY {4.167 


成 比例 
8 a A RI 
即 
和 ee ee 9 = | dr A de Re {4.168) 
的 示意 网 其 中 出 率 系 数 开赴 如 (3.507 式 用 自 旋 联络 系数 
虚 示 为 
Kis = Ow is tw (4.169) 
将 联络 及 晶 率 均 写 成 在 O(n} 群 伴随 表示 空间 中 的 算 子 ,用 短 阵 表示 ,为 
we woh), = CR) (4.170) 


上 述 表 示 溃 ,a ,5 为 矩阵 元 指标 ,而 六 ,i 等 为 娄 阵 本 身 的 指标 .这 时 ,(4.169) 可 表 
未 办 


0 dw — dpc, + ,te | {4.171) 
此 式 很 像 杨 - Mills 场 的 场 强 表达 成 ( 见 上 章 习 题 3) 
FF, od, 和 中 十 -人 , | 4， 172) 
或 采用 微分 形式 表达 ,上 两 式 叫 分 别 表示 为 
N=dwt+w 入 
上 (4,173) 


F=dA1AAA 


4. 7 中 人 交 标 深 场 与 自 旋 联络 时 空 规范 理论 初步 .14] ， 


由 二 述 类 比 串 看 出 ,在 广 交 林 对 论 中 为 保 证 局 域 Lorentz 变换 的 不 变性 , 南 引 人 日 
旋 联 络 ww,w 相当 于 Ot} 规范 场 执 ,在 相 详 曲 康 形 式 及 相当 于 (x) 规范 场 强 . 

以 上 分 析 麦 明 将 空间 正 交 杯 架 转 动 对 称 规范 化 , 自 旋 联络 相当 于 规范 场 势 ,而 
曲率 相当 于 规 荡 场 强 .进一步 能 否 将 平 称 对 称 规范 化 ?能 备 把 引力 规范 [Lorentz 
群 规范 推广 旬 Poincare 群 规范 ”这 种 设想 疗 往 关 很 大 困难 . 

下 而 我 们 分 析 下 广 妆 相对 论 中 的 广 六 协 变 原理 .物理 规律 可 用 任意 韭 惯性 
系 表 达 , 邯 物理 规律 可 用 任意 局 域 坐 标 系 表达 .着 流 形 局 域 坐标 作 光 背 的 记 穷 小 变 
卉 


人 {4.174) 
企 此 无 穷 小 变 拉 下 , 标 架 场 的 守 换 足 
BF 二 + {4.4175) 


当 于 对 标 哥 场 的 自然 大和 指标 取 空 导数 (但 活动 标 架 场 的 指标 不 变 ). 当 我 们 考 
中 过 现 病 的 近似 本 在 某 点 匹 穷 小 分 城 选 正 交 标 朱 系 .使 标 沫 场 9 的 分 
蕾 沿 目 然 基 矢 2 方向 , 即 俯 = 训 ,这 时 上 式 可 近 修 表示 为 
站 全 14.176) 
相当 于 由 规范 参数 8 的 局 域 性 引起 规范 场 势 的 变更 , 即 在 线性 近似 下 .由 局 域 平 
移 (后 域 微分 同 胚 ) 空 换 的 不 变 性 ,所 害 引 入 的 规范 势 相当 于 多 ,而 相 成 的 规范 声 
温 为 
rm = Dh -Di {4.177) 
也 就 是 自 旋 联 络 的 找 率 ， 
当 将 平移 由 整体 变换 变 成 局 域 变 柳 , 而 将 标 果 场 &% 看 成 是 局 域 平移 群 的 规范 
势 很 名 强 ,这 因 标 架 场 &% 有 很 蝇 的 严格 限制 
。 (4.178) 
使 局 域 性 平移 &! 人 可 能 是 任 在 本数 男 一 方面 由 度 规 场 ge (+) 组 成 的 拉 氏 呈 
为 标 曲率 /一 [6 不 完全 不 同 于 标准 规范 场 的 -FF” 形式 .很 准将 广义 从 标 
变换 完全 纳入 规范 场 的 框架 . 
在 有 挠 崇 的 空间 , 标 架 场 9 与 联络 场 必 是 相 世 独立 的 .联络 的 挠 替 对 决定 流 
形 上 测 地 线 无 影响 ,因此 在 广义 相对 论 中 常 到 找 率 为 零 的 联络 , 即 黎 曼联 络 . 爱 因 
斯 坦 理 论 是 安 现 理论 .由 于 引 儿 常 数 G 的 值 非常 小 ,在 微观 范围 ,常规 物质 和 规范 
场 的 能 动 张 基 对 微观 范围 内 时 空 弯 遇 真 献 常 可 忽略 ,除非 是 在 宁 宙 下 期. 时空 
Lorentz 规范 轩 沦 常 相当 于 考虑 油 观 领域 的 爱 因 斯 坦 广 各 , 需 考虑 引力 场 本 身 廊 能 
量 动 量 张 晤 对 时 空 福 曲 的 影响 . 找 率 所 造成 的 时 空竹 曲 是 微 现 的 ,对 安 观 的 时 空 从 
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昌 没 有 直接 页 献 ,已 只 是 通过 找 率 所 对 应 的 规范 场 能 生动 量 张 董 ,经 爱 因 斯 则 方程 
影响 时 空 弯曲 . 

下 面 我 们 着 重 分 析 挠 这 为 零 的 黎 曼 联络 ,这 时 联络 妮 oo 可 由 标 朵 场 Y 及 其 
导数 决定 ,下 面 我 们 就 分 析 此 问题 .要求 白话 联 络 。 为 歼 曙 联络, 即 要 求 满足 下 


面 两 个 条 件 : 
i) 人 保 度 规 条 忻 , 即 哥 持 标识 场 的 止 交 性 ,在 
wy EW wp (4.179) 
2) 无 挠 条 件 , 即 
We {4.180) 
由 上 式 知 标 柴 结构 明 数 
(二 {4.181) 
其 中 
wn ppc {4.182) 
将 (4.166}) 式 循环 置换 后 求 和 ,注意 到 (4.179) 式 ,得 
of = 了 (太一 下 一 态 ) (4.183) 
进一步 可 证 哥 度 规 无 措 白 旋 联 络 系 数 为 


ap 一 (9 — dp }- 3 AR -OY)— F309 (aie， - oe )0 


(4.184) 
即 保 度 规 元 找 自 旋 联 络 ,可 由 标 架 场 及 其 导数 决定 ,下 好像 通常 Levi-Civitta 联络 
可 用 度 规 张 量 场 及 其 导数 表示 一- 样 ， 
歼 曼 流 形 上 存在 两 种 黎 曼 联络 ; Levi-Civitta 联络 与 自 旋 联络 ,下 面 分 析 它 们 
间 的 关系 .首先 ,由 联络 1 形式 可 算出 曲率 2 形式 ,其 指标 为 张 量 指标 ,可 得 到 丙种 
曲率 2 形式 间 的 关系 
r= do to Aw, = (dT +t TA Te = FfYe, (4.185) 
日 旋 联络 ] 形式 wi 的 指标 是 非 张 量 指标 , 它 与 Levi-Civirta 联络 1 形式 厂 间 的 关 
系 是 非 线性 的 .利用 (4.139a) 式 ,得 
wi A = wdr Adr =- dFdr)=-(v, dr Adr (4.186) 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 坐标 联络 的 对 称 条 件 , 再 注意 到 保 度 规 条 性 ,得 
0=V, (gH) = pV, H+(V, Fe 
好 


$4.8 测 地 线 Jaeobi 场 与 Jacobhi 方程 | .|43， 


和 [4.187) 
将 上 两 式 结合 在 一 起 ,得 
ws 188) 
或 写 为 
ae 
友 过 米 志 本 将 Levi-Civitta 联络 用 白族 联络 表示 
m= eet + dy (4.199) 
习作 用 在 张 量 场 分 量 上 时 ,含有 Levi-tiviua 联络 械 的 滩 变 导数 ， 与 含有 自 
旋 联 络 om 的 协 变 导数 户 间 有 关系 
D, 0, + oo, = (OD, + 1)e, {4.190 ) 
YY 由 (4.191) 
其 中 导数 理解 为 对 右 作 用 , 且 当 有 张 重 指标 时 ,由 联络 指标 缩 并 相应 张 基 指 标 . 例 
如 ,对 急 庙 量 场 
X= Ed. = tp, 
DE = (00 1 we = G0 + jae = BV,E (4,19) 
由 以 .1 运算 可 看 出 , 张 最 场 止 奖 活 动 标 架 分 量 的 协 变 导数 相当 于 将 标 架 场 抽 出 ,将 
日 旋 联 络 换 成 为 Levi-Civitta 联络 ,成 张 量 场 自 然 基 分 量 的 协 变 导 数 .为 简化 记号 ， 
可 将 两 种 黎 曼 联络 的 协 变 导 数 均 用 记号 了 代表 ,而 约定 , 当 作 用 在 标 架 场 时 ,可 将 
标 架 场 看 作 常 基 抽出 , 节 
Dr=0 (4.193) 
日 约定 
De sv = e+ he 
De -Ig tae 
标 沫 电 多 本 身 有 两 张 量 指标 ,因此 (4.193) 式 也 可 写成 
DE 一 了 页 一 下 (4,195) 
此 趟 吊 {4,189) 式 .由 此 方程 可 育 定 两 种 黎 曼 联络 间 美 系 .上 式 代表 n? 个 独立 并 
程 ,而 自 旋 联络 系数 与 ]evi-Civitta 联络 系数 的 独立 分 量 数 也 各 为 w! 个 , 族 可 完全 
确定 两 埋 问 的 关系 ， 


{4.194) 


4.8 测 地 线 Jacobi 场 与 Jacobi 方程 


测 地 线 旦 通常 欧 氏 空间 中 直线 的 推广 . 欧 氏 空间 中 两 点 间 以 直线 为 最 短 , 而 通 
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常 称 弯 昌 空 间 中 两 点 问 最 得 曲线 为 测 地 线 . 这 样 定 义 的 测 地 线 需 鼻 定 空间 具有 产 
规 来 测量 此 腐 . 在 末 和 定义 度 规 的 流 形 上 也 可 定义 测 地 线 , 例 如 在 仿 射 联络 波形 上 ， 
如 $3.4, 和 将 测 地 线 定 义 为 自 平 行 曲 线 , 即 平行 输 运 自己 切 矢 的 曲线 . 测 地 线 的 这 两 
种 定义 对 歼 曲 流 形 是 相同 的 .短程 线 概念 仅 对 具有 正定 度 规 的 黎 曙 流 形 有 意义 ,而 
日 平行 线 概念 对 ) 义 黎 曼 流 形 , 甚 至 在 没有 定义 度 规 的 仿 射 联络 流 形 也 是 对 的 , 即 
当 流 形 上 给 定 联 络 1 形式 局 =dz T(x) ,用 vw 表示 沿 曲 线 的 切 向 量 .可 这 样 定义 
测 地 线 : 平 行 输 运 日 己 的 切 矢 量 的 曲线 称 为 测 地 线 , 即 在 浏 地 线 上 各 点 均 满 足 


Vu =0 (4.196) 
当 取 局 域 坐标 时 ,将 切 矢 表 为 = 罕 - 了 , 划 得 测 地 线 方程 组 
dr dx dr 
ri gd -0 (4.197) 


当 流 形 上 给 定 度 规 张 量 场 g(x) ,可 选 与 度 规 张 量 相 容 的 对 称 联 络 , 这 时 ,可 用 
gu(z) 及 其 导数 表示 , 故 测 地 线 由 度 规 场 决 定 . 

下 面 分 析 测 地 线 为 短程 线 的 几何 意义 . 流 形 上 经 p,q 两 点 的 曲线 7y(z) 
(Yt0) 二 ,XY(1)= gq), 利 用 度 规 可 定义 此 两 点 曲线 的 强 长 


Siy] -| ys, di (4.198) 
弧 长 SLY] 为 曲线 yx(t) 的 泛 旺 .下面 求 此 驱 长 为 最 短 的 极 值 条 件 . 由 经 典 力 学 天 
家 熟悉 的 作用 量 泛 师 


s[y] = | Great (4.199) 
让 
为 极 值 的 条 件 , 即 要 求 Lagragian 畏 数 L(x ,2 ) 满 足 Euier-Lagrangian 方 各 
dfoLY or _ 
se ) -5 =0 (4.200) 


现在 工 =v g(r ) 宫 ,相应 Fuler-L.agrangiar 方程 为 


er 
, | dE 
d | 2 ;| (4.201) 
ve 2Vgrr 关 


弧 长 证 晒 SLyY](4.198) 与 曲线 Y= y(t) 的 参数 选取 无 关 . 如 选 曲 线 佑 数 ; 与 自然 
参数 7 成 比例 


i 二 ci E .为 带 数 
d = gydx' dx’ = cd?’ 
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即 
Vg =1 1=c 
方程 (4.201) 化 为 


. | | 
SF (gut) = = 3 2 {4.202) 
即 
， 可 口 
Ej 十 人 了 二 二 
注意 到 方程 的 对 称 性 , 易 证 
28 1 (2 Bs |; 
dr = 2 97 BE 工 
并 利用 g*gs = 全 ,可 得 
r+ Tr = (4.203) 
其 中 
1 ok dgy Og -更 ] 
nm = 二 38 3 + 3 Fd (4.204) 


为 度 规 张 量 场 决定 的 歼 曼 联络 (4.142) 式 ,而 (4.203) 式 与 (4.197) 式 同 ,在 歼 曼 流 
形 王 两 点 间 短 程 线 就 是 用 黎 曼 联络 决定 的 自 平 行 线 ， 
下 面 我 们 分 析 在 测 地 线 y{) 附 近 曲 线 族 的 相 ar 9 
对 行为 , 即 考虑 由 点 p 到 点 9 的 曲线 族 
天 :了 工 一 
us ti F(au,t) 
对 商定 ,FCu,7) 二 Y(t) 为 由 p 到 g 的 曲线 ,而  ， Mn 
当 x = 和 为 给 定 测 地 线 
Yt1) = yet) = POO,#) 

而 假定 曲线 y 可 连续 地 畸变 为 

a(l1)}= YY 1 (zt) 

Br) = y(t) 
曲线 族 六 (相对 y(#) 的 变更 又 可 称 为 y 的 变 分 .由 F(w,t) 的 连续 性 ,也 可 辕 


定 这 时 (ww ,1) 三 F(w) 为 由 a(t) 到 8(1) 的 曲线 .下面 用 V = 六 了 =- 二 为 切 
于 相应 曲线 族 的 切 场 ,假定 它们 间 关 系 满足 
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LV=[,V|=0 (4.205) 

即 它们 中 任 一 个 可 被 另 一 个 线 族 变更 回 自己 ,这 时 ,在 黎 曙 流 形 M 上 , 当 肥 尤 找 
的 黎 曼联 络 , 这 时 联络 找 率 张 量 了 为 零 条 件 ， 

TU,V=V VV-Vy -VI=Y,V-Yy =0 (4.206) 


而 整 曼 曲率 张 量 算 子 RCLV ,万 满足 
RUVJV=(Vw YY Vo) 
Ey vv vvVV 
(4.206) 


VVyV- VyYy] 
当 Y(2) 为 测 地 线 时 ,WY VV =0, 上 式 化 为 


VyVyl+ RI,VIV=0 {4.207) 
此 方程 称 为 Jacobi 场 方程 ,满足 此 方程 的 矢 场 .= 称 为 Jacobi 场 , 它 是 测 地 线 的 
无 穷 小 变更 场 /满足 的 方程 


取 满 足 测 地 线 方程 (4.197) 的 曲线 yfr), 它 是 平行 输 运 自己 切线 Y 的 测 地 
线 , 褒 曲线 yt 1) 如 存在 非 零 的 Jacobi 场 J 了 它 是 测 地 线 y 的 测 且 变更 场 , 满 足 方程 
(4.207), 设 此 非 零 的 Jacobi 场 在 测 地 线 Y 上 点 p 与 点 4 椒 为 零 , 则 称 点 p 与 9 为 
测 地 线 上 的 共 辊 点 ,表明 在 点 请 处 无 穷 小 邻近 测 地 线 会 在 9 处 相交 .例如 ,球面 上 
的 对 蕊 点 即 相互 共 罗 点 .而 具 非 正 截 盟 率 (参见 $6.3) 的 黎 曼 流 形 没 有 闪 点 ， 


了 症 
习 题 四 


1. 在 三 维 欧 氏 空 间 中 ,利用 外 微分 算 于 dd 及 Hodge * 运算 ,证 明 下 列 种 式 ， 
gradjg = (gradf)}g + f(gradg) 
curli AV)= (gradf} rr V+ Flcurd¥) 
dive FAY)= (gradf) - WV + fdivy 
dv Vx W)= Wor VculWw 
2, 四 维 欧 氏 空间 U(1) 规 范 场 , 场 方程 为 
BF = J,dr* 二] 
请 号 出 其 相应 分 其 表达 式 ,并 请 证 明 
i = 人 0 
即 通常 访 守恒 方程 . 
3. 请 证 明 
*#o, = sgn(g)(. 1)" a, 
a 
ardB-1) = (Ba, ,六 


$4.8 测 地 线 jacehi 场 与 jacobi 方程 


"147 、 


4. 对 黎 曼 流 形 ,请 证 明 下 列 等 式 : 
RY = -时 


Bg... = pea" py = det(g, )) 


I = 5 (lng), 
ea, 一 一 产 2WVa) 
5. 请 证 明 歼 曼 曲 率 张 量 满 足 Bianehi 恒等式 ， 
Pim = 0 


并 导出 其 的 化 形式 
Vv ( 溉 一 目 放 ) = 0 


6. 请 证 明 在 二 维 与 三 维 空间 ,可 由 Ricei 张 量 完全 拟定 黎 蜂 曲率 张 量 . 
7, 自 旋 联络 是 繁 曼 联络 千 ?请 分 析 在 的 妈 流 形 上 Christoffel 联络 与 自 族 联络 的 美 系 . 


第 五 章 ” 欧 空间 的 黎 曼 子 流 形 
正 效 活动 标 架 法 


欧 几 里 得 空间 是 大 家 熟悉 的 平 自 空间 ,任意 x 维 光滑 流 形 局 域 像 吕 , 旦 所 有 
黎 曙 流 形 均 可 散人 在 是 够 高 维 的 欧 氏 空间 中 作为 共 子 流 形 .了 欧 氏 空间 具 平 庸 联络 
及 堆 曲 率 , 肘 度 规 平 良 ,而 作为 其 子 流 形 的 黎 曼 度 规 及 联络 可 由 其 人 了 欧 氏 空间 的 平 
庸 度 规 诱导 组 成 ,故我 们 特别 注意 研究 欧 氏 空间 的 子 流 形 ， 
在 $5.1 我 们 先 分 析 : - 般 黎 曼 流 形 中 正则 子 流 形 .在 将 流 形 M 腾 人 获 曼 流 形 
N 时 ,将 切 场 推 入 , 问 时 将 余 切 场 抑 回 ,可 由 N 上 度 规 下 联络 得 M 上 诱导 度 规 及 
诸 导 联络 . 件 5.2 用 活动 标 架 法 分 析 岛 维 欧 空 间 .2" 中 子 流 形 .$5.3 分 析 三 维 欧 
空间 中 划 线 邱 曲 而 ,这 是 经 典 微 分 几何 的 译 要 内 容 . $5.4 用 Cartan 活动 标 损 法 计 
算 歼 章 曲 率 ,利用 对 称 性 分 析 , 用 Cartan 绪 构 方程 , 常 能 通过 简捷 计算 得 到 柳 曙 有 曲 
率 张 量 . $5.5 分 本 伪 球 商 与 Bcklund 变 摘 ,它们 在 分 析 攻 线性 可 积 体 系 施 了 解 时 
非常 有 用 .最 后 一 节 介绍 局 域 法 坐标 系 ,在 我 们 分 析 流 形 局 虞 性 质 时 , 引 人 人 局 域 法 
掌 标 系 , 常 可 使 各 种 分 析 计 算 大 为 简化 . 


3》5.1 歼 曼 流 形 的 子 流 形 ” 族 导 度 规 与 诱导 联络 


设 mr 维 流 形 ME 等 长 淄 入 在 维 歼 曾 流 形 六 中 ,= 万 二 户 , 户 20. 册 于 我 们 
这 里 仅 分 析 局 域 性 质 ,可 认为 M 是 蔚 入 在 N 中 
i:M 一 ny 
用 (Di 表示 M 的 局 城 坐标 卡 , CV, iw 1 } 表 示 N 的 局 域 坐标 卡 , 垦 人 于 
流 形 M 可 表示 为 
uw = wr) 


将 M 刁 入 ,诱导 将 切 窑 间 推 入 ， 


(Cr = Er i X= ED, (1 = Qn, 
dr 
= (5.1) 


歼 曼 流 形 N 上 定义 有 度 规 : 
dd 一 mu dw” y np, 二 和 


$5,1 和 歼 最 流 形 的 子 流 形 ” 诱 刍 度 规 与 话 导 联结 149 ， 


N 上 度 规 张 量 场 ;和 | 被 拖 回 映射 得 MM 上: 度 规 场 1 1 
du Aue 


da 一 vm gr Dod dx = gy,de de 
EF 
一 加 人 ar 一 EB (5.2) 


18g (zr)1 称 为 于 流 形 M 于 诱 导 度 规 , 使 撒 人 了 流 彤 M 为 黎 曼 流 形 . M 上 两 任意 
切 场 
X ea，Y= yaE HM) 
可 得 N 鞋 相 应 切 场 
入 二 #10, EAN) 
这 堵 , 两 切 场 间 内 积 
(X,Y Fg, = Fy Fe 


在 不 引起 混淆 时 , 常 可 将 M 及 其 酚 入 像 i(M) 看 成 等 同 , 自 可 和 扰 略 标志 度 规 的 下 
标 和 上 戌 N, 简 记 为 


da 


2 = Fy = (X, Y)、 


(X,Y) = (X,Y)y = (X,Y), (5.3) 
对 二 两 切 场 间 李 括 弧 运算 
了 0 6 
-ea eh a aa 


此 式 表 明 现 切 场 被 推 人 后 作 李 括 弧 运算 等 于 先 作 李 括 弧 运算 后 再 推 人 , 即 可 简 记 
为 


[X,Yjly = TIX,7] (5.4) 
N 中 向 量 V 在 点 p€ M 与 M 中 所 有 在 p 点 的 切 向 量 X 满足 
{(V,X)=0 


则 称 V 为 M 在 中 在 点 p 的 法 向 量 . M 在 N 中 单位 法 向 量 场 称 为 M 的 法 截面 . 
在 N 上 给 定 联络 1, | ,可 对 N 上 张 量 场 进行 协 变 微分 5 运算 .对 M 上 切 场 
多,，Y 的 推 和 信人 切 声 区,Y ,可 计算 协 变 导 数 


Dt _ a 
Vv Yly= 总 (25 十 = 
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= (0 {367) + rT 7) 
其 值 与 N 上 联络 场 i | 的 选取 有 美 , 而 与 切 场 杠 入 扩张 无 关 , 可 简 记 为 
TY = VY 1, 
它 可 能 不 骨 切 于 子 流 形 M ,利用 N 于 度 规 可 将 它 分 为 两 部 分 
VY = VY+H(X,Y) (5.5) 
其 中 YY 为 其 切 分 量 ,市 万 (X,Y ) 为 其 法 分 量 , HCX,Y) 与 寥 人 子 流 户 在 该 点 
的 任意 切 方志 生 直 .Y 称 为 由 VY 诱导 的 联络 . 
令 了 ,g,EF(M) 为 M 上 任意 函数 
VaggY [y=VapgY = f(X(g)Y tg VY HN)Y + fgV xyY + frH(X,Y), 
以 
VagY = JX(g)Y + fe¥xyY (5.6a) 
H(ifX,gY) = feH(X, Y) (5.6b) 
即 由 仿 射 联络 VY 诱导 的 联络 仍 为 仿 射 联络 . 
NN 十 联 络 9 无 乒 即 满足 
(VY — Vy KX-[X,Y)), =0 
则 由 (5.4)(5.5) 式 得 
VxY+H(X,Y)- VyX- HC(Y,X)- [X,Y1=0 
即 
ViY- VyX-[X,Y]=0 (5.7a) 
H(X,Y) = H(Y,X) (5.7b) 
即 诱 导 联 络 仍 无 乒 . 
如 NN 上 所 给 联络 为 保 度 规 的 歼 曼 联络 , 则 由 (5.3)(5.5}) 式 得 
(XYZE 2M)) 
Va(Y,2) ly = ((VeY ,2) + (YY,VrZ))y = (Vy Y,2) + (Y,VxZ) 
而 左右 = 旦 (YY,Z})lyw=X(Y,Z)=Yy(Y,Z), 即 - 
Vy (YYZ) = (VY,2)+(Y,VrZ) (5.8) 
诱导 联络 Y 仍 为 保 诱 导 度 规 的 黎 曼联 络 . 
当 M 为 N 中 余 维 p=1 的 子 流 形 , 称 M 为 N 中 超 曲面 ,这 时 (5.5) 称 为 Gauss 
公式 ; 
VY = VYxY+B(X,Y)E (5$.9) 
这 里 忆 代 表 超 面 M 在 N 中 单位 法 向 量 场 . BC(X,Y)ERM),B 为 M 上 双 线 性 对 
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称 二 阶 协 变 张 量 场 , 称 为 M 的 第 了 基本 形式 ( 度 规 场 G 称 第 ] 基本 此 式 }. 而 
VxE =— AXE AM) (5.10) 
称 Weingarten 公式 .这 时 < = (已 ) = 工 1 笑称 形 状 算 子 (shape operator), 为 
1,t) 型 张 量 场 , 易 证 
BUX, YY) = (AX, Y)y {5.11) 
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:" 具 非 常 简单 性 质 , 度 规 可 取 有 二, 且 在 任意 点 p€.2" 的 切 空 间 TF 与 
余 切 空间 了 ,1 ”部 与 6” 本身 微分 同 胚 ,:” 具有 整体 坐标 基 . Cartan 用 活动 标 架 研 
究 嵌 人 在 高 维 欧 空间 中 光滑 子 流 形 . 下 面 我 们 先 分 析 -下 Cartan 活动 标 架 法 的 一 - 
般 特 点 . 

在 ” 维 菊 空间 "中选 正 交 活 动 标 架 : 

(eyelfr) ee) (5.12) 

活动 标 架 原点 x 作 无 穷 小 位 移 dx ,同时 整个 正 交 标 架 ie (x )i7 作 无 穷 小 转动 变 
换 de, ,它们 都 可 用 在 该 点 上 述 活动 标 架 展开 : 


dx = eh, (5.13) 
o--] 

de, = D>, eywn (5.14) 
1 


Pp- 
展开 系数 16.1 与 1ws | 都 是 1 形式 ,分 别称 为 活动 标 架 (5.12) 的 标 架 1 形式 与 联络 
1 形式 .它们 满足 欧 空 间 平 再 联络 的 无 乒 及 零 曲率 条 件 : 


d+ Mwahfd=0 (5.15) 
P=|1 

do t+ > A wn = 0 (S$,16) 
= | 


正 交 标 架 完全 刻 划 丁 物体 的 刚体 运动 ,上 述 两 方程 称 为 i" 中 刚体 运动 群 的 结构 方 
称 ,或 称 为 正 交 活动 标 架 的 结构 方程 .注意 到 在 标 架 转动 时 仍 保 持 标 架 的 正 交 性 ， 
【e。 ,ep 一 全 ,导致 
(de es) + (edep) = 0 
ag 二 一 cig (5.17) 
下 面 计 论 谋 入 在 3" 中 的 mx 维 定向 光滑 子 流 形 M ,可 将 活动 标 架 原点 取 在 子 
流 形 M 上 ,得 mx 参数 活动 标 架 .可 在 M 的 每 点 x 选 正 交 标 架 
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{XIE Em ems Es) 5.18) 
使 e, 人 所 z) 为 在 点 EM 处 子 流 形 M 的 切 夭 草 
etr) EE TN, ?RE 
且 1e,17 与 MM 的 定 由 一致 .而 6 (ma 有) 为 计 在 z 点 的 法 问 量 ,此 局 域 正 交 
标 染 称 为 子 流 形 M 的 Darboux 标 架 . 
在 流 形 M 上 选 局 域 人 举 标 系 tw 17 ,将 活动 标 架 原点 灌流 形 M 作 无 穷 小 位 移 ， 
并 将 它们 用 上 述 Darboux 标 架 展开 ; 


dx = Del (5.19) 
这 时 
= 日 (4u) = 4 de € A'(M) 
位 移 的 平方 称 为 流 形 M 的 第 工 革 本 形式 ， 
T= (dx,dx) = Sp? = Ng, Cn) du du (5.20) 
其 中 站 
gu{u) = > ee "5 (5.21) 


为 了 流 彤 诱导 度 规 , 随 着 活动 标 架 原点 转动 同时 ,整个 Darboux 活动 标 架 作 转 动 ， 
可 将 活动 标 架 的 无 穷 小 变换 也 用 相应 Darboux 标 架 展开 : 


= > em + > oo (5.22) 
de, = ec 十 3 Bu (3.23) 
展开 系数 iw | 都 是 1! 形式 

wa = wa EE ACM) (5.24) 

与 (5.,15)(5.16) 相 似 ,它们 满足 的 正 交 活动 标 架 的 结构 方程 可 表示 为 
dB + No, AD = (5.25) 
Sw, AW=0 (5.26) 
du， 十 Do 入 wp 十 5S Wa A ms = (5.27) 


| 
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1 
da, + Dj A wp + > we hw = 0 (5.28) 
有 -1 tr- mt+l 
mn 中 
1 1 
des + Sowa A wm +t MD ws A ws =0 (5.29) 
各 一 f -rmt+l 


由 (5.25) 知 ww, 为 子 流 形 M 的 联络 1 形式 ,与 (5.22) 式 比较 ,相当 于 在 (5.22) 式 中 
忽略 石 于 第 一 项 .可 将 M 上 切 标 各 变换 de, 正安 投射 到 Az 的 团 从 截 而 (AT) 上 ， 
得 到 M 上 活动 标 柴 的 协 变 导数 ， 

De, = Se 15.30) 


到 利用 产 空间 平 度 规 得 到 的 切 场 的 平行 输 运 ,得 正 变 投 射 到 MM 的 切 基 截击 ,上 用 
此 规则 来 定义 M 上 切 场 的 平行 输送 , 因 疝 得 到 诱导 的 歼 曼 联络 ,是 与 诱导 度 规 场 
gutt) 相 容 的 黎 总 联络， 

为 简单 起 见 , 设 MM 为 Fr 中 定向 超 曲 面 , 即 设 w= p+ 1,8M 的 Darboux 标识 
仪 和 有 一 个 法 向 姻 6 ,这 时 (5.17) 一 (5.20) 式 可 简化 为 


de, = ow, | en (5.31) 

2 
de - Sem (5.32) 

; 

dg + 3 A0=0 (5.33) 

2 
> oo A8=0 (5.34) 
du， + Yo, A wo t+ ws Aw, =0 (5.35) 
dws t > A ws =0 (5.36) 


£ 
由 (5.32) 式 及 i8 1 的 线性 泡 关 性 ,再 由 Carran 引 理 ( 风 1.6) 知 


tw = Sh, ,二 而， (5.37) 
J 引入 超 曲 面 的 第 日 基 本 形式 。 
1 =- (de,de,) = V6,0, = Yh,00 (5.38) 
而 超 曲 面 M 的 黎 曼 曲率 形式 可 表示 为 。 


和, 二 do, 十 Dw 由 名 二 一 芭 和 A Cp 一 了 2 Rt 入 8 
-1 
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Rp = Rah — hh ($4.39) 

(5.35) 以 及 由 它 守 出 的 (5,39) 和 (5.40) 式 ,党 称 为 fiauss 方程 ,而 (5.36) 式 相当 于 
通常 曲面 沦 中 的 Codazzi 方程 ,也 杆 将 它 写 成 点 旦 方程 形式 

Dk, - Th :ok Thy [5.40) 


$5,3 EE 中 曲线 与 曲 商 


出 二 人们 生活 在 二 维 空间 中 ,对 .三 维 空间 有 直观 的 几何 形象 ,下 曾 , 我 们 利用 
活动 标 潜 法 对 二 维 空间 中 的 曲线 与 曲 而 进行 分 析 , 它 们 的 几何 意义 很 明显 . 

导 二 维 罕 问 中 给 定 昌 线 ,可 如 下 选 标 架 使 此 曲线 的 表达 二 简单 ,首先 将 标 架 原 
成 选 在 曲线 上 , 且 今 e, 沿 切 线 方向 (为 明显 起 见 , 下面 三 维 空间 中 向 量 用 黑体 字母 
表示 ) 


dx = et, (5.41) 
1 = ds = (dx,dx) = 8 (5.42) 
9, = 土 ds, 取 定 符 吕 则 确定 了 曲线 方向 ,对 定向 曲线 ,可 先 
2 ds 天 0 
即 和 = 为 单位 切 向 量 ,其 长 为 
| 
| ds | = | 
曲线 .恒生 各 点 切身 量 的 六 面 称 为 访 点 的 法 平面 .注意 到 ei 的 长 恒 为 !, 故 
(a 户 =0 


即 在 < 天 0 的 点 ,9E 必 在 法 平 而 上 ,此 几 称 为 曲线 的 曲率 向 量 ,其 户 向 称 为 让 法 


线 方向 


82 为 单位 二 法 线 方 向 ,而 =x(s) 称 为 归 线 的 曲率 ,为 单位 切 向 量 对 弧 长 s 的 回 
转 率 ,在 切线 方向 变化 快 处 曲率 x 大 . 在 < 天 0 处 ,可 令 

p= ix (5.43) 
称 为 曲率 半径. « 恒 等 于 零 的 曲线 为 育 线 . 对 于 直线 , 主 法 线 方 向 不 确定 ,上 应 庶 曲 


§5,3 EE 中 曲线 与 曲面 ， 15S 


线 上 处 处 < 关 0, 即 有 确定 的 主 法 线 方向 e, , 按 右手 规则 选 定 活动 标 架 , 令 
B14  €1 ~ €) 


为 单位 付 法 线 方向 ,于 是 得 到 沿 些 线 的 单 参数 活动 标 架 ， 


村 Be， 二 > ers (5.44) 
其 中 
wa = Pgls)ds = — es 
0 x Di 
Py= |—x« 0 | 
' 姓 rt | 
员 
de, 二 一 KE 上 Te3 {5.45) 


上 式 中 = rs) 称 为 曲线 的 挠 率 . 曲线 切线 与 主 法 线 所 确定 平面 称 为 曲线 的 密切 
平面 , 挠 率 r 表示 曲线 密切 平面 的 回转 率 ,* 恒 为 零 的 曲线 为 平面 曲线 . 
对 封 骨 明 线 f ,还 可 引 人 侍 找 率 r{e) 


re) = 去 rd (5.46) 


为 共 形 不 变量 ,在 球面 上 rtc)=0, 并 存在 下 述 定理 : 
定理 5.1 如 对 某 曲面 ,其 上 封闭 曙 线 的 全 挠 率 为 零 , 则 此 曲面 必 为 球 司 . 

注意 ,对 -- 维 流 形 , 每 点 仪 有 一 个 场 方 疝 ,其 余 均 为 概 入 的 法 方向 , 故 - 维 子 流 
形 本 壬 相应 黎 总 联络 及 黎 曼 肌 率 张 旺 均 为 零 , 而 上 还 曲线 曲率 x (5s) 此 捷 率 fy) 
均 为 曲线 的 能 入 特性 ,由 这 两 画 数 可 惟一 决定 空间 时 线形 状 ， 

下 面 用 Cartan 的 正 变 活动 标 架 法 分 析 在 三 维 欧 空间 昌 面 S(ul ,zx . 选 曲面 
各 虞 法 加 量 为 es ,市 在 备 点 切 平面 上 , 选 止 交 标 架 el ,e, ,其 确定 还 可 差 -旋转 . 这 
样 党 曲面 S(x = x(w)) 得 双 参 数 正 交 活动 标 架 族 (x ;ej ,e;,e;), 正 交 标 架 原点 沿 
曲面 作 无 穷 小 位 移 

dx = et + edt, (S$.47) 


6 = {tu) = WH (dw €E AS) (5.48) 


U 
了 一 


曲 谭 第 工 基本 形式 


2 
{= ds*= (dr,dx} = RR+0 = Edu? 1 2Fdudv + Gdv? = VY) gdu' dw 


nn 


($.49) 
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正 冯 活动 标 浊 {zye ,es es) 和 的 无穷 小 变换 : 


de 一 | 1 


第 王 意 欧宝 间 的 拘 曼 子 流 形 于 溉 请 动 标 架 法 


de; = 上 Bi 的 13 + E30 (5.50) 
des = Elway + Bz 
其 中 os= oa 都 是 曲面 上 上 形式 .可 以 证 明 : 
命题 5.1 wz 只 与 曲面 的 第 1 基本 形式 有 关 , 即 存在 惟 -- 的 1 形式 wo oa 满 
足 条 件 
qd = 一 名 A dB =- 8 A ws (5S.51) 
证 明 如 有 wj 满足 
dt = 一 内 有， = -有 


则 得 
(oo AD =0, 1- 1,2. 
出 十 8 ,9, 线 性 独立 , 帮 忆 1, = 1. | 
男方 面 ,由 于 =0, 由 d0,=0 得 


Ww {5,52) 
由 Cartan 引 理 知 


a 一 Ql t bd 


{5.53) 
CU 41 一 be 才 oH, 
于 是 曲面 的 第 开 基 本 夫 式 
I[ 二 一 ‘dx ,de,) 一 一 0 ws Hy ys 一 a 十 26019， 十 cs 
2 
= 工 de +2Mdudv + do = >， hk, du dre {5.34) 


j=l 


曲面 的 第 基本 形式 决定 曲面 的 度 规 结 枝 ,决定 由 面 的 内 蕴 性 质 {intrinsic proper- 
ty) .而 曲面 的 第 全 基本 形式 反映 曲面 戏 入 在 :的 弯曲 程度 . 曲面 的 变 邮 程度 还 可 
通过 研究 昌 向 土 曲线 来 了 解 . 
曲面 上 过 点 声 作 曲线 c ,曲线 c 的 切 失 TT 与 标 架 基 矢 e; 火 角 为 #$, 则 
dx 号 


9 
T= de 1 ds 十 e; 下 一 eleos 负 + esing (5.55) 


必 


上 = exT (5.S6) 


和 = KN = rb + goes (5.57) 
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N 为 曲线 c 的 主 法 线 方向 ,* 为 曲线 曲率 .而 x 与 x 分 别称 为 法 曲率 与 测 地 曲 
率 .法 曲 谤 


fdT __ fidx 9) 了 5 
Ka (9 : oj]= (学 ' ds! | (5.58) 
a [31 8, E32 
ds ds ds ds 
= 008 + 26sinpeosg + csir 贡 ‘5,58a) 


在 曲面 土 党 某 切 方 向 dx 移动 时 ,造成 法 向 量 es 作 相 应 变更 dei ,des 与 法 向 
重 直 , 融 de; 也 属于 切 平面 .将 dx 映射 到 de; 为 切 平 商 的 线性 变换 , 称 Weingarten 
谈 摘 ,已 为 

de; =— Wi{dx) (5.$9) 
dey ~ elwis + By 
并 将 (5.47) 和 (5.53) 代 和 人 上 上 两 式 , 得 
Wle) = ae + hes 


Wies) = be + ce, (5.060) 
变换 敌阵 (7 ”为 对 称 知 阵 , 族 Weingarten 变换 为 自 虹 包 变 换 ,有 两 个 实 特 征 值 


| 与 矶 了 

入) = gu, W({p) = rov {5.61) 
相应 特征 方向 ,u,v 称 为 在 该 点 二 方向 , 半 两 特征 值 不 相等 时 ,两 对 应 特征 方向 徙 
此 于 实 


(u,v) = 0O, 对 ER 
Weingarten 变换 的 特征 值 cj ,x; 称 为 亡 曲 率 ,两 者 相 乘 (变换 矩 儿 的 行列 式 ) 称 为 
全 上 曲率 扩 
LN -MMR 


K = KR 二 UC 一 ob 一 EC Fp: 一 区 5.02) 
又 称 为 Gauss 曲率 .Weingarten 变换 后 阵 的 迹 的 一 - 半 称 为 出 面 在 该 点 的 中 曲率 日， 
H= 了 kit ec) = (a +e) (5.63) 


DT=0 的 曲面 称 为 极 小 曲面 . 
当 我 们 在 曲面 M 上 取 特 殊 的 Darboux 标 架 ,使 。 ,e。 分 别 为 南面 M 在 点 < 
的 Weingarten 变换 的 特征 方向 ( 主 方向 ), 即 有 
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wy = KI tw = Ksp, 
则 第 卫 基 本 上 撒 式 
. = Ai 和 + wr; (5.64) 
于 是 法 曲率 满足 
KE， 二 了 = Kico8 $+ ks Sir (5.65) 
此 式 称 为 Euler 公式 ,其 中 引 为 切 癌 最 dx 方向 与 主 方 向 ei 间 夹 角 , 即 
他 = coste，+ singe, 


法 曲率 x, 仅 与 曲线 C 的 切 向 量 方 向 有 关 , 而 与 切 向 量 长 度 无 关 , 相 切 两 曲线 在 切 
扣 的 法 膨 举 相同 ,由 曲线 切 向 量 dx 和 曲面 法 向 量 es 决定 的 平面 与 曲面 M 机 交 的 
平面 曲线 , 称 为 曲面 M 沿 方 向 dx 的 法 截 线 ,法 曲率 ec。 即 该 法 截 线 在 该 点 的 曲 
率 . 

满足 {5.61) 式 的 曲面 下 交 活 动 标 架 1x ;el ,e: ,esil 称 为 曲面 主 方向 止 交 活动 标 
架 , 或 称 为 曲面 的 二 级 正 交 标 弃 场 ,而 将 由 由 商 上 一 特定 折线 C 选 出 的 正人 交 标 保 
如 (5.56) 式 所 示 |x ;了 ,bb ,e;! 为 一 级 正 交 标 棵 场 .曲面 二 一 些 不 变 式 和 不 变量 与 
一 组 标 旧 场 的 选取 元 关 , 如 曲面 的 第 1 , 吓 基 本 形式 ,曲面 面积 元 9, A 0, 第 阵 


[2 “的 行列 式 和 济 等 .下 面 分 析 仅 由 曲 商 度 规 结构 (第 基本 形式 ) 决 定 的 上 而 


的 内 药性 质 .由 命题 1 知 昌 面 的 黎 曼 联络 w,, 仪 与 第 I 基本 形式 有 关 . 相应 地 黎 曼 
曲率 2 形式 
人 2 = dw = wh wn = Ke A Dh, ‘5.66) 

2 维 流 形 歼 曼 张 量 系 数 仪 有 一 个 非 零 独立 分 量 Ri 如 (5.62) 式 , 即 高 斯 利率 KK. 
形式 上 贤 斯 曲率 K 与 第 工 基本 形式 有 关 ,在 高 斯 以 前 ,K 是 由 第 | 基本 形式 与 第 
|[ 基本 撒 式 的 系数 共同 确定 的 
HE hk 一 A _ Rv 
1 gg 一 有 2 本 
而 高 斯 证 明 ,高 斯 曲率 K 可 由 曲面 的 第 工 基本 形式 定 出 来 ,为 曲面 的 内 获 性 质 , 即 
存在 下 述 重 要 完 理 : 
高 斯 大 定理 (Gauss-rernarkablie theorerm] 曲率 KK 是 与 第 | 基本 形式 有 关 . 

首先 由 命题 5.1 知 获 曼联 络 wp 仪 与 第 工 基本 形式 有 关 , 而 (5.66) 式 右 端 曲 
面 面 积 光 也 仅 与 度 规 场 有 关 , 故 高 斯 曲率 K 仪 由 度 规 场 1g, | 决定 . 

对 曲面 M 作 同 胚 映射 ,如 归 求 曲面 M 上 任意 光 谓 曲 线 忆 的 像 的 白 长 与 曲线 


K = {5.67) 


$5.3 "中 曲线 与 曲面 ， 1359 ， 


C 的 蜂 长 相同 , 则 称 为 等 长 映射 .例如 ,将 : 张 纸 光 清 地 无 伟 纺 的 变形 , 均 为 等 长 映 
射 .曲面 MW 在 等 长 喘 射 下 不 变 的 性 质 , 称 为 曲面 的 内 达 人 性质, 它们 只 能 用 曲面 的 
第 一 基本 形式 1g, 以 及 其 偏 导数 表示 . 例 旭 曲 喇 上 阳 线 弧 长 ,两 切身 量 问 夹 角 , 曲 
面 面 积 等 均 为 曲面 的 内 萄 性 质 ,而 上 述 高 斯 定理 表明 ,曲面 的 高 斯 曲率 也 为 曲面 的 
内 蔓 人 性质 ,这 是 高 斯 的 一 重要 员 献 

曲面 的 高 斯 曲率 场 为 曲面 各 点 两 主 曲 率 | 与 < 的 积 , KK = jx;. 当 我 们 固定 
曲面 度 规 , 对 脂 面 作 等 长 映射 ,可 分 别 改变 x ,x; ,但 是 它们 的 乘积 cx 一 K 不 能 
改变 .例如 , 取 一 薄 纸 , 当 它 平 永寿 课 面 上 ,其 主 曲率 x, , x; 均 为 零 .可 作 等 长 映射 
而 将 它 卷 成 一 柱 形 管状 ,这 时 保持 x; -0 而 改变 为 非 鹤 ,但 是 高 斯 晶 率 K 仍 保 
持 为 零 .但 是 决 不 可 能 将 纸 同 时 在 两 方向 上 卷曲 ， 

x| 与 wz 的 乘积 高 斯 曲率 K 是 曲面 本 身 的 内 区 性 质 , 是 在 临 面 作 等 长 映射 下 
的 不 变量 .但 是 曲面 的 平均 曲率 妃 = 六 Ce + xz ) 不 是 曲面 内 蕴 性 质 ,而 是 钳 人 特 
性 ， 

遇 面 上 上 正 交 标 抽 场 的 选取 可 以 差 “ 转 码 , 曲 面 上 几何 量 , 包 括 曲面 二 曲线 嵌入 
特性 的 几何 量 ,都 可 用 正 交 标 架 表示 ,而 日 应 该 与 曲面 标 架 场 的 选取 无 关 . 下 面 简 
单 介绍 下 三 维 欧 空 间 中 则 而 上 的 - 些 特殊 曲线 . 

给 定 曲 面 上 曲线 e (:), 可 选取 .组 正 交 标 架 场 }ja ,T,D,eii 如 (5.56)， 
(5.57) 式 所 小. 


EE 一 x + kB 


a 
下 =— xT+rib 


d 
测 地 曲率 “和 决定 了 周 线 切 向 量 沿 曲线 的 协 变 导数 
Vv ,T= «xb 
省, ==0, 曲 线 切 向 人 党 曲线 平行 输 运 , 邵 此 沿线 为 测 地 线 , 测 地 线 是 曲面 上 两 点 
同 曲 线 弧 长 取 极 值 的 曲线 , 测 地 线 主 法 线 与 曲面 法 线 平行 ,此 条 件 可 写 为 
(dT,ey x T)= (dT,es,T)=0 (5.68) 
此 即 测 地 曲率 x =0 的 条 件 . 
通过 曲 而 上 任意 普 点 pE M , 沿 任意 方向 dx 仪 肥 一 根 测 地 线 .该 测 地 线 在 点 
户 的 找 率 , 称 为 曲面 M 在 点 p 沿 切 方向 dx 的 测 地 挠 率 
r。 = (%, B41 X T)= (Se, es,T | (5.69) 
在 曲线 M 上 过 点 p 有 两 个 主 方向 ,el { ez) 是 使 曲面 法 曲率 取 最 大 (小 ) 值 的 方 
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向 . 主 向 量 声 的 积分 曲线 称 为 主 曲 率 线 ,其 切 方 向 为 下 eingarten 变 摘 的 本 征 方向 ， 
即 潜 此 方向 的 法 线 变 更 de; 沿 切 方向 
de; =— W(dx) =— A(s}dx 

故 王 曲率 线 的 切 向 测 地 找 率 为 替 

(dx ,ei3,de;} =0 (5$,70) 
此 条 件 为 主 曲率 线 的 充 要 条 件 , 即 潜 王 曲率 线 切 方向 , 曲 协 的 油 地 乒 这 zx, = 人 0. 证 
曲率 线 的 密切 平面 与 该 点 法 截面 平行， 

当 上 总 疡 处 上 与 x; 反 号 , 即 

K=a-b 0 
这 时 该 点 的 第 [基本 二 次 式 果 分 解 为 两 个 实 系数 一 次 式 的 乘积 . 这 时 有 可 能 存在 
法 曲率 e 为 零 的 方向 ,此 方向 称 为 遇 面 在 该 点 的 渐 近 方 向 . 即 沿 此 方向 


即 

{dx, widx)} = {5.71) 
渐 近 方 问 场 的 积分 遇 线 称 为 渐 近 线 , 易 证 渐 近 曲线 的 密切 平面 与 曲面 切 平面 重合 . 
而 主 曲 率 线 及 测 地 线 的 密切 平面 通过 法 线 ,与 该 点 法 截面 重合 ,与 渐 近 曲线 特性 愉 


SS.4 用 Cartan 活动 标 架 法 计算 歼 曼 曲率 


F 面 我 们 简短 讨论 黎 曼 曲率 张 量 的 计算 问题 . 当 流 形 上 给 定 度 规 线 量 场 
&s(z) 后 ,由 (4.17) 可 算出 歼 曙 联络 ,再 由 (3.50) 或 (4.81) 算 出 黎 曙 曲率 洲 巧 . 这 
种 计算 往往 很 繁 . 用 Cartan 活动 标 架 法 ,利用 Cartan 的 两 个 结构 方程 常 刘 有 效 . 万 
其 是 当 流 形 基 有 一 定 对 称 性 时 ,更 加 方便 ,并 能 够 同时 得 到 标 架 场 与 曲率 张 量 场 . 
简短 说 其 方法 由 下 面 三 步 组 成 : 

1) 按照 体系 的 对 称 选 活动 标 架 ,并 最 好 选 正 交 活动 标 集 . 
2) 计算 联络 1 形式 下 二 8 了 .由 下 面 两 条 件 来 惟一 确定 歼 曼 联络 

(i) 保 诬 规 : dg = TT, + 了 (5.72) 

{ii) 尤 找 :dP + 下 六 他 = (5.73) 
3) 计算 曲率 2 形式 


OQ= d+ A = RAP (5.74) 
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上 两 式 {5.73){5.74) 即 Cartan 结构 方程 , 常 能 通过 简捷 计算 得 到 黎 曼 曲率 线 量 ， 
下 面 举例 说 明 上 以 体 计算 过 程 
例 5.1 2 维 球 甸 5S*=|x€. 1ix| 三 1 
第 一 步 ” 由 上 度 规 形式 确定 正 交 活动 标 架 1 形式 

昌 = rid + ri(sinddo) = (Co) + (oa) (5.75) 
其 中 正 交 标 架 1 形式 


5 = rdg，9 = rsinbqy (5.76) 
第 “ 步 ”由 Cartan 第 一 结构 方程 及 无 挠 度 规 条 件 
de” =—w A a 

(5.77) 


(lw, + w, = 0 
解 册 联 络 1 形式 只 有 | =1 个 独立 的 联络 1 形式 


wi Fd + gdg 
将 (5.76) 式 取 外 微分 ,与 (5.77) 式 比较 ,得 


ca 二 一 cospde (5.78) 
第 二 步 ” 出 Cartan 第 二 结构 方程 算 曲 率 2 形式 ,得 
Ni= 3 Rr Ad = dl = 总 5 A go (5.79) 
Ricci 有 曲率 张 量 
ca) Lt (5.80) 
iw 了 10 上 ' 
Ricei 标 易 率 


大 Rog = tr(%,) = (5.81) 
高 斯 曲率 
K = Ri = 上 (5.82) 


即 S 为 正常 曲率 面 . 

例 5.2 … 维 欧 氏 空间 中 的 盆 球 面 ; 厂 线 旋转 面 
如 图 5.1 所 示 , 在 yx 平面 上 ,曲线 C 上 任意 

点 户 引 曲线 切线 变 = 轴 于 9 点 ,线段 pg 的 长 度 为 

常数 值 a ,此 曲线 称 为 太 线 ,以 = 轴 为 轴 作 犬 线 旋 

转 面 ,其 上 各 点 可 用 三 维 欧 氏 空间 坐标 表示 为 


- 


162 ， 第 方 章 ” 欧 空间 的 黎 野 子 流 形 ”正安 活动 标 黑 法 


T= dcosgpeosy 
y= davrosgsinv 
之 二 alntan( 十 了 于)- asing (5$.83) 


易 让 ,此 厂 线 旋转 面 的 无 穷 小 弧 长 ds 为 
ds = a {tan gdp” + eos dv} = a (de + dy fy 


££=av, n= alosg (5.84) 
1) 选 标 架 1 形式 
全 = 本 9， 中 = pb {5.85) 
2) 算 联 络 上 形式 ,由 
d8 = 0 d 
得 
ol 一 - 和 (5.86) 
3) 得 曲率 2 形式 
0 = dop =— ,bh (5.87) 
故 高 斯 肝 率 
K =- (5.88) 


为 负 常 曲率 面 , 称 伪 球 面 . 


$5.5 伪 球 面 与 Bicklund 变换 


声 - Mills 场 论 与 引力 理论 都 是 非 线性 场 论 , 其 中 完全 可 积 精确 解 的 存在 起 重 
要 作用 ,它们 都 在 - 些 共 同 特点 ,例如 , 手 征 场 模型 与 自 对 偶 杨 -Mills 场 , 以 及 轴 对 
称 引 月 场 (Ernst 场 方程 ) ,它们 部 是 自 耦 台 体 系 , 均 具 有 折 扑 目 平 良和 铂 子 解 .这些 扳 
子 解 常 呈 用 伪 球 面 描写 ”" ,并 可 利用 Bicklund 变换 得 旬 新 解 .本 节 我 们 利用 活 
动 标 保 法 来 分 析 三 维 欧 氏 空 间 中 伪 球 面 (kK = -1 的 常 曲率 面 ;. 并 分 析 其 
Haicklund 变换 ”, 熟 练 地 掌握 它们 有 利于 深入 分 析 上 述 各 完全 可 积 物理 问题 . 
上 市 例 5.2 具体 分 析 了 在 二 维 欧 氏 空间 中 犬 线 旋 转 面 , 为 
] 
=- ; 


上 
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68; = fdu, 8, = gdv (S.809) 
wy = fd wn = egda (5.90) 
得 
qd = 一 on 下凡 三 一 了 .qu Adv (5.91) 
dp =— OAws = guduAdy 
得 
wi = du - dv (5.92) 
由 Codazzi 方程 (5,36) ,有 
do =— wi, A wy (5.93) 
将 (3.90) 和 (5.92) 式 代 人 上 式 , 得 
(er -ka 六， Kiof =0 (5.94) 
由 于 =xikgi 二 一 1, 可 令 
Ki = coth, rk; = tany (5.95) 


代入 (5.94) 式 ,得 
(inf) ,+ (— Insing), = 0 


f= U(u)sing (5.96) 
类 似 可 证 
g= Vv)cosy (5.97) 
改变 主 曲率 线 参数 ,可 将 UGw),V (vw) 分 别 吸 人 dz 与 dv 中 ,得 
B= singdu, 6, = cosydv 【和 .98) 
wi = ospdu, wn = singduo ($5.09) 
于 基 此 伪 球 面 的 两 基本 形式 为 
= sin uda + eos jdv’ (5.100) 
I = cosysingldu’ ~ dw:) (5.101) 
开 可 分 解 为 两 个 实 系数 的 一 次 式 , 即 存在 两 个 渐 近 方向 ,此 两 汤 近 方向 的 夹 角 为 
2y, 
将 (5.98) 利 (5.99) 式 代入 (5.92) 式 ,得 
wn = Wdu + ydv {$5.102) 


由 高 斯 方程 (5.66) ,有 
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Gor = KO A d=— 8 A 0, {5,103) 

将 {5.98) 和 (5.102) 式 代入 ,得 
Po Pe = Sn pcosy (5.104) 

而 两 出 近 方 向 光 角 p= 二 2y 满足 
中 一 的 (5.105) 


此 即 熟 知 的 sin-Gordon 方程 . 于是, 当 sin-Gordon 方程 有 一 个 解 , 则 可 如 (5.98)， 
(5.99),(5.102)- 一 样 写 出 ,wns ww: ww ,它们 满足 结构 方程 ,这 组 标 哥 的 端 
点 好 KK = 一 1 的 伪 球 而 .这 样 ,sin-Gordon 方程 的 一 个 解 与 一 个 伪 球 面 1 一 1 对 应. 

由 方程 的 -个 解 得 到 另 一 个 解 竟 变换 称 为 Bicklund 变换 .方程 的 每 个 解 对 应 
于 一 曲面 { 的 球面 ) ,可 称 为 莪 子 面 , 现 讨论 由 一 个 拔 子 面 M 变 到 另 一 个 孤子 面 M 
的 曲面 变换 . 


图 5.2 两 伪 球 面 间 的 Haicklund 变换 


两 曲面 的 公共 切线 族 可 组 成 线 汇 , 选 


el = eI (5.106) 
沿 公 切 线 , 而 
=X+rel (5.107) 
设 黄 曲面 法 线 e; 与 e ; 间 夹 角 为 + 
(e363) = cosr (5,108) 


如 果 r 与 z 为 常数 , 则 称 相应 线 汇 为 假球 线 汇 . 
Backlund 定理 ” 候 球 线 汇 的 两 个 焦 暑 面 的 高 斯 曲率 相同 ， 


K= EK =- <0 (5.109) 
~ 


证 明 采用 右手 标 提 ,由 (5.106) 箱 (5.108) 式 知 


§ 5.5 以 球面 与 Bicklund 变换 


Be 2; = cosre, + sinres 


ey =— sinre, + cosres {5.110) 
dx =e +e2d;, = en, + (cosres + sinre)d', 
男 一 方面 ,有 
dx = dx+ rder = et + es + rieswa + Ewa) 
两 者 比较 ,得 
8 = (5.111) 
COSTH , = ,+ reoal (5S.112) 
sinth 一 jj (S$.113) 
申 上 两 式 消去 8, ,得 
sinr (Hs + rw ) = rooerws (5.114》 
注意 到 (5.53) 式 ,由 (5.110) 与 (5.113) 式 ,下 证 
人 A fd, = pb A 6, C$.115) 
另 - 一 方面 ,有 
w= (deie3) = (des, ~ sinres + cosfey) 一 -Sinroll + cosrwa 
此 利用 (5.51) 式 ,得 
w= 6, 


yn 二 tde ,, e 31) 一 cos: r (de, , ei) 一 smrfdei,e:) 一 Wa 一 be 十 (中 - 


tal 入 人 一 一 npg, 和 A 0, 
与 (5.115) 式 比较 ,如 思 关 0, 则 
- 四 本 
de; = 一 wi 和 wy 二 = 0 A =- 0, Ag., 


即 高 斯 曲率 


出 于 两 个 焦 曲面 的 地 位 是 对 称 的 , 故 
K=K = Mr 


本 定理 得 证 . 


(5.116) 


(5.117) 
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于 是 从 一 伪 球 画 M( 其 高 斯 曲率 为 负 带 数 ,K = - 97) 出 发 , 选 不 作 主 方向 


上 任意 单位 矢量 e ,使 沿 矢量 场 的 M 的 切线 构成 -假球 线 汇 , 即 要 求 满足 
(5.114) 式 . 易 证 (5.114) 式 完全 可 积 { 见 习题 4) ,将 它 解 出 后 便 可 得 到 假球 线 汇 ， 


并 由 天 子 面 M 可 得 另 一 具 相 同人 负 常 曲率 的 孤子 面 M . 


相对 分 量 & ,ww 满足 (5.114) 式 的 活动 标 架 |e, i 称 为 公 切 线 系 标 架 . 为 街 单 起 


见 ,假设 孤子 亩 为 KK = 一 1 的 俯 球 而 , 即 
六 = ant 
于 是 i:$,114) 碟 化 为 


wal = COtrwa ~ Csctb， 


在 孤子 面 M 上 取 主 曲率 系 活动 标 架 4a, ,a ,es ,其 相对 分 量 记 为 a ,Ae， 


si = singdu, 6 = cosgdv 


A = Cosgdau, An = — singdvw 


取 公 切线 方向 
el = cosaail + sinads, 
£2 二 — Sieg + cosod,» 
del = cosaday + Sinada; 十 ezda 


wa 一 《ezydely = do + Ay 
wa = esrder) = eosada + sinad y 
;= (oa + qd,62) =— sinag, + cosag; 
将 以 上 三 式 代 人 (5.118) 式 ,并 利用 (5.119) 式 ,得 
sinr(a., — WB..) = cosrcosacosy + sinasiny 
sinrla., — Hp ,) =— cosrsinasing — cosacosy 
用 渐 近 曲线 作 参 数 , 即 令 


在 一 将 一 日 DD r+y 


则 得 
Je = yeosfa + ) 
dla st 1 _ 
jy yeosa 出 ) 
其 中 
1 


= catr 一 Csct = ~ 一 一 一 一 一 
Y CoOtT + cser 


.118) 


.119) 


.120) 


5,121) 


. 122 ) 


.123} 


.124) 
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当 汪 是 sin-Gordon 方程 的 -- 个 解 . 则 (5,123) (或 (5,121)) 式 的 解 a 是 sin-Gordon 
方程 的 新 解 .2a 为 新 解 伪 球 面 M 的 两 溺 近 方向 同 夹 角 . (5.123)( 或 (5.121)) 式 称 
为 Bicklund 变换 方程 ,为 : 阶 微分 方程 . 而 sin-Gordon 方程 ({5.104) 或 (5.105)) 
本 身 为 二 阶 微分 方程 ,如 已 知 共 - 解 , 可 利用 Bicklund 变换 得 到 另 一 新 解 . 利用 此 
万 法 已 分 析 了 手 征 场 , 轴 对 称 引力 场 *, 自 对 偶 杨 -Milis 场 个 等 问题 


35.6 测 地 线 与 局 域 法 坐标 系 


在 张 量 分 析 计 算 中 , 常 需 选 局 域 坐标 系 及 相应 的 自然 标 沫 来 进行 计算 ,计算 结 
朱 了 坐标 选取 无 大. 为 使 计算 简化 , 常 希 望 能 选 这 样 坐 怀 系 ,使 联络 在 该 点 为 零 
Is=0, 当 然 ,在 该 点 邻 域 联络 本 恒 为 零 . 这 时 ,许多 公式 大 为 简化 : 除 联 络 的 导 
数 项 外 , 含 联 络 项 均 为 零 , 面 联络 导数 项 常 可 组 合成 张 量 分 量 形式 ,与 局 域 坐 标 系 
的 选取 无 天 ,使 计算 简化 . 这 时 应 注意 
1) 仅 对 无 挠 联络 , 叮 通 过 坐标 变换 使 联络 在 -点 为 零 . 

在 点 户 邻 域 作 坐标 变换 1| >J vl 


[ 可 地 Pr 
Ts (vy) 二 和 37) 十 2 . 52 (5.125) 


如 户 ,(r71, = 二 0, 则 
oO: rr dy 


T(r) = 一 下 | 一 I, (y) | (3. [26) 
dy dy dr ip 
凤 联 络 必 无 挠 . 
2) 当 联 络 无 找 , 则 在 点 p 邻 域 必 存 在 一 举 标 系 : 测 地 坐标 系 , 利 用 此 测 地 系 自然 标 
架 , | ,=0. 
下 面 简 单 介绍 测 地 线 及 法 坐标 系 、 
设 M 是 维 获 曼 流 形 , 其 中 任意 点 pE M ,在 YE TM 廊 向 存在 一 条 以 点 所 
为 起 点 ,以 Y 为 切 方 向 的 测 地 线 , y, (1) ,满足 
yy = p, [0 = Y (5.127) 
在 此 测 地 线 上 以 1 为 参数 的 点 
Yrytt) = exp(liY) (5.128) 
的 坐标 |r' i 满足 测 地 线 方 哥 
村 dx drt 


这 里 注意 , 测 地 线 参数 t 吉 关 一念 贡 变换-， 二 at + 六,a 关 ,而 不 影响 上 方程 , 故 
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济 邮 参数 : 常 称 为 仿 射 参 数 .在 p 点 邻 域 , 治 测 地 线 yy (7 点 的 坐标 可 表示 为 


” 1 1 ] 
tt yt 3 Ty + 


”二 yi 
则 9 竺 =0 要 求 yy 沿 曲 线 为 零 ,以 上 讨论 对 了 AM 中 所 有 切 向 YE T,{M) 都 
成 立 , 故 


1 1, 二 人 0 
在 了 工 (M) 空 间 原点 的 es 邻 域 ，Y|=v({Y, 训 之 e 时 ,在 以 点 p 为 起 点 ,以 Y 为 
切 方向 的 测 地 线 上 ,有 -点 5, 使 由 到 g 的 弧 长 为 ;yl , 记 

和 二 Exp,Y 


于 是 可 得 指数 映射 
Exp,: T,M— M 
Y— Exp,Y ‘35.130) 
此 指数 映射 将 ToW 中 原点 附近 s 邻 域内 的 点 微分 同 胚 映射 到 M 上 pp 点 邻 域 的 
点 :可 作为 5 点 分 址 的 局 域 坐 标 系 .下 面 考虑 一 特殊 的 测 地 坐标 系 ;p 点 邻 域 的 法 
坐标 系 . 即 在 T,M 选 正 交 标 架 }e,(p)|? 


‘etp),e (tp) = 6, 
{5.131) 
Y= > ye (p) € TM 


以 点 为 起 点 , 沿 Y 方向 作 浏 地 线 ， 利用 指数 映射 可 由 T,M 的 坐标 得 流 形 M 上 
记 点 邻 域 = Expy 点 局 域 坐 标 |y, 1 ,以 |y,17 作为 g 点 举 标 , 称 为 记 点 邻 域 法 坐 
标 系 . 
y(t1) = ta, 
沿 测 地 线 
gy(t) = ExpoY = (Cy (7) ,ey (1)) 
出 点 声 到 dvfz) 的 虹 长 是 


plg) =1Y1= way 二 ee 十 ke = w+ 
沿 笃 同济 地 线 gq, (ti) 的 切 向 量 


6 测 地 线 与 局 域 法 坐标 系 


令 


N = 了 = 起 


+ J]: 


(5.132) 


为 沿 由 pp 至 g 径 向 测 地 线 的 切 天 量 .在 点 p€E M 机 U(e), 取 局 域 法 坐标 系 
多 打开 在 此 邻 域 U(e) 选 正 交 活动 标 架 场 |e,(y)17 ,使 e,(0)=e,(p) 怡 为 了,M 
中 给 定 的 夭 正 正 交 标 染 , 且 使 e,(y) 沿 着 过 点 p 及 点 gty) 的 测 地 线 是 平行 输 运 ， 


即 满足 
本 vety) = 用 


(ely ety))} = 0, el) = el(p)E TlM) 


(5S.133) 


由 于 e (?) 沿 笃 向 测 地 线 平行 输 运 , 径 向 测 地 线 切 矢 二 用 活动 标 架 1e (> 外 展开 ， 


展开 系数 与 测 地 参数 1 无 关 ， 
中 二 
ap # 一 站 2 a 0) 
了 一 一 a 
ap 之 aeity) 2 oly) 
邵 


ye = = Dy 地 


于 是 可 选 拌 与 活动 基 矢 }e; (vy)1? 对 个 的 标 1 形式 
18 (3 人， (ye (yy) = 
以 及 活动 标 架 的 联络 1 形式 w,{y) 


Ve,{y) = PAN wt) =— wy) 
它们 满足 结构 方程 。 
dO (Cy) +t wly)} AGCty)=0 
在 邻 城 U. 用 局 域 法 坐标 系 , 上 述 1 形式 可 表 为 
Oy) = yd wly) = Hs (ydy, 

联络 系数 : 

Hi = — PH, 
满足 


‘8. ， Dye Cy)) 一 Yi 一 (0 ,Sy, 条 ) 


(5.134) 


{5.135) 


(5.136) 


(5.137) 


{5.138) 
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=《 之 ,8 dy 2 六) = = >On {5,130) 
下 
类 似 由 
dp = > Ydy, = YY 
? 2 A py 
9 2 yy 0 TY 
d ) = dy = > > 5.140 
dy 站 ‘和 上 y Dy py 0 号 ( ) 
沿 径 问 测 地 线 揪 元 平方 
5s = OR= dd = 
' or I 
战 


galy) = DO (wt{y) 
利用 (5,139)(5.140) 式 可 证 
Dg = Db ba 了 和 2 (5.141) 
这 是 在 邻 域 UU 的 法 坐标 系 1y | 的 最 基本 关系 式 ,进一步 市 (5.133) 可 证 
‘Ve., Ny}=0= (on Dy 2 SyHee - =0 


Dy, 
即 联 络 系数 还 满足 


SyHe =0 (5.142) 
由 结构 方程 (5.137) 取 局 域 法 坐标 系 , 可 表 为 
36, 38 ， 
Dy, 一 ay = 2 (Oa, — Odi ) (5.143) 


在 分 析 几 何 量 在 一 点 处 作 泰 勒 展开 时 ,采用 法 坐标 系 常 最 方便 ,这 时 在 点 户 
处 联络 为 零 ,而 联络 的 导数 昌 不 为 零 ,但 常 可 组 成 为 张 量 的 分 量 , 仍 能 得 到 有 几何 
意义 的 展开 .下 而 将 常用 的 度 规 场 g, , 标 架 系数 8 以 及 联络 系数 晶 , 存 以 点 p 为 
中 心 的 法 坐标 系 中 的 泰勒 展 式 询 在 下 面 以 备 参 改 ， 


gy = 人 1 FO Ru (pyyy 和 (5. £44) 
a, 一 5, 十 JRw (Dp) yy 十 {5.145) 
Ek. 


H, 一 3 DR (y)y 十 (5.146) 
1 
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习 题 五 


, 对 流 形 ,采用 自然 度 规 CER 中 等 半径 面 }, 导 出 其 歼 曼 联络 及 曲率 . 
. 对 s 流 形 ,采用 SL 人 2) 样 流 形 硬 不 变 向 量 场 为 活动 标 架 ,导出 其 相应 联络 与 曲率 . 
. 请 证 明 保 度 规 的 Kiling 矢量 X= 疡 (zx)8， 
LG =0D 
其 分 量 52fz) 满足 Killing 方程 ， 
& 二 让， 一 员 
. 请 让 明 (5.114) 式 完全 可 积 , 即 利用 (3.51) 式 ,证 明 (5.114) 式 外 德 分 恒 等 于 零 ,为 闭 理 想 . 


第 六 章 ” 齐 性 黎 曼 流 形 ”对 称 空间 


在 第 二 章 我 们 痉 分 析 了 流 形变 换 及 李 变 搞 群 ,在 82.6 节 喝 进一步 分 析 了 齐 
性 6 流 形 , 分 析 了 流 形 上 对 称 变换 群 . 流 形 上 所 有 微分 同 肛 变 换 集 合 对 形成 李 群 
来 说 是 太 大 了 了 , 仅 形 成 变换 恬 群 (pseudo-group of transformations)( 风 Kobayashi, 
Nomizus 1.1). 当 流 形 上 具有 附加 的 几何 结构 ,例如 , 仿 射 联络 流 形 , 流 形 上 给 定 
有 仿 射 联络 ,这 时 流 形 上 所 有 保 联 络 的 仿 射 变换 集合 会 形成 仿 射 变 措 群 . 对 于 广义 
歼 曙 流 上 形 , 流 形 上 给 定 有 上 度 规 张 量 场 , 流 形 上 所 有 保 度 规 的 等 长 诺 换 集合 形成 等 长 
群 . 仿 射 变 痪 群 及 等 长 群 均 为 李 群 .本 章 将 分 析 在 这 些 李 群 作用 下 的 齐 性 空间 , 通 
常 对称 空 间 是 指 其 度 现 具有 最 大 对 称 性 的 黎 曼 流 形 ,为 等 长 群 的 齐 性 空间 ,其 曲率 
张 量 在 等 长 群 平行 输送 变换 下 不 变 . 

在 本 章 $$6.1 从 李 群 及 其 障 集 空间 出 发 , 再 给 空间 以 度 规 结构 ,形成 具有 G 
不 变 度 规 的 齐 性 流 形 , 由 所 不 灾 度 现 可 得 相应 黎 曼 联络 及 黎 曼 曲率 ,它们 都 具有 
很 癌 对 称 性 .在 8$6.2 进一步 深入 分 析 对 称 空间 结构 ,指出 对 称 空 间 是 具有 对 合 变 
换 的 齐 性 空间 .在 $6.3 分 析 对 称 空间 的 代数 结构 :(G, 厅 ,o) 三 元 组 .分 析 对 称 空 
间 上 不 变形 式 , 它 与 流 形 整体 拓扑 性 质 密 切 相 关 . 

完全 了 可 积 物理 体系 常 可 表达 为 对 称 空间 中 场 论 . $6.4 进一步 利用 对 称 空间 
结构 ,利用 对 合 自 同 构 算 子 得 到 可 积 场 论 的 非 线性 实现 . 在 本 章 最 后 一 节 以 韭 线 性 
5 模型 为 例 更 仔细 地 分 析 完 全 可 积 体系 ,分 析 对 称 空间 中 场 论 . 


$6.1 李 群 的 黎 曼 几何 结构 


2 维 李 群 是 一 光滑 流 卢 (局 域 像 :…" ) ,而 有 时 为 显示 其 形状 ,可 再 给 群 G 度 规 
结 档 .和 任 一 李 群 常 可 存在 多 种 度 规 结构 .由 于 群 G 可 对 自己 本 身 作用 ,我 们 要 特别 
主意 在 群 G 作用 下 不 变 度 规 ,尤其 是 左 丰 双 涉 变 度 规 . 当 群 G 上 存在 G 作用 下 不 
变 度 规 场 , 这 时 保 度 规 的 等 长 群 的 生成 元 ; Killing 矢 场 , 即 为 左 ( 右 ) 基 本 矢 场 .而 
G 不 变 度 规 完全 由 它 在 群 恒 等 元 处 切 空间 所 取 值 所 决定 , 即 由 相 庶 李 代数 的 Kill- 
ing 拱 式 所 决定 . 

下 面 以 SU{2) 群 流 形 为 例 进 行 分 析 . 大 家 熟知 SU(2) 群 存在 2 维 表 示 , 即 其 每 
个 群 元 g 可 用 2x2 妇 正和 矩阵 表示 (其 中 = 为 复数 )， 
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让 
g= | “| 满足 上 = gi, 且 deg = 1 
之 3 4 
可 将 每 个 群 元 用 两 个 复数 (z, ,xz;) 骨 加 一 约束 如 下 表示 : 
| 2 一 一 
有 二 | | SU2), deg = ziz! + zz2 二 1 (6b.1) 
-之 六 | 
竹 将 每 个 复数 用 两 个 实数 表示 , 即 令 
21 一 了 一 这 ga 二 光一 1 (6.2) 


则 上 约束 条 件 表示 为 
二 
由 此 看 出 作为 折 扑 流 形 
SUI(2) 一 5 
SU(2) 群 流 形 是 3 参数 李 群 ,与 3 微分 同 肝 .注意 到 .:* 中 单位 球 S 在 SO 人 3) 转 
动 群 作用 下 不 变 , 而 SU(2) 群 为 SO(3) 群 的 二 重 普 适 覆盖 ,如 采用 S’ 忆 :* 的 标准 
上 度 规 
ds = dx +dy* + dx? +df { 受 约 束 .7+* + y+et+i=1) 
一 dzjdzi + deidz， 人 《约束 zs， + xz = 1) 


| | + 
-#0 


= Fu(d(g Ydg) = dr((ig tdg) (ig ‘dg)) (6.3) 


其 中 g dp 是 群 G .上 左 不 变 1 形式 ,可 用 st 李 代 数 的 生成 元 :三 个 Pauli 第 阵 展 
开 : 


| zl 2 | 一 一 
_ i {约束 gg 之 | 十 z 2; = 1) 


i 之 2 位 1 1 


之 1 zz | 


1 1 


idg = tr 【重复 指标 求 和 ) (6.4) 
.1 1i -[ -i _i1 0 
ol 5 0) 0 
代入 (6.3) 式 ,日 利用 熟知 的 Pauli 矩阵 间 关 系 式 ; 
(TaIT vB)= (a-b)+ir:laxb] (6.5) 
得 
di 二 + {6.6) 


邵 样 流 形 S” 为 可 平行 化 流 形 , 13.1; 组 成 群 流 形 5S; 上 正 交 活动 标 架 ,它们 是 
SU(2) 群 流 形 虐 左 不 变 1 形式 ,满足 Maurer-Cartan 方程 
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d9, = 了 cum AB (6.7) 
选 此 止 交 活 动 标 架 ,得 联络 1 形式 
os = sw 及 循环 置换 (6.8) 
得 曲率 2 形式 
人 2 = 有 六 多 到 循 坏 冒 换 (6.9) 
为 常 曲率 空间 , 非 鹤 曲率 张 量 分 量 有 
Rams = Ra = Rin: = 1 (6.10) 


月 (6.6) 式 为 su 李 代 数 的 Killing-Cartan 度 规 , 以 上 推导 表明 人 它 与 8 的 标准 度 规 
是 一 致 的 ,是 SLI(2) 群 作用 不 变 度 规 . 
下 面 分 析 具 有 李 群 GG 作用 的 齐 性 笋 曼 流 形 


$6.2 章 性 黎 曼 流 形 


齐 性 空间 是 其 在 李 群 G 传递 作用 的 波形 . 这 种 流 形 常 可 实现 为 除 集 空间 
GH, 即 其 上 有 群 G 传递 作用 ,同时 对 流 形 上 全 一 点 PE MG 的 子 群 吕 保持 点 p 
不 室 , 日 称 为 稳定 子 群 ,使 整个 空间 同 构 于 GF .如果 代替 p 点 , 选 完 间 上 男 一 点 
4 这 时 稳定 子 群 呈 必 与 乒 共 辑 .因此 当 雁 到 齐 性 空间 GIH 时 , 厂 可 为 其 浴 轮 等 
价 类 中 某 代表 元 ,点 pE GIH 相应 于 [e] = eH 称 为 GH 的 原点 . 

妆 五 为 群 G 的 财 子 群 ,用 1G ,五 | 对 常 可 组 成 瑚 类 陪 集 空间 ; 右 陪 集 类 [a ] = 
af ,在 其 集合 GIH 上 群 6 左 作 几 :gEG， 

训 :[a]— | ga ] 
类 似 可 定义 左 陪 集 , 其 上 群 6 右 作 用 . - : 般 左 陪 集 不 等 于 右 陪 集 ,除非 是 G 的 
不 变 子 群 ,这 时 G/F 为 商 群 ,通常 障 集 空间 不是 商 群 ,其 中 两 类 间 刁 法 元 确定 定 
义 , 仅 存在 群 G 对 它们 的 作用 ,是 群 G 作用 的 齐 性 空间 . 

齐 性 空间 G1H 1 可 能 存在 多 种 度 规 ,而 我 们 要 特别 注意 分 析 的 是 G 不 变 度 
规 . 本 节 开 始 分 析 李 群 流 形 G ,相当 于 稳定 子 群 日 为 单位 元 的 齐 性 空间 , 曾 特别 指 
出 群 G 上 存在 G x G 不 变 度 规 , 即 G 左右 作用 双 不 变 度 规 . 陪 集 流 形 GIH 上 
不 变 度 规 可 由 如 上 局 x 万 不 蛮 度 规 投 射 得 到 

下 面 以 二 维 球 而 

S* ~ SUYU) 
为 例 进行 具体 分 析 . S” 是 大 家 最 熟悉 的 二 维 紧 致 流 形 ,是 第 1 Hopf 从 的 底 流 形 . 
由 于 Hopf 从 在 现代 理论 物 曙 场 论 后 朱 分 析 中 常 明 到 ,在 陆 录 H 中 曾 对 各 次 Hopf 
从 与 可 除 代数 作 简 单 介 绍 ,在 这 里 先 对 第 1 Hopf 从 和 作 认真 分 析 对 理 介 高 次 Hopf 
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从 结构 是 有 益 的 . S* 是“ 维 欧 空间 的 单位 球面 
SS = I(ry,z}€EE Ir +yw +e =1| 


具有 标准 的 度 规 及 歼 曼 联络 ,它们 有 具有 Ot3) 转 v 
动 对 称 性 . S* 是 转动 群 (3) 的 齐 性 流 形 , 而 在 
各 战 的 稳定 子 群 是 U{1) 群 . 
如 图 6.1 做 极 射 投影 ,将 球面 |p 点 投射 到 
东道 平面 上 和 点 , 思 点 坐标 (Cryyyz) 与 站 点 党 
标 Cxri ,zx;) 可 表示 为 


rT = sindcosg, TL = pos 二 本 
四 四 四 
和 一 singsiny， T2 = psing = F414 图 6.1 
z = cosg， 0 = tne = ,0 (6.11) 


取 二 维 球面 S 的 标准 测度 ,即将 S? 作为 一 维 欧 空 间 中 单位 球面 所 得 度 规 , 它 在 
一 维 空间 转动 群 SO(3) 作 用 下 不 变 . 


ds = {do + sm (dg = C9 + CFY (6.12) 

这 里 取 正 交 活 动 标 哥 1 形式 
31 = dg, 9 = sindds$ (6.13) 

由 其 外 微分 可 得 联络 | 此 式 
w = cosfd$ = a (0.14) 


进一步 外 微分 得 曲率 2 形式 为 

N= singdd Add -9 A9 (6.15) 
黎 曼 曲率 张 量 系 数 的 非 零 分 量 Rs; = 1. 

通常 物理 文献 上 常 将 联络 1 形式 称 为 规范 势 , 记 为 
A= A + A 
由 (5.14}) 式 知 
A = 0, A, = Sa (6.14a) 

上 式 在 0=0 与 9=r 时 奇异 ,联络 的 这 种 表达 式 称 为 Sehwinger 规范 可 对 势 A 
作 规 范 变换 ,相当 于 对 陪 集 5S7 = SUC2YU(1) 作 U4) 转动 , 作 规 范 变 斤 后 新 的 规 
范 执 为 
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+ +] + 9 了 
i 六, 二 ee ii 十 l je 


5 = 
得 
+ 干 二 十 cos 
Ar = sin# (6.16) 


其 中 A ! 仪 在 南极 (98=x) 有 奇 点 , 称 为 Dirac 北 区 规范 势 , 类 似 A 仅 在 北极 有 亲 
点 , 称 为 南 区 规范 势 . 
可 将 :” 中 单位 矢量 N 用 矩阵 表示 为 
人 一 (6.17) 
其 中 1, 为 Pauli 矩阵 ,为 su 李 代 数 生成 元 . 现 将 矩阵 N 表达 为 到 值 在 su 李 代 
数 上 ,对 它 可 和 作 SU(2}) 群 的 伴随 Cadjoint) 变 换 , 将 算 阵 N 表示 为 


N= gryg (6.18) 
| ， 
# = ESU2), detg =l zl +lz = (6.19) 
Po] T] 
这 样 定义 的 矩阵 N 不 仅 仍 满足 N?: = 了 ,是 当 对 g 石 柔 U(1) 元 案 ; 


gr ge 
NN 不 三 , 即 (6.18) 式 定义 的 NESU(2)1U(1), 这 样 利 用 (6.18) 式 可 实现 SU(2) 到 
SU(2)1U(1) 的 Hopf 映射 . 
单位 朱 量 1] = (singcosp ，singsinoe ，oosg) ,如 图 6.2 所 示 , 令 矢量 k= {sing， 
cosp 0) , 绕 : 将 径 癌 矢量 由 z 轴 转 至 3 的 矩阵 请 为 


—1r "2 9 ， + 2 5 Em - 
Eg 二 Ee os 万 isin Ft b= , g (6b.19a) 
| sin Fe 008 5 
利用 5 了 tar(rm)= 6 , 知 
AP l 1 1 四 ' 
= Fir NT) = Tlu(gtl f TE TI) =e Tx (5.20) 
其 中 
{ z， os 万 1 
之 一 = = 一 -一 -| 
加 sin er vl1t+l Ei Le] 


上 = tan Ser = Xx! + 1; (6,21) 
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图 6.2 


注意 上 两 式 表 明 , 由 于 引 入 两 复 标量 场 (x, , z,), 具 约束 'z.| +|z;| =1, 即 为 其 
有 二 个 独立 自由 度 的 S ,而 (6.20) 将 它们 表 为 二 个 实 场 N ,其 约束 N'N =1, 为 
具有 两 个 自由 度 的 S$*. 即 (6.20) 式 相当 于 Hopf 映射 7: 5? >S zz YN， 
当 我 们 用 SU(2) 不 变 的 Killing-Cartan 形式 定义 陪 集 空间 度 规 
d= dr? + dy 1 da? (约束 z+ 六 + 一 1 


= rr(dNdN) = dz' dz (约束 z z=1) 


(6.22) 
_ 4dtd? ,ditdri _ ,oy 2 
HT 
其 中 
= itrig ‘der,) (6.23) 
站 式 表 明 所 肥 度 规 与 遂 常 2 维 球 面 5 的 标准 度 规 一 致 . 
进一步 对 标 加 1 形式 微分 可 得 腾 络 | 形式 : 
iy 二 Ftr(g dgr) = trlr ‘dg ! 5 )- 2 dz 【6.24) 
相应 曲率 2 形式 为 
D -ddzAde 2 dAd 4 SAde (06.25) 


(I+ ERY (rt ri 


可 在 陪 集 S 上 再 引入 UC1) 自 岂 度 ,形成 以 时 为 底 流 形 , 以 U(1) 为 纤维 的 
| Hopf 从 , 即 令 
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Z - ee (8.26) 


则 
ds- = dz' dz = lg 上 dy tr 24 “十 2sim 2 d 


进 -- 步 设法 引入 淖 交 标 架 .可 令 


IW = + x {60.27) 
则 
人 jd | wos Sax: 1 si Sa = > {6.28) 
好 Hopf 从 上 和 标 染 1 形式 
7 = 3.40, J = cos dx， z = sin ?dy (6.29) 
微分 得 联络 1 形式 A= As =2' qdZ 
A = co Edy 1 Si Fy {6.30) 
2 2 
即 
Ai =-0， A -sd A,=sing (6.31) 


注意 这 时 联络 4 不 再 奇异 .即将 陪 集 空 间 S* 扩张 为 Hopf 从 S57 =SU(2). 联 络 入 
可 在 从 SS 上 牧人 笨 定义 . 
给 定 流 形 M 可 能 有 若干 种 齐 性 结构 ,例如 
S57 ~ SNMONSOFS) ~ SUCIWSU2) 
其 上 SOD(6) 不 变 度 规 比 SU(3) 不 变 度 规 具 有 更 大 的 对 称 性 ,前 者 即 通常 * 中 单位 
球面 S 的 标准 度 规 .而 后 者 相当 于 x U1) 对称 度 规 ， 


S86.3 对 称 空间 与 局 域 对 称 空间 


黎 曼 流 展 M ,在 其 任意 点 PE M 的 邻 域 U, 可 沿 各 方向 定义 测 地 线 , 引 入 局 域 

法 坐标 系 . 可 定义 含 p 点 分 域 U 到 自己 的 对 称 变 换 S, ,使 p 点 为 固定 点 ,是 
S,:ExpX rExp(— X), XE TM). (6.32) 
即 S, 企 点 p 的 切 空间 的 诱导 映射 反 转 所 有 切 矢 关 , 当 此 变换 5S, 为 等 长 变换 , 风 


§$6.3 对 称 空间 与 局 域 对 称 空间 ，]79 ， 


称 为 对 称 变 换 . 对 称 变换 S, 为 对 合 变 换 (involutive) ,满足 9， 为 bp 点 邻 城 的 恒 等 
变换 . 

当 对 任意 点 p 人 EM,5S, 均 为 等 长 变换 , 则 M 称 为 黎 曼 局 域 对 称 空 间 . 可 以 泪 
明 ， 
定理 6.1 黎明 流 形 M 为 黎 曼 局 域 对 称 空间 的 必 充 条 件 是 其 歼 曼 曲率 张 量 满足 

VR -0 (6.33) 
此 定理 证 明 可 参看 S. Helgason "Differential Geometry, Lie Group, and Symmetric 
Space ,这 里 简单 分 析 其 必要 条 件 . 在 pp 点 邻 域 选 局 域 坐标 系 : 见 $5.6. (5.244) 
式 : 
9 go 
dr 
在 对 称 变换 $, 作用 下 ,gw ,Rw 不 变 , 而 炉 量 VY ,Ry 凤 号 . 努 方 面 S, 为 等 长 变 
换 ,Y .Ru 不 变 , 故 内. Rs 在 扬 点 为 零 . 

在 下 述 分 析 中 ,如 将 歼 曼 流 形 换 为 信 射 联络 流 形 .上 度 规 换 为 仿 射 联络 ,等 长 从 
换 换 为 仿 射 变换 , 仍 可 定义 对 称 变换 S,. 当 仿 射流 形 M 上 每 点 4 均 存 在 仿 射 对 称 
变换 5,, 则 M 称 为 仿 射 局 域 对 称 空间 . 可 以 证 明 
定理 6.2 仿 射 联络 流 形 M 为 仿 射 局 域 对 称 空间 的 必 充 条 件 是 其 挠 率 张 量 了 为 
零 , 曲 率 张 量 R 的 协 变 微分 为 零 ; 

T=0, VR=0 (6.34) 
以 下 分 析 将 着 重 分 析 基 有 度 规 结构 的 黎 曙 波形 ,很 易 将 它 推广 到 仿 射流 形 上 ,不 再 
装 述 ， 

在 $4.5 分 析 的 常 曲率 空间 为 等 长 变 搞 群 的 齐 性 空间 ,是 共存 最 大 对 称 性 的 

开 辣 ,此 空间 曲率 张 量 的 协 变 导数 恒 为 零 ， 
VR=0 


二 0, gs, = 8,, = 0 


常 曲率 空 间 是 歼 蜡 局 域 对 称 空间 . 

在 上 节 我 们 分 析 黎 曼 齐 性 流 形 M 二 GIH, 当 等 长 群 G 对 M 作用 传递 ,而 对 
任意 点 户 E M 的 稳定 子 群 为 万 ,可 以 证 明 ( 更 下 节 的 分 析 ) 它 也 是 黎 紧 局 域 对 称 空 
间 

VR =0 对 歼 曼 曲率 张 量 加 了 很 强 的 限制 ,使 曲率 张 量 的 所 有 标量 特征 值 均 为 
芝 值 

Ra = const (6.35) 
人 二流 = const (6.36) 
可 利用 和 乐 群 (holonomy) 概 念 来 分 析 对 称 空间 ,和 乐 群 的 每 一 元 素 保持 度 规 结构 
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不 变 , 如 果 和 乐 群 能 进一步 保持 歼 曼 曲率 张 基 不 变 ,其 黎 曼 曲率 张 最 满足 (6.33)， 
则 流 形 M 为 歼 曙 局 域 对 称 空间 . 

对 于 满足 (6,33) 式 的 黎 曼 局 域 对 称 空 他, 当 再 加 些 整 体 条 件 .要 求 流 形 是 单 连 
通 , 即 流 形 上 任意 出 问 路 均 症 连续 收缩 为 零 { 即 基本 群 mr CAT) 一 0, 见 下 章 分 析 ). 
则 对 称 空 换 S, 可 延 卸 为 整个 流 形 M 的 等 长 变换 , 则 流 形 M 称 为 获 曼 对 称 舍 间 ， 
或 简称 为 对 称 空间 ,出 
定义 6.1 单 连通 黎 曼 流 形 M, 当 对 其 每 点 p€ M ,存在 等 长 变 撞 5S, :M 一 MM, 售 
点 记 为 狐 立 固定 点 ,恒基 在 切 空间 了 (M1) 请 性 映射 5S,, 反 转 所 有 切 拓 

SriX -rr XxX, XE TO 16.37) 
此 等 长 变换 S, 称 为 MM 在 p 点 对 称 变 撞 , 则 此 流 形 M 称 为 对 称 空间 . 
对 称 变 搞 S, 为 等 长 变换 , 必 将 测 地 线 虑 色 测 地 线 , 今 Y(7) 为 M 十 测 地 线 
Y:(— Ee) M, y(D0) = p, 
通常 取 参 数 : 比例 于 狐 长 , 则 
Sos :YOO — (0) 
由 于 浏 地 线 是 被 其 初 点 友和 初 方 问 惟 一 确定 , 故 
SY(1) = YY(-— 1) (90.38) 


极 易 让 盟 ，; 
定理 6.3 邻 Y() 为 M 上 测 地 线 ， 
7(0) = p,yY(r)=g 
则 
SSprtt) = Yt 1 27) (8.39) 
证 明 全 5 人 =7ytr+z) 为 审 点 在 ct0)=y(r)=7 点 的 测 地 线 , 则 
3 SF) = Sct -tr)=e(t+r)= y(t+2r) 国 
寺 式 表明 , 测 邮 线 可 无 限 延 伟 . 在 对 称 宰 剖 ,每 测 地 线 能 在 现 个 方向 无 限 延 促 ， 
参数 上 可 取 实 数 :- 的 什 意 值 , 即 对 称 空间 是 测 地 完备 的 . 
对 黎 曼 流 形 的 完备 性 及 紧 致 性 问题 ,存在 Hopf-Rirow 定理 :对 黎 总 流 展 M， 
下 列 叙 述 等 价 : 
1) M 作为 度 规 空间 是 完备 的 ; 
2) AM 的 闭 呈 有 界 子 集 为 紧 致 的 ; 
3) MM 是 测 籽 完备 的 ; 
4) 14 上 任意 是 点 ,9E 朵 ,可 被 最 短 长 度 测 地 线 连 接 . 而 袭 意 对称 空间 就 是 此 有 
以 上 各 条 件 的 获 闸 流 形 ,是 测 地 完备 的 .对 称 空间 中 任 册 点 可 被 测 地 线 连 接 . 
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$6.4 对 称 空间 的 代数 结构 
(G ,五 ,ac) 三 元 组 ” 非 线性 实现 


由 上 上 节 分 析 知 对 称 空间 M 可 传递 等 攻 群 旧作 用 .6G 为 连通 李 群 .其 他 代数 记 
为 a,9 作为 线性 空间 可 成 为 群 G 伴随 作 有 几 的 表示 空间 
adT = gle', TEoAgED 
谎 嘻 李 代 数 & 的 伴随 表 必 
AdyY = [X,Y], X,YEn 
在 宣 间 9 存在 有 避 不 变 的 Killing-Cartan 形式 
(X,Y) = tAdi,Ady) 
对 称 空间 M 在 等 长 群 G 作用 下 传递 ,而 各 点 迷 向 群 (isotropy group) 相互 同 
构 , 记 为 互 . 互 为 G 的 闭 子 群 ,而 流 形 M 可 表示 为 
M ~ GIH 


为 报 立 轩 定 点 的 对 称 变换 . az 不 变 各 点 切 空 间 ( 李 代数 g 空间 ) 上 Killing_Cartan 度 
需 
(aX,oY) = {X,Y) {6.40) 

齐 性 流 形 M 宇 GIH 下 存在 相对 G 不 变 , 上 a 不 变 的 无 挠 联络 也, 其 向 率 张 量 玉 相 
对 联络 工 为 平行 输 运 ,YR 一 00. 

正 因为 对 称 空间 具有 以 上 特点 , 育 常 是 将 对 称 空间 定义 为 具有 对 介 白 同 构 的 
章 性 空间 , 却 由 (GG, 瑞 ,a) 二 和 览 素 组 成 . 

于 征 场 模型 . 自 对 偶 杨 - Mills 场 . 轴 对 称 引 力 场 等 均 存 在 完全 可 积 精 确 解 . 这 
些 完全 可 积 物理 体系 常 可 表达 为 对 称 空间 场 , 即 为 取 值 在 对 称 空间 (G , 百 ,s) 上 的 
场 论 ” .这 里 o 为 对 合 自 同 构 算 子 ， 

5 不便 事 代数 8 的 Kiling-Cartan 度 规 ,ao* =1,H sg 闫 1， 其 本 入 值 为: 1, 邻 
为 本 征 值 为 + 1 的 空间 ,8 为 本 征 值 为 -1 的 空间 , 即 李 代数 a 可 作 如 下 分 解 ( 称 
Cartan 分 解 )， 


外 一 目 寺 刷 (6.41)} 

明显 与 8 相对 Kiliing-Cartan 度 规 相互 正安 . 取 ， = ,为 = 诱导 的 作用 于 李 代 数 

a 上 的 对 合算 子 ,5 为 z 的 本 征 值 为 +] 的 子 空 间 , 而 6 为 # 的 本 征 值 为 -1 的 子 
空间 

[nbBl =0, ln,8! = 0 (6.42) 
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这 里 以 六 括号 代表 对 易 , 曲 括号 代表 反对 易 . Cartan 分 解 使 得 98,8 间 存 在 如 下 关 
系 : 


[b,6] CD (hb.d3a) 
[9,8] CB {0.43b) 
ig,B]CCb (6.43e) 


第 - :等 式 表明 为 9 的 子 代数 ,是 李 群 G 的 闭 子 群 昌 的 李 代 数 . 空 间 MM= 0IH 在 
涯 长 群 G 作用 下 为 齐 性 空间 ,此 齐 性 空间 在 每 点 p€ M 的 切 空间 TAM 与 外 问 构 ， 
指数 映射 Exp 将 9g 映 八 电 , 将 6 映 入 Mf. 第 二 等 式 (6.43b) 表 明 万 为 稳定 了 群 , 空 
间 8 在 Ads 的 作用 下 不 变 , 空 间 8 可 作为 子 代 数 6 的 表示 空间 .一 般 陪 集 空间 都 必 
对 应 有 工 述 两 式 .下 面 着 重 分 析 最 后 一 等 式 (6.43c), 它 的 存在 是 对 称 空间 的 标志 ， 
正直 于 仔 在 对 合 变换 算 子 n , 表 曲 李 代 数 9 为 z; 阶 化 他 代 数 ,8 作为 5 的 补 空间 ， 
为 n 的 本 征 值 -1 的 空 闻 ,这 时 MM 二 GIH 为 对 称 空间 .(G,H,a) 或 (8,6,n) 称 为 
对 称 空间 的 三 元 组 ,或 称 为 对 称 空间 的 代数 模型 ,可 由 等 长 变换 李 群 G 的 分 类 决 
定 对 称 空间 的 分 类 ,主要 有 三 种 情况 ， 
i i6,8] 二 0, 即 为 a 的 Abel 理想 .9 非 半 单 ,相应 地 , 群 6 非 单 李 群 ,存在 有 不 变 子 
群 天 ,G 是 五 与 扩 的 半 直 积 
G = HDK, 

空间 M 蛋 等 于 KK ,等 长 群 G 作用 相当 于 AM 的 仿 射 变换 . 例如 : M 为 2 维 欧 空 间 
5 ,等 长 群 G 为 二 维 欧 氏 运动 群 己 (2) ,而 保持 点 p€ M 固定 的 稳定 子 群 为 平面 
转动 群 口 (2)， 

五 * = E(2)/0O(2) {6.44) 
是 曲率 恒 为 等 的 对 称 空间 , 群 G 的 作用 相当 子 开 的 仿 射 变换 

BT = Rrita, ra€ ,IRI = S00(2) 

下 面 两 种 情况 相当 子 等 长 群 G 为 半 单 .由 李 群 教程 知道 , 半 单 李 代 数 Killing- 
Cartan 形式 非 简 并 . 即 对 李 代数 g 中 两 任意 元 素 X,Y 间 可 引入 不 变 双 线性 形式 
( 度 规 ) 

{X,Y) = triady ady) (6.45) 
这 里 adxY = 二 | 义 ,Y]Eg,ad 为 5 的 伴随 表示 算 子 . 有 下 面 两 种 类 型 的 对 称 空间 . 
i 等 长 群 G 为 紧 致 李 群 , 即 为 于 交 群 的 子 奉 . 这 时 Killing 型 (6.45) 在 9 于 正定 ， 
例 6.1 M=S:=SO(3YfSO(2) 为 下 曲率 面 . (6.46) 
i 等 长 群 G 非 紧 ,g 上 Killing 型 不 定 ， 
例 6.2 Labachevskian 平面 
M = 于 = SO(2,1)/SO(2) (6.47) 


6.4 对 称 空间 的 代数 站 构 ,号 ,a) 王磊 组 非 强 性 实 再 + 183. 


为 伍 曲 率 耐 . 

对 称 空 间 必 为 其 等 氏 变 换 豆 习作 出 的 齐 性 空间 , 度 之 章 性 空间 MH, 当 
进一步 存在 避 的 对 合 目 同 构 变换 = 

dls {tr 
o =, = 证， (#.48) 
这 时 ,对 了 MM 一 GI 上 的 任意 点 Pp& MM, 存在 MM 的 对 你 变换 5,:M 一 M .使 了 点 加 
定 , 而 对 M 上 另 一 点 g ,因为 G 对 MM 作用 传递 . 必 存 看 g 关 使 
和 二 上 访 , 呈 天 


这 样 可 以 定义 
SG = Sg p= olg)'p 
易 证 明 S, 为 M 的 月 微分 同 有 盾 变换 ,下 使 
SS, = id, S,(p})=p 

而 其 诱导 睦 射 5,, 为 Ti {M7) 空 间 相 对 原点 的 反 演变 换 , 由 此 表明 M =- IH 为 对 
称 空间 . 

在 本 节 最 后 ,我 们 还 将 简章 介绍 下 利用 对 称 空间 作 群 的 非 线 性 实现 ,以 及 对 称 
空间 上 活动 标 架 的 选取 等 问题 . 

陪 集 GIH 流 形 具有 左 作用 G 不 变 对 称 变换 ,及 石 作用 局 域 H 不 变 对 称 变 
换 . 令 了 E56 为 稳定 子 群 右 的 厄 米 生 成 元 ,外 E38 为 b 中 如 的 牛 成 元 , 群 G 中 任意 
群 开 可 与 为 

和 (0.49) 
当 两 群 元 8! 本 8: 相差 右 乘 上 和 有:8 一 有, 则 这 两 群 元 相应 于 陪 集 (1 空间 
中 间 - 战 
HI ~ Kis 如 ET = Bid 
因此 障 集 GI 空间 可 用 w=e 个 来 参数 化 , 即 可 将 看 成 陪 集 流 形 上 的 坐标 参 
数 . 
下 而 分 析 群 元 goE 6 对 陪 集 GIH 的 堪 乘 . 
Hau oe = ee 

其 中 后 = 全 (68gn)， 六 一 了 (En)， (6.50) 

当 5 一 六 六 五 . 即 由 稳定 子 群 号 中 群 元 hr 对 陪 集 流 形 作 用 ,这 时 变换 . 

nu hu ha hh :wh 
a pu 


即 
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人 {6,51) 
在 稳定 子 群 互 中 元 素 有 的 作用 下 陪 集 按 昌 的 伴随 表示 变 , 陪 集 参 数 & 线性 变换 ， 
ES—= 2 = DA), DiA') EE Ady 
但 是 当 go€EG 和 但 go 全 日 时 ,这 时 (6.50) 一 般 不 能 写成 封 闲 形 式 , 仪 当 GIDH 为 对 
称 宕 加 时 ,此 变换 才能 明显 写 出 ,有 旦 为 非 线 性 变换 .下 面 我 们 分 析 当 GIE 为 对 称 
空间 情况 .这 时 群 G 中 存在 自 同 构 映射 


TT 
二 一 一 其 (6.92) 
当 司 后 但 名 个 呈 ,在 8 的 左 作 用 卜 ， 
中 gou = uh {0.53) 
在 对 合 白 回 构 上 觅 射 作用 下 gy rp yu*u ,一 用 
gou l= nh 
取 其 道 得 
和 
与 46.53) 相 乘 得 
Wu” = Bou gp 
即 
Ee = goe gpg’! (6.54) 


此 为 非 线 性 变 模 ,例如 , 当 取 go = er, 这 时 gg 51 = go =e 信 ,这 时 & =0. 存 在 着 
0 有 ,这 是 非 线性 变换 ,这 是 对 称 空 间 特点 ,可 以 利用 对 称 空 针 产生 群 G; 的 非 线 
人 性 实现 ,这 点 对 取 值 在 对 称 空间 的 场 论 模 型 起 重要 作用 ， 

在 群 G 的 李 代数 9 的 伴随 表示 空间 , 常 可 利用 对 合算 子 ,将 取 值 在 对 称 空 
间 M 二 GH 中 场 量 表 示 为 

NIX) = gtr)ng(tr) gr) EGG (0.55) 

上 式 表示 的 N(xz) 取 信 在 陪 集 流 形 M 二 GIH 上 . 

在 群 G 整体 作 骨 下 不 变 的 Maurer-Cartan 形式 场 量 sfr) 可 记 为 


atri= gg (ri g(r) th.56) 
可 利用 点 问 构 算 子 ” 将 场 量 分 解 为 黄 部 分 
a (7 = hb,(r)+ B,C.r) ‘6.57) 


其 中 
9 (zz) = 了 ia n, B= 5[a,,nln (0.58) 


rr 


§6.4 对 称 空 间 的 代数 辣 和 网 “(GO, 昌 ,zs) 三 75 组 ” 查 线 性 实现 .185 ， 


易 证 它们 满足 
nb rl =0, in,btr)t = 0 {6.59) 
即 对 李 代 数 9 作 Cartan 分 解 4 二 + 名， 
Dr) Eh, dtr) EES. 
任意 紧 致 连通 李 群 G 都 可 看 成 是 黎 曼 整体 对 称 空间 , 群 流 彤 本 号 可 被 C 左 
作用 或 右 作 用 ,一 者 相互 可 交换 ,可 形成 乘积 空间 
Gx CR = {gringa) | gg E OI (6.60) 
置换 so; (og,g;) 一 (gj,81) 是 莱 积 空间 的 对 合 自 同 构 , 固 定点 集 由 对 角子 群 Gy 给 
成 
Gy = (gg) EGxGI| {6.61) 
散曲 对 称 空 la M = G6, xn 一 个 {6.62) 
对 于 取 值 诛 群 流 形 上 的 主 手 征 场 ,由 十 群 流 形 本 人身 本 被 G 左 作 用 或 右 作 用， 
所 以 可 将 手 钼 轨 看 作 是 取 值 在 对 称 陪 集 流 形 Gx GalGv 上 . 即 任 一 紧 华 连通 李 
群 G 都 可 看 成 四 黎 曼 整 体 对 称 空间 ,可 利用 对 称 空间 结构 ,对 场 量 进行 非 线 性 实 
再, 下面 分 析 此 问题 ， 
例如 ,可 把 SU(3+ 手 竺 场 看 成 是 取 值 在 


SU(C3) x SU SU = GIH (6.63) 
于 的, 面 台中 元 素 训 可 记 为 
g= {hE H, $sEGIH) (6.64) 
内 有 对 合 口 同 构 = 
mr = kk, odo = 下 {6.65) 
ag; grog 二 go 二 i ,可取 表 得 
D0 1 . 
G 二 | | (0.66) 
1 0 
由 
-0 » 0 
= | = {6.67) 
1 全 0 下 
对 称 空 间 中 动态 学 变量 可 与 为 
0 上 0 EL) 
NIr) = gryagfr) = go = | 三 | _ (6.68) 
$7 0 Ui'(r) 0 


满足 约束 条 件 
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N(r)=1 
而 由 对 称 空间 场 量 表示 的 流 算 子 
Crer)dL! 0 
NCOraNGr) = | odU Kx) (6.69) 
| 0 Urdiitr)) 


这 样 , 可 将 左 、 国 于 流 结 侣 在 “起 ,作为 对 称 陪 集 空间 中 场 量 进行 分 析 - 
$6.5 非 线性 c 模型 ”对偶 对 称 与 拍子 解 


非 线 性 e 模型 在 理论 物理 中 有 广 证 地 应 用 . 它 是 这 样 一 种 场 论 模 型 ,其 相互 
作 肌 不 是 靠 对 上 自由 场 拉 氏 量 外 加 相 午 作 鼎 部 分 ,而 是 靠 几 何方 法 引 人 ,是 由 流 形 度 
规 所 决定 的 联络 与 曲率 引入 . 其 相互 作用 特征 在 很 多 方面 与 非 Abel 规范 理论 类 
似 , 例 如 ,有 渐 近 自由 ,其 有 非 半 席 拓扑 结构 ,有 孤子 解 等 .将 本 节 与 第 | 六 章 非 
Abel 杨 -Miiils 场 论 进行 对 比分 林 , 可 更 清楚 地 看 出 其 特征 . 

物理 模型 的 动力 学 理论 都 应 从 作用 量 原理 出 发 ,由 作用 量 了 变更 条 件 8S1 =0 
得 运动 方程 .讨论 4 维 时 空中 取 值 在 =” 维 流 形 M 上 的 场 w(x), 如 流 形 M 可 取 局 
域 坐标 w' (i =1,2,…,n), 且 流 形 M 上 定义 有 黎 曼 度 规 

ds” = gi du ant 
亲 利 用 下 面 形 式 的 作用 量 泛 国 工 来 决定 ce 模型 的 动 方 学 问题 


1 三 了 |deagoaue(zrjane(zr)， 1 二 70 
由 作 贞 有 量 对 度 规 的 变更 红 =0 得 运动 方程 
Moon + Ta(u)o waru = (6.71) 
其 中 让 .tu) 是 由 流 形 度 规 决定 的 黎 曼 联络 ， 


1 , d gy Ey dg 
= 一 十 
ls = 78 du aw 


(6.72) 


A 
(6.71) 趟 为 通常 浏 地 线 方程 的 推广 .下 面 着 重 计 论 此 运动 方程 的 具有 有 限 作 岂 量 
的 解 , 故 设 当 |x|->oo 时 , 场 u(x) 有 极限 ,内 此 可 补充 空间 R* 以 |ce1 点 ,而 整 
个 空间 看 成 a 维 球 


S” = R" (| io0l 
场 n(x) 可 看 成 由 对 到 流 形 MM 的 映射 
u:S -Mf (6.73) 
而 场 a(x) 可 用 间 伦 群 J,(M)}( 见 下 章 ) 的 同 伦 等 价 类 标志 . 当 (MM) 产 0 
时 ,可能 存在 拓扑 非 平庸 解 . 


§6.5 非 线 忻 模型 对 便 对 称 与 王子 解 
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下 面 为 简单 起 见 , 集 中 讨论 二 维 场 论 ,一 -方面 利用 度 规 结 构 引 入 作用 旦 泛 孙 


了 = 7|d 二 


另 一 语 面 可 利用 2 维 空间 Hodge * 对 异 算 子 ( 即 反对 称 张 量 引信 拓扑 向 


(2 一 了 rg, Cr ou (ro (.r) 


可 对 场 方程 的 拓扑 太平 良 解 进行 搞 扑 分 类 . 


{6.74) 


(0.75} 


为 简单 起 见 , 下 向 过 论 上 〇 (3)a 模型 . 场 流 形 MM= OO02) 一 全 ,其 场 量 


Nriy fu = 1,2,3) 
满足 约束 


可 者 成 映射 S ”> 一 人 ,映射 可 按 整 数 局 = 7,(M) 来 分 类 
Q = IdN. (9, x a )e 
对 场 变量 取 极 射 投影 ,并 取 复 坐标 (参见 (6.11))， 


Ai _ 80,y 
IrN’ ‘ne 
可 对 底 空 间 也 乳 复 坐标 > = x! + i27, 则 
1 zdz 了 
如 -一 -- dzd 了 T(r te 一 Oredrer) 
TT({]1|lrl) 
其 中 
FE! - de dao 一 Su 
Es de 


机 应 也 ,作用 量 [也 可 写成 0{3) 不 上 变形 式 


1 7 1 ， ，， 间 dx 
1 bls ep 2 
31 Te (1 + rr |): 
I dzds -A - 
二 站 一 -一 TO 十 可 Tt 
| L 二 | we Tr™ wi) 


注意 到 等 式 


1 . - 2 r 
本 (ae t+ ool: ! 2 , 了] 一 (0,, 2 和 tp " 1 六 A ] 


了 = dr | 1+ 4 | + tli x 0, 4 


ww 


(0.76) 


(6.77) 


(6.78) 


{06.790) 


(6 .80) 


(6.81) 


(6.82) 
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作用 量 了 对 场 基 变 分 极 值 可 得 场 满足 运动 方程 .一 般 为 二 阶 微分 方程 . 调 由 
《6.82) 式 看 出 ,为 得 作用 量 的 极 值 解 , 郧 拓扑 荷 为 护 的 非 平庸 解 ,可 解 下 列 上 对偶 
条 件 : 


ditertr x0;]=0 (6.83) 
或 取 复 坐标 (6.78), 上 两 式 可 表 为 
ao =0， 或 ou = (6.84) 
此 即 大 家 熟悉 的 柯 西 - 歼 曼 条 件 , 其 解 : 
tx 或 (6.85) 
否 要 求 在 |z1 王 村 w(z) 有 博 定 极限 ,例如 为 1, 这 时 最 一 般 的 解 形 式 叮 长 示 为 
xs(z) - 1 7 一， 或 ww(G) = Hl = (6.86) 


它们 是 扫 扑 数 为 + Q 的 ,具有 有 限 作用 量 的 运动 方程 的 解 . 

(6.85) 式 为 奈 空 间 到 场 流 形 的 全 纯 上 映射, 即 当 场 量 相当 于 底 空 间 到 场 流 形 的 
共 形 映射 时 ,对 侦 方 程 被 满足 . 自 对 个 方程 为 一 阶 方程 ,相当 于 运动 方程 的 夺 方 , 蔡 
场 满 足 自 对 偶 方 程 , 则 作用 景 取 极 值 , 即 得 运动 方程 解 . 

有 琉 子 解 的 非 线 性 方程 常 具有 确定 几何 意义 , 常 可 表示 成 某 线性 方程 的 可 积 


条 件 ,共有 无 穷 多 守恒 流 …… 等 特点 ,下 面 以 O{3)o 模 击 为 例 进行 深入 分 析 '. 
首先 可 将 解 N* (x' ,x ) 写 成 后 阵 形 式 , 妈 令 
Cr (0.87) 
其 中 a 为 一 个 Pauli 和 矩阵 
1 _ | 一 1 |1 0 
"1 ol 2 Ui ,| 0 -1 
约束 条 件 ( ,和 = 全 表示 成 
N'(r)—1 (6.88) 
三 为 2x2 的 单位 短 阵 . 场 的 动力 学 由 拉 氏 量 决定 ， 
LL = BUNC)ON(r)) (6.89) 
在 约束 条 件 (6.88) 下 对 作用 和 基 变 更 ,得 运动 方程 
LooNIzy NGCri = 0 8.90) 
此 式 也 可 写成 
OK -0 (0.91) 


其 中 


§6.5 非 线 性 = 模型 ”对偶 对 称 与 亚 子 解 下， 


K, = 一 ) NN (6.92) 
即 拉 氏 革 (6.89) 在 襟 妃 
ON = [|N,C]B, C= gl (CC = const) (5.93) 
下 51 =0, 故 存在 守恒 的 Noether 流 
1 = CR (6.94) 
满足 
J, =0 (6.95) 


此 即 运 动 方 程 i(6.91). 
注意 到 场 取 值 在 OG)1OC2) 上 ,O03) 的 伴随 表示 空间 为 2 由 (6.88) 及 
{6,92) 式 知 
1IK NI =10 (6.96) 
故 可 将 KK,(r), K(x) 及 N(.r) 看 成 在 上 ' 中 的 活动 标 架 , 解 流 形 的 法 方向 沿 
NC ) ,可 下 人 局 域 旭 东 变换 使 NIz) 在 各 处 均 转 为 与 z 无 闫 的 常 往 阵 4= ea: 


RN 二 有 二 3 {6.97) 
这 时 仍 剩 下 U(1) 规 范 自由 度 
2 get) gtrjhtr) (6.98) 
其 中 h(x) 满 足 
hlr)ih '(r}=n {Bb.99) 
这 时 ,和 天 是 天 (cr) 规 范 协 变 为 
Re (CTr) = (TDK (rglr) (6.100) 
利用 g(r) 可 引信 左 不 变 纯 规范 扫 
a (xr) = gg (rd gtr) (6.101) 


上 述 规 范 势 在 整体 (与 底 空 间 举 标 z 无 美 ) 左 作用 SOU3) 转 动 下 不 变 . 
注意 到 场 流 形 N(x) 取 值 在 其 有 对 合 自 同 构 ”的 对 称 空间 OCG3)1O(2) 上, 利 
用 对 合 白 同 构 nn 可 将 纯 规 范 势 a, 分 解 为 啊 部 分 
ay 二 9g = +, :6.102) 
其 中 
b, 二 了 了 (8 og 二 天 ‘gd,gh) 
16.103) 
上 ,二 5 (g OE- ng dgn) 
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具有 性 质 
[sb] 一 有 (6.104) 
描写 于 征 场 串 用 满 是 (6.90) 式 的 NCr), 也 可 用 满 是 (6.91) 式 的 KK,{.r), 也 
叮 以 用 6, Ce) 与 (xr) ,下 耐 我们 来 分 析 了 (与 站 《所 满足 的 方程 . 
纯 规 范 热 d(x } 满 中 的 Mayurer-Cartan 方 午 可 表示 为 


向 斯 方程 :0.6 -30 +ib .b+ | = 6.105) 
Codazzi 方程 :i 一 一 0 【6.1067) 
其 中 
2 二, [9 《6.107) 
为 方面 ,将 (6.100) 的 道 变 换代 人 运动 六 程 (6.91) 式 ,得 
Th" -0 (&.108) 
令 
Te =- ew = 1) (6.109) 


则 Codazai 方程 (6.106) 可 表示 为 
ok* = (6.110) 
注意 到 (6.105) 式 也 可 表示 为 
Dh, 一 中 了 + = (6.111) 
可 看 出 运动 方程 (6.108) 与 Codazzi 方程 (6.106){ 相 应 地 (6.105) 与 (6.111) 式 ) 在 
下 而 变换 下 相互 对 偶 : 
上 
如 场 玉 4z) 满 足 自 对 侦 条 件 
k, 一 土 全 天 (6.,112) 
由 Codazzi 方程 (6.110) 知 运动 方程 (6.108) 必 满足 . 自 对 信条 件 (6.112) 与 (6.83) 
式 相 当 . 
由 以 上 各 式 看 出 ,所 与 全 有 满足 相隔 的 线性 方程 ,可 利用 此 对 偶 对 你 性 引入 
连续 对 人 则 变换 , 即 作 到, 与 ,的 实 线性 组 合 
让 (YY) = coshgk, (rr) ! sinhg’ k(t.r) 
“k(x,y) = coshp’ kh (ry + sinhgh, (Cr) 


. ,1+A 
其 中 (y=e = 


(6.113) 


36.5 非 线性 = 槛 型 ”对偶 对 称 与 拍子 解 ” 1591 ， 


coshg = 于 (7 1 7 ) = 
{6.114) 
sinhg = 到 (7 7 …) = 】 全 
7 为 实 参 数 , 当 7y=1 叶 
k(xr,1) 二 开工 ) 
易 证 所 ,(zyy) 满 足 与 二 . ,大 相同 的 方程 
Sk (xr)=0 i 
_ > (6,115) 
db, 3,0, + [9 ， D + [RC yk (x, YY = D 
故 Cx) + 起,《x,7Y) 也 是 表 示 为 纯 规 范 
h(xr) 十 kr,Y) 一 zz yo zyy) 
(6.116) 


ulx,l)}=g (zx) 
手 征 场 N(x ) 取 值 在 对 称 空间 OC(3)1O62) 上 ,如 (6.97),(6.98) 式 及 示 ,g(x) 
可 右 作 用 局 域 (依赖 坐标 z 的 )O(2) 规 范 转动 
BT) g(x) = gtr)s(r) (6.117) 
这 时 , 纯 规 范 势 as.kz) 以 及 D 0z) 及 开 (xz) 也 作 相 庶 规 范 变换 ， 
a ”as = SS asSt+tSs!o,s 
bh, = SIhS+S 9,Ss (6.118) 
gk, = SkS 
在 作 局 域 规范 变换 时 ,通常 5 取 值 在 子 群 O(2) 上 , 下面 进步 推 1 到 取 值 作 Q(3) 
上 , 即 联 Stx) 为 满足 (6.116) 式 的 u-'(x,Y), 即 令 
Hty’ = Ur) alr r) + u(r y) ou(r, 7) 
K,(7) = u(r ,yk (zr, 7 u(r,y) (6.119) 
N YP = ry) nu(zr,y) 
由 (6.116) 及 (6.119) 诸 式 得 


R,(7) =- ,7) =— EN (aN (7) (6.120) 
由 于 上 zy) 满足 (6.115) ,由 规范 协 变性 知 ,并 (7 满足 
3K 7Y) + EH, CY), Reeyy] =0 (6.121) 


即 NC7) 为 运动 方程 (6.90) 的 一 个 新 解 ,此 解 与 原来 解 N(z) 的 关系 可 表示 为 
NEy) = Ur, YIN(GrI Ux, 7y) (6.122) 
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其 中 
Ur,y) = glriu(r,y) (6.123) 
Utr,l}= 1 
称 为 对 偶 灾 换 算 子 ,多 证 它 满足 下 面 线 散 方程 : 
LT) 二 一 【tr 下 TY [6.124 ) 
其 中 


Hi (xr)- gir)blr)g (rt gtra (lg (zz)) = F NCONEr) 
K(x 7)= gr)k lr, yg (Cr) = coshpK, (xr) + sinhg’ K, (ee) 


= DG YR CY U(r, Y) (6.125) 
好 16.124) 式 可 写 为 
DECz ,7) = 了 (NON(coshe - 0 + ep NONsinhg) U(r,Y) 
114) A 
1 A’ 
工 方程 是 含有 任意 参数 4 的 线性 微分 方程 组 ,由 此 方程 组 的 可 积 条 人 忻 可 得 手 征 场 
NI7) 满 足 的 非 线 性 运动 方程 (90) ,此 非 线性 运动 方程 (LO(3)z 模型 的 场 方程 ) 足 
具有 孤子 解 的 完全 可 积 体系 ,通常 可 采用 道 散射 方法 来 解 此 完全 可 积 体系 . 
为 进步 分 析 手 征 场 方程 解 的 几何 意义 , 选 活动 标 架 的 e; 沿 于 征 场 N = 
[IN AN ) 方 向 ,注意 到 N = Ng ,可 将 (6.97) 式 推广 为 


(ANg,N + Ee NAN)U(r,Y) (6.126} 


fg (reas(r)= a, cB.127) 
将 上 式微 分 ,并 注意 到 Gauss-Weingartan 公式 
de, = eo, {0.128) 


到 
得 
1 | - 1 
[a dg = 4 ei 
Hz yy ln 


1. 
2 _ | 


[zs + ousl 名 1 


(6.129) 


代入 16.1031) 式 得 


， 1 
耻 一 F112 [| 


(6.130) 
Rd 二 3 (20 十 tal oz) 
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由 以 上 分 析 看 出 ,b, dr 与 & dz 组 成 SU(2) 群 流 形 上 三 个 左 不 变 1 形式 . 对 称 群 
SU(2) 是 手 征 场 方 程 (也 即 拉 氏 量 (6.89)) 的 对 称 性 .由 于 它 是 完全 可 积 体系 , 存 蛮 
拓扑 非 平 庸 的 天 子 解 .下 面 分 析 运 动 方程 的 孤子 解 的 对 你 性 . 

下 面 分 析 手 征 场 满足 的 运动 方程 ,利用 微分 形式 可 将 运动 方程 (6.90) 式 改 与 


成 
dN,xdN]=0 ‘6,131) 
出 『F 式 知 .N,* dN | 为 团 形式 , 可 局 域 写 成 止 合 形 式 , 今 
dX = LN, x dN] (6.132) 
和 由 于 
和 十 三 = 二 (NI N,*xdN]|)=D0 
故 dX 在 孤子 面 的 切 平 而 上 
dX 一 ed + E18 (6 .133) 
站 一 方 合 , 易 讶 
*d = 于 [NdN] = yp 16.134) 
比较 两 式 , 得 到 孤子 面 上 活动 标 架 两 组 基本 相对 分 量 问 的 美 系 ; 
已 一 Ey 党 Sp (6.135) 


再 利用 (高 斯 方程 ) 及 Hodge * 的 性 质 , 可 证 
de =— Aw = *owsh wr =—0 AO = KO A EF (6.136) 
故 高 斯 曲率 
K =—1]1 ‘6.137) 
即 活动 标 架 的 端点 X 为 伪 球 面 ,而 伪 球 面 的 法 线 像 即 我 们 待 求 的 手 征 场 方 程 解 
N, 
由 对 侦 关 系 (6.135) 及 {6.130) 式 知 


0,0, + O03) = i hdrr (6.138) 


团 hdx” 与 1 刘 ,dx* 组 成 了 SU(1,1) 群 流 形 上 三 个 左 不 变 1 形式 ,对 称 群 SU(1， 
1) 反 应 了 贵子 面 的 对 称 性 . 孤子 面 为 负 常 曲率 面 , 负 常 曲率 面 的 等 长 群 为 SU(1， 
1) ,其 可 积 条 件 即 对 偶 变 换 后 的 高 斯 方程 与 于 征 场 的 运动 方程 ， 

下 面 我 们 分 析 手 征 场 方程 解 的 Bicklund 变换 . 

正如 $5.5 所 分 析 ,两 念 球面 的 会 切线 族 组 成 假球 线 拒 . 在 此 两 伪 球 而 上 选 活 
动 标 黑 , 取 公 切线 系 , 即 


194 . 第 六 意 齐 性 获 最 流 形 ”对 称 空 间 


€|= ee (0.1390) 
设 黄 伪 球 面 对 应 法 线 e; 与 e' ; 间 夹 和 骨 为 + 
{e468 4) = COsT {6.140) 
或 写成 矩阵 形式 
NN = cosrT + isinrR 16.141) 
COST 二 Su(NN’) (06.142) 
而 两 伪 球 面 间 的 Bicklund 变换 如 $5.5 的 图 5.1 所 示 , 可 表示 为 
XN” = K+ sinrk [0.143) 


此 式 反 映 , 在 两 伪 球 面 间 公 切线 庶 组 成 假球 线 江 ,对 应 法 线 问 炎 角 工 , 以 及 两 切 点 
间距 离 > = sint 圾 为 常数 . 胡 


dX = dX -1 sinrdR (6.144) 
利用 (6,132) 式 ,得 
NaN -NaN = isintes O°R (6.145) 
注意 到 * 是 常数 ,再 利用 (6.141) 式 ,得 
NON ~ NaN ~ a (NN’') (6.146) 


此 即 大 家 熟悉 的 于 征 场 解 的 Bicalund 变换 方程 . 
Pohlmeyer 站 兽 指 出 , 单 参 数 rz 的 Backlund 变换 BT (+r) 串通 过 对 情 变 换 


DT(Y) 由 Hianchi 变换 HT(r= 好 j 产 生 ,如 下 图 所 示 . 


B 
Ny Nr) 


PNY) DNF) 


总 让 一 Ry, 
BITT =n2) 


如 要 求 NC(Y) = N《7y》 则 参数 7 与 r 间 有 一 定 关系 全 
coshp = llsint, sinhe = cotr {6.147) 
在 $5.5 曾 指 出 ,假球 线 汇 有 两 个 焦 曲 面 , 线 汇 中 每 条 直线 都 是 两 焦 曲面 的 公 
切线 ,有 目 对 应 切 点 间距 离 r 与 对 应 点 法 线 间 夹 角 ct 都 有 定 值 ,r = sinr 使 映 焦 曲面 
为 高 斯 曲率 = - 1 的 伪 球 面 . 当 对 两 个 伪 球 面 同时 作 连 续 对 侦 变 换 , 则 相应 两 焦 
曲面 间 公 切线 长 x 及 法 线 夹 角 + 也 要 作 相 应 变换 . 当 对 侦 变 换 参 数 y 满足 
(6.147) 式 时 ,这 时 相应 假球 线 汇 的 公 切 线 长 / = snr = 1. 正 央 为 在 连续 村 偶 变 
换 与 连续 Backlund 变换 间 有 上 述 关 系 ,我 们 可 过 论 在 对 倡 变换 后 两 焦 曲 面 问 
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为 分 析 两 手 征 场 解 间 的 Backlund 变换 ,可 引信 表示 两 手 征 场 间 转 动 第 阵 B 
N = NB (6.148) 
B+B'= 200sr] = 2tanhyg! 【6.149) 
这 里 及 下 面 均 利 用 了 关系 (6.147), 即 用 对 偶 变 换 参 数 7( 或 Y) 来 表示 Hicklund 变 
换 . 
日 - B' = 2isinrR = 2sechgB (6.150) 
利用 Bicklund 变 聊 方程 (6.146) ,经 过 完 长 但 基本 的 计算 ,得 情 满 足下 面 矩 阵 Ric- 
cati 方程 ~ 


DB+'K,+h'RKB=0 (6.151) 
其 中 : 
D, 三 3, + [H,.] (6.152) 
作 * 无 穷 小 Backlund 变换 ”, 即 令 
8N = NB (6.153) 
为 简单 起 见 , 这 里 及 下 面 均 忽 略 小 参数 8e . 类 似 (6,94) 式 ,引入 
jy = tr(K,B) (6.154) 


利用 运动 方程 及 B 满 足 的 Riceati 方程 (6.160) ,可 证 
Dj = (OK 有)= -2sinhptr( KKe + KB kB} = -tanhpatr( KB) 

三 一 3 (6.155) 
故 可 引入 守恒 流 

J (x,y) = ,1 i, = sechotr(K,B) (5.156) 
由 (6.150) 式 知 ,8 代表 两 焦 曲 面 间 公 切线 的 方向 , 令 3 为 公 切 线 方向 与 某 选 定 活 
动 标 架 的 el (x) 轴 间 夹 角 , 则 

B= ig, (Cer (rx)cosd + eatx)sind) [6.157) 

利用 (6.127) 式 , 知 


A fu 
g (Cr)Bg(r)= i(o)cosd + g,sind) = | = 百 (6.158) 


其 中 
"=e” (56.159) 
代入 (65.156) 式 ,得 
J (x y) = sechptrik, (xz, 7)b) (6.160) 
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在 公 切 线 系 , 厂 = 1, 由 (6.138) 得 
ixJ, lr, ydr = sechgel ‘0.161) 
由 流 f(x ,7Y) 守 恒 , 得 
十， =0 (6.162) 
另 方 面 ,我 们 知道 ,在 公 切 线 系 ,对 Bianchi 变换 ,有 (在 (5.118) 式 中 令 = 
x/2) 
oa = (0.153) 
知 (6.162) 式 必然 满足 , 即 手 征 方程 的 拍子 和解 所 对 应 的 伪 球 面 ,经 对 称 变换 后 ,成 为 
r=sinr=t 的 假球 线 汇 的 焦 曲 面 ,使 (6.162) 式 必然 满足 ,此 式 相 当 于 存在 售 参 数 
7 的 守恒 流 J 凡 了 ,7)》 
利用 (6.125) 式 知 , 在 求 Noether 流 时 的 生成 元 了 ,实际 上 是 公 切 线 方向 的 对 
偶 变 换 : 
T= (rr)phaultr,y) (6.164) 
即 是 绕 活 动 标 架 转 周 定 角度 8e 变更 得 到 的 Noether 流 ， 
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有 弧 子 解 的 非 线性 方程 常 具有 确定 几何 意义 , 常 可 表示 成 某 线性 方程 的 可 积 
条 件 , 常 具有 守 异 的 拓扑 荷 ,有 无 穷 多 守恒 流 .如 此 多 隐藏 的 对 称 性 与 存在 着 连续 
对 侦 对 称 有 关 , 本 节 以 2 维 主 手 征 模 型 为 例 ,对 非 局 域 守恒 流 进行 分 析 . 采 用 度 规 
Pm 一 1 二 一 t0= 二 (二 -二 1, 令 G6 为 矩阵 李 群 , 拉 氏 密度 


= Stag tr) gr)|, gz) GE CG (6.165) 
场 量 A,(x) 一 站 ! dB ,作为 纯 规 范 满 足 Mourer Cartan 方程 
4. — 9A.+[A.,A.]=0 (0.166) 
令 工 为 李 代 数 g 的 固定 生成 元 ,对 拉 氏 量 作 整 体 变 换 
Bg =— gT (6.167) 


SL = 一 taa0g Ss)| =0 
此 不 变性 导数 A, 守恒 , 即 得 A, 满足 运动 方程 : 
ax4a(r) =0 (6.168) 


但 如 了 = T(z) 不 再 为 固定 生成 元 , 则 拉 氏 量 存 局 域 变换 下 不 再 不 变 ， 
与 了 节 分 析 类 似 ,存在 满足 线 散 方程 (6.126) 式 的 对 偶 变 换算 子 U(x ,4) 
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or = CAA, + oA) UA) (6.169) 
或 具体 写 出 

2,UCr,A) = (AA _ AUCx,A) (6.169a) 

,U(r,A) = et _ A U(r,A) £6.169b) 


此 组 方程 的 可 税 条件 即 方 程 (6.166) 与 运 劲 方程 16.168). 可 将 16.169) 式 的 


| 二 (4+ er)=auU"U :看 成 纯 规范 , UU 作为 相 因 子 ,引入 韭 局 城 度 搁 


Bglx) =— gtr) U(r) TU (x) (6.170) 
则 
8L = tA (UTU DI = trU AU,U UT (6.171) 
由 (6.169) 式 ,可 将 DAT 用 Ca 表示 


UTAU = aeUmaU ~ U 19,U (6.172) 
代 人 (6.171) , 则 江 可 表示 为 全 散 度 
BL = aaa 了 (6.173) 


这 是 否 意 味 着 作用 量 在 非 局 域 变 措 (6.170) 下 不 变 , 而 存 证 守恒 流 
jh = Bg = (AUTU) 

这 里 注意 ,为 得 到 守恒 流 , 需 不 内 运动 方程 {off shell 对 称 ) .而 解 off shell, 方程 组 
(6.169) 不 自治 , 因 (6.169) 方 程 的 可 积 条 件 包 含 运 动 方程 , 即 仅 能 分 析 不 可 积 相 因 
子 沿 某 路 径 的 积分 是 可 能 的 ,下 面 仅 用 (6.169a) 式 沿 空间 方向 路 积分 
1 人 
可 以 证 明 对 任意 g(x), 变更 Bg = 一 gUTU 1 可 在 不 用 运动 方程 (6.168) 的 条 件 下 
引起 BL 改变 全 向 度 项 . 即 可 证 

aera {tat = [La Da TD (6.175) 

er a (UTAU) = erU (ANU- er[Ui9U,U AD 


U(x,A) = Pexp 


| Chat -As (6.174) 


了 
二 3 rE 和 | U 一 L 3 5 十 [Un L7, U2, U] TU 1A, U, 六 站 


(6.176) 
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于 是 由 (6.171) 式 ,不 用 运动 方程 可 证 


2 
8L = {er0 (UAT + (U9)T)= ai (6.177) 
于 是 可 得 依赖 参数 4 的 守恒 流 
Dt AU AU AU -Ae,U ‘9U)T 
(6.178) 
满足 
acj 1》 =0 (6.179) 


将 乒 人 4) 按 参数 4 展开 ,可 得 无 穷 多 守恒 流 . 总 之 , 非 局 域 守 惜 律 是 由 非 局 域 光 鹤 
小 生成 元 生成 ,此 无 穷 小 生成 元 在 平行 输 运 时 不 变 .无 穷 儿 守重 流 的 存在 与 连续 对 
偶 对 称 变换 有 关 ， 


习 题 六 


1. x 维 球 S" 中 有 哪些 是 群 流 形 ” 
2. 五 * 中 满足 下 面 约束 的 趟 曲面 称 de Sitter 空间 ; 
新 土语 二 拒 一 让 + 总 = (6) EE 
请 说 明 此 空间 同上 胚 于 S$’ x El! ,运动 群 为 SO(4,1) ,而 每 点 稳定 子 群 为 YX(3,1}), 即 
NM ~ SO 4, 1) 03,1) 
并 请 证 明 它 是 正常 曲率 面 (K 光 0). 
3. E” 中 满足 下 面 的 束 的 超 曲面 称 反 de Sitter 空间 
| 
类 似 上 种 可 证 它 同 胚 于 SI x FE’ ,为 负 常 曲率 面 (K<0)， 
MM 二 SO(3,2)/S0(3,1) 
4, 请 认真 分 析 下 如 何 利 用 对 称 室 间 的 结构 作 群 的 非 线 性 实现 . 
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从 本 意 开 始 我 们 将 分 析 流 形 的 大 范围 拓扑 性 质 , 它 不 仅 对 经 典 场 论 的 分 析 非 
常 重要 ,而 屿 在 近代 量子 场 论 中 ,大 范围 拓扑 分 析 的 作用 傅 来 愈 罕 出 . 拓扑 分 析 中 
流 形 的 拓扑 不 变量 起 关键 作用 .拓扑 不 变量 本 身 为 代数 对 象 ( 数 , 群 ,向 量 空间 ,… 
等 ) , 它 是 流 形 在 同 胚 变换 下 的 不 变量 ,吉利 用 它们 对 流 形 进行 分 类 ,有 册 它 标志 流 形 
的 整体 结构 (global structure) ,在 本 章 中 我 们 将 着 重 介 绍 流 形 上 两 杆 拓扑 不 变量 ， 
流 形 M 的 阶 同 伦 群 Tw (MM) 与 流 形 M 的 上 阶 同调 群 昌 (MM). 

同 伦 Chomotopy) 意 指 由 一 折 扑 对 象 到 另 “对象 的 连续 酷 变 . 流 形 M 的 & 阶 同 
伦 群 x, (MD) 标志 由 维 球面 到 流 形 M 的 连续 映射 的 拓扑 障碍 ,x (MD) 天 0 标 
志 流 形 M 中 存在 (人 + 1) 维 润 ( 1. 101). 

同调 (homology) 意 指 拓 扑 对 和 象 问 的 等 价 关系 . 流 形 M 的 阶 同 润 群 昌 (MD) 
测量 在 流 形 M 上 存在 多少 相互 同调 {相互 等 价 } 的 拓扑 非 平 府 ( 非 边缘 的 上 维 子 
流 形 ) . 流 形 的 问 伦 群 与 同调 群 密切 相关 ,对 物性 学 家 来 说 ,似乎 同 伦 群 更 易于 定义 
和 掌握 ,但 是 要 确定 流 形 的 同 伦 群 常 常 很 困难 ,而 同调 群 的 数学 理论 实际 上 更 为 简 
单 , 常 递 过 对 流 形 同 调 群 的 计算 来 得 到 流 形 的 同 伦 群 . 


$7.1 同 伦 映射 及 具有 相同 伦 型 的 流 形 


研究 流 形 的 拓扑 性 质 的 重要 i 上 其 是 映射 .可 利用 同 伦 概念 将 流 形 间 所 有 连续 
瞻 射 分 为 等 价 类 . 即 当 在 两 个 折 扑 访 形 M 与 N 则 有 两 个 连续 映射 /与 g 
18 MN 
旭 果 映射 上 可 连续 形变 为 g&, 则 称 此 两 瞻 射 相互 同 伦 . 或 用 较为 精确 的 数学 语言 
说 ,如 存在 一 族 连续 映射 


F: Mx[0l]—N 
TA Flr,A) 
在 这 族 映 射 了 中 ,如果 F(z ,4) 中 参数 由 和 连续 地 蛮 到 1 时 ,有 
F{r0) = 站 
使 映射 /连续 地 变 为 g, 则 称 此 两 连续 映射 / 与 g 同 伦 , 记 为 
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了 
两 蜗 射 间 伦 ,其 中 :个 可 以 连续 地 改变 为 轨 一 个 ,而 P(r ,就 是 在 两 连续 映 
射 Fr 问 单 验 数 连续 内 插 .对 于 国定 x, 它 纺 出 NN 中 出 六 二 ) 到 gz) 间 一 条 连续 
出 线 . 
易 焉 连 综 瞻 射 间 的 网 伦 关 系 为 等 价 关系 ,于 是 可 将 M 到 NN 的 连续 蜡 射 集合 
分 介 为 下 不 相交 的 同 伦 等 价 类 集合 , 品 将 了 所 属 的 同 伦 等 价 类 记 为 (了). 
组 合 喘 射 与 同 伦 等 价 关 系 相 容 , 即 如 
1 > 六 Hi~g 
hj: N—L, Eh- 
则 
有 
使 得 组 合 遇 射 的 同 伦 等 价 类 是 类 间 乘 法 
《FE 
与 类 中 映射 代表 元 的 选取 无 关 . 
利用 同 伦 映 射 可 定义 流 形 的 伦 型 与 流 形 的 收缩 等 概念 
定义 7.1 两 流 形 M 与 N 间 如 果 在 在 连续 映射 上 与 g: 
FM 
g: NM 
使 得 gf 与 M 上 全 等 映射 间 伦 :g' 这， 
#5 和 NN 上 恒 等 映射 则 伦 : fig ~ id、. 
测 称 此 两 流 形 同 伦 等 价 ， 或 称 沪 它们 具有 模 局 的 伦 型 (homotopy type) .注意 如 果 
代 幸 连续 上 映 射 换 为 同 豚 映 射 , 即 
gf=idy, /fg= ids 
这 时 5 为 的 逆 映 射 g = 了! ,两 流 形 拓扑 等 价 , 称 为 同 胚 . 同 
有 凸 必 同 伦 , 代 反 之 不 一 定 对 . 同 伦 为 同 胚 (拓扑 等 价 ) 的 必要 条 
.。 / 件 , 但 不 是 充分 条 件 . 同 且 必须 两 流 形 维 数 相 同 ,而 同 伦 等 价 
并 不 保持 维 数 . 
判断 流 形 同 伦 的 最 简便 方案 是 分 析 流 形 的 形变 收缩 ,如 
“ 流 形 能 连续 的 形变 为 另 一 个 , 则 此 两 流 形 必 同 伦 等 价 . 可 以 
于 7 说 , 同 伦 是 用 一 连续 参数 正则 化 的 连续 形变 . 可 这 样 定义 流 形 
的 形变 收缩 (和 参 几 图?.1). 
定义 7.2 令 NCM 为 流 天 M 的 子 流 形 ,如 存在 连续 收缩 映射 >; M 一 N， 
rn 三 开矿 同 伦 映 射 忆 :MXx [0 ET- 一 AT 


#7.1 同 伦 映射 用 具有 相同 伦 型 的 流 疙 
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Ftp,N)=p 
Filp,l)=r(p}ENCM 
Flg aA)=g, YoEN,Ac[0,1] 
旭 称 流 形 M 可 连续 形变 到 NN ,形变 过 程 中 任何 阶段 都 不 变 N 中 点 , 称 N 为 M 的 


形变 收 各 . 
例 7.1 令 M=:* 为 维 线性 空间 ,N=0 为 单 点 流 形 .映射 了 是 :” 到 原点 的 常 
值 映射 
0 
x ”flr)=0 
虹 映 射 g 是 单 点 10: 到 -* 的 正则 A 入射 
BE 一 
0 rg(t0)=0 
则 
(Frg)0) = FRIO = 0) = i#. 00) 
即 
fg = idy 
男方 面 
8 FE) = glf(r)] = g(0) = 0 
存在 同 伦 路 射 


FlrA) = Ar 
Fir,0)=0=g': /(zx) 
FIr) = x = idy 

id ~ gf 
, 写 单 点 问 伦 , 是 可 缩 流 形 . 可 缩 流 形 是 种 最 简单 的 拓扑 流 形 , 常 称 为 拓扑 平庸 
流 形 ， 
例 7,2 FE" 中 闭 球体 (x 维 王 )D" 除去 原点 后 , -101 可 形变 收缩 为 单位 球面 
SS , 邯 可 引信 同 伦 映 射 开 

F:{D" -110 x [0,1]—= 1 - 10; 


TA FOr A = (1 Azra ,Te 
| x 


| 
战 D" -01 与 S$!' 同 伦 更 
D” — |0! ~ S"" 
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流 形 问 同 肘 关系 为 等 价 关系 ,可 利 几 同 脸 将 所 有 拓扑 空间 分 为 等 价 类 ,使 属于 
同一 等 价 类 的 拓扑 流 形 相互 同 胚 ,它们 的 拓扑 性 质 相 同 ,为 标志 每 一 拓扑 等 价 类 ， 
需 用 足够 多 的 拓扑 不 变 重 ,例如 流 形 的 维 数 . 紧 致 性 .连通 性 ……, 流 形 的 伦 弄 也 是 
拓扑 不 变 六 . 流 形 间 同 伦 也 是 等 价 关 系 , 可 利用 问 伦 型 将 所 有 拓扑 空间 分 为 等 价 
类 . 由 于 间 伦 要 求 比 网 私 弱 , 故 得 到 更 粒 的 同 伦 等 价 类 , 同 且 的 流 形 必 有 具有 相同 的 
伦 型 ,但 上 反之 不 一 定 对 ,例如 , 流 形 的 维 数 具 有 拓扑 不 变性 ,是 辣 胚 映射 下 的 拓扑 不 
变量 ,但 不 具有 伦 型 不 变性 . 共有 相同 伦 型 的 流 形 可 以 具有 不 同 维 数 ,例如 ,拓扑 平 
庸 流 形 可 为 任意 维 数 的 可 缩 流 形 ,它们 相互 同 伦 ， 

本 章 将 分 析 的 同 伦 群 与 问 油 群 剖 是 流 形 伦 曹 不安 基 . 
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首先 介绍 路 径 tpath) 与 环 路 (closed path) 等 概念 . 
路 径 (path) 是 指 将 实 轴 . 上 线段 T= [0, 日 到 流 形 Mg 上 的 连续 映射 F 
ff: ff-»RM 
A— f(A) 

注意 映射 上 本 号 称 为 路 径 ,而 映射 了 的 像 /( 了) 本身 是 流 形 M 上 的 曲线 . 

对 于 流 形 M ,路 径 很 多 ,故我 们 侠 究 路 径 的 问 伦 等 价 类 .两 个 路 径 如 能 由 一 个 
连续 地 变 成 办 一 个 ,就 称 此 两 路 径 同 伦 . 

这 里 我 们 强调 我 们 研究 的 基 映 射 路 径 本 身 , 而 不 简单 是 瑞 射 的 像 .可 如 图 ?3.2 
(a) 用 产 图 表示 , 注 明 映 人 像 位 置 , 源 是 可 缩 线段 1=10,1] ,整个 映 人 流 形 M ,而 仅 
端点 固定 .图 7.2(b) 用 映射 的 像 表 ,而 在 像 曲线 上 注册 源 的 参数 1 ,这 样 出 明显 
地 表示 出 路 径 的 全 部 信息 , 故 一 般 常用 这 种 表示 . 仅 当 考查 高 维 环 路 时 , 像 的 高 维 
立体 疼 不 易 划 出 , 需 同 时 用 源 图 来 表示 . 


{a} 映射 了 的 尖 [0,1] fb) 野市 了 的 你 


图 7.2 路 径 的 示意 图 
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如 果 映 射 了 的 超 点 与 终点 像 都 是 AM 上 间 - -点 xo 点 
FAO = Fl) = xo 

则 此 路 径 称 为 以 .re 为 基点 的 环 路 ,如 果 一 个 环 路 可 连续 地 变 为 另 一 个 环 路 (保持 
基点 ro 不 变 ) 册 此 两 环 路 同 伦 等 价 , 问 伦 关系 为 等 价 关 系 , 于 是 可 将 以 rw 为 基点 
的 环 路 空间 划分 为 本 同等 价 类 ,在 -给 定 类 的 备 环 路 相互 问 伦 ,可 用 (让 代表 与 环 
路 了 辣 伦 的 环 路 类 ， 

例如 在 图 7.3 中 ,R* 空间 有 两 个 区 域 六 与 站 ,其 中 区 域 五 有 个 洞 , 而 已 ， 
没有 ,在 门 中 所 有 以 ri 为 基点 的 环 路 可 收 纺 到 xz 点 , 即 都 与 恒 等 映 射 属于 同一 
个 同 伦 等 价 类 ,而 在 局 ; 中 ,以 =: 为 基点 的 环 路 f, 与 方 属 不 同 同 伦 等 价 类 .上 例 
表明 ,为 区 别 二 雄 空 间 前 拓扑 性 质 ,表明 二 维 空 加 中 是 否 含 有 洞 , 需 用 环 路 同 伦 等 
价 类 而 不 是 环 路 本 身 . 


图 7.3 环 路 阿 伦 等 价 类 示意 图 


环 路 的 起 点 和 终点 为 同一 点 re, 于 是 可 定义 两 个 具有 相同 基点 的 环 路 乘积 . 
对 于 以 xn 为 基点 的 两 个 环 路 了 与 g ,可 以 如 下 定 文 它们 的 乘法 六 = -gg 


天 24)， 0 志方 
htA) = 
y(2A — 1), 方志 41 
上 仿 为 以 xn 为 基点 的 连续 映射 环 路 , 先 走 遍 f, 然 后 再 走 遍 g ,如 图 7.4 所 示 ， 


tay tb 


图 7.4 上 = 产 g 的 示意 图 , (a) 为 源 图 ,1b} 为 拍 图 


价 环 路 类 的 集合 ,让 定义 环 路 类 的 乘法 . 
{Pg} = {fe gpg) 
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容易 验 让 这 样 定 义 的 环 路 乘法 与 同 伦 等 价 关 系 相 符 . 考虑 以 zo 为 基点 的 同 伦 等 


(7.1) 


即将 同 伦 类 的 乘积 定义 为 其 代表 元 的 乘积 所 决定 的 同 伦 类 , 干 是 ,在 以 ro 点 为 基 
点 的 坏 路 同 伦 类 的 集合 x COM,zo = 长 方 | 中 ,用 上 式 定义 的 类 的 乘法 , 红 成 群 ， 
称 为 流 形 M 上 以 zu 为 基点 的 同 伦 群 x,(M .zx0) ,又 称 为 流 形 M 的 基本 群 .容易 


验证 x,(M ,ro) 符 合群 的 条 件 : 


1) 集合 i 中 存在 单位 元 素 e, 它 足 常 值 斥 路 的 同 伦 类 ,对 2 Ee(1) 二 to. 


可 以 验证 ,对 任意 环 路 六 林 定 义 - 纠 环 路 上 : 


和 - i 了 
Jj ose 
| | 

™ rl 


和 


即 记 = ,F=f*e 故 


类 但 可 证 f~ es 
2) 对 每 个 环 路 了 的 同 伦 美 ! 户 存 不 有 道 元 素 ， 
《有 六 
其 中 三 称 为 道 环 路 : 
F(t1) = fl- 1), 0 所 zt 所 ] 
可 以 验证 , 户 太 ~e, 为 此 可 引入 一 族 环 路 G, ,0 所 A&L1 
fF({2A1), 当 0 过 :二 


Ct) = 
FU- YS Er 


易 证 Go=e,Gl=fs 广 故 frf~e. 


3) x1(M ,zo) 的 合成 法 则 01) 是 可 结合 的 . 即 对 任意 3 个 环 路 fg ,# ,可 以 让 月 


fra)ih~ fo (gh) 


(7,3) 


注意 环 路 (feg)。 注 与 f(g*h) 上 共有 相同 的 像 , 仅 合 成 时 在 不 同比 例 处 ,可 用 源 图 


示意 表示 ,为 此 可 引 人 一 族 环 上 F(z ,4) 如 下 ; 
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fi 8 nh 1 吕 h 
了 机 TD Lo -10 了 站 了 站 
恬 1 1 j n 1 上 1 
4 2 2 4 
fa + 1)), 当 + € [0.4 1 
F(AY = 48(4t -A—1), EA 
hls A- 2)/(2-2))， 当 1 € [4 计 2,1] 


易 验 证 


天 4 1 € [0,114] 
,112 
Fi | 人 g(21), + € [0,1/2] 


-1), 1/2]= 
gt4t — DD), + € |L4,112] hk{2¢t — 1), 1 ET/2,0] 


‘kh{2t —1), 1 和 |12,1 
= (f° g) oe het) 


21), € [0,1 
g(2(2t - 1)), :ea 外 1) ‘ € [0,112] 


/21), t € [0,12] 
下 ft) = 
| ‘ght -1), rE 12,1i 


ht2(2r 1) —1), 1 € [3/4,1] 
= f° {lg° h(t) 
沽 此 得 证 
(fg)oh~ folgeh) 
上 同 伦 等 价 类 的 乘法 是 可 结合 刀 
CPB) = Ch (Ey)) 
这 里 要 强调 的 , 正 是 环 路 同 伦 类 集合 ,而 不 是 环 路 集合 ,具有 群 的 结构 . 
对 于 同 伦 群 x,(M ,xz,) 存 在 下 述 定理 . 
定理 7,1 对 于 具有 相同 伦 型 的 两 个 道路 连通 流 撒 M 与 W ,其 同 伦 群 相 豆 同 构 ， 
rmi,zoi = ArtNyo)， 其 中 YE MywEN 
此 定理 的 自然 推论 是 ,对 于 道路 连通 流 形 M, rm (M ,rn) 在 同 构 意义 下 仅 依 
赖 于 流 形 M ,而 与 基点 zx 的 选择 无 关 , 相 对 不 同 基 点 rn 及 x 的 同 伦 群 fr (M， 
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0) 写 zi(M,z 1) 相互 同 构 . 故常 可 简 记 为 x (MD) , 称 为 流 形 M 的 基本 可 (funda- 
menital group) ,有 下 述 定 于 . 

定理 7.2 对 道路 连 道 的 流 形 M ,以 流 形 上 不 同 点 royzrigE MM 为 基点 的 -- 阶 同 伦 
群 相 节 同 构 , 称 为 该 形 M 的 基本 样 ri (MI): 


TEA TO = TN, x (MM) (7.4) 
对 道路 连通 流 形 如 基本 群 平庸 ( 仪 恒 等 元 ), 则 称 此 流 形 是 单 连通 的 . 例如 
例 7,3 E" 是 单 连 通 的 流 形 , ri (Ery=0 (7.5) 


例 7.4 S"(n 实 2) 是 单 连 通 的 流 形 . 
国 分 析 映 射 FS 一 SS 中 必 有 非 像 点 y 蕊 Fs; 妈 像 fis ) 必 在 S57" y, 

可 收 而 到 一 点 , 即 
mts- 0, 当 坟 让 2 {7.6) 


例 7.5 ri(S')=Z (7.7) 

这 因 绕 $m 图 的 环 路 不 可 能 连续 地 形变 为 绕 S17 天 关 圈 .放流 形 S! 有 无 穷 
多 环 路 同 伦 等 价 类 .3 区 称 为 是 无 穷 连 通 . 

流 撒 基本 和 群 非 平庸 ( x, (MM) 关 0) 常 称 为 多 连通 空间 ,其 突出 特点 是 :定义 在 多 
连通 流 形 上 的 函数 常 是 多 值 函 数 .在 量子 力学 中 波 函 数 应 为 单 值 函数 ,但 由 于 空间 
拓扑 性 质 , 由 于 空间 的 多 连通 尾 ,会 产生 重要 的 物理 效应 ,如 Bohm_Aharonov 效 
应 ,超导体 中 磁 通 量子 化 效应 等 . 需 特别 注意 分 析 空间 拓扑 性 质 对 物理 现象 的 影 
响 .多 连通 流 形 M 上 函数 多 常 是 多 值 , 常 需 找 M 的 覆盖 空间 玉 , 使 玉 上 函数 变 
为 单 值 .对 不 同 函 数 ,为 使 其 单 值 化 {monodromy) 常 需 不 同 覆 羡 空 间 . 但 M 有 种 
特殊 的 巴 盖 空间 : 普 活 覆 盖 空 间 U(M),x,(U(M)) 一 0, 即 它 是 单 连通 的 ,其 上 所 

有 汕 数 都 是 单 值 的 , 普 适 覆盖 空间 UCN) 相当 于 MM 的 
扩展 ,使 x, (MM) 的 每 个 元 素 , 有 一 复制 样本 ,好 


"| M = U(CMY /rm AT) 


例如 , 实 轴 . .是 S! 的 普 适 覆盖 ,将 S1 看 成 复 平面 上 模 为 
1 的 复数 ,存在 投射 


。 "ll 
Tt: 


1 eo 


CD) 在 8 上 点 了 命 域 小 开 集 Usx-i(UD 为 :中 开 区 间 的 下 
连接 并 . 即 如 图 7.5 将 : 看 成 无 穷 螺 线 ,而 将 投射 + 看 成 
图 7.5 通常 投射 . 
可 将 r-' 看 成 作用 在 5 上 的 平移 群 x 
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pw 一 
将 此 平移 群 的 轨道 看 成 一 个 成 员 [ zj, 所 有 较 道 集合 1[ x ji 称 为 轨道 空间 
3S 2 /2 

下 面 分 析 轨 道 空间 的 基本 样 . 令 M 为 单 连通 流 形 ,例如 实 轴 : , x1(M)=0, 其 
F 有 变换 群 G 作用 , 即 和 作用 有 有效, 保持 点 x EM 不 动 的 迷 向 子 群 为 GCC 存在 下 
合 序 列 

0 一 个 一 总 
进 - 步 研究 此 变换 群 G 对 作用 的 轨道 ,将 等 条 轨道 乔 成 一 点 所 得 轨道 空间 
A11G 一 般 不 于 是 单 连通 , 即 x (MIG ,x ) 了 0. 在 变换 群 6G 与 x (MIG,，) 间 存在 
回 态 映射 ,映射 的 间 态 核 为 (, , 即 存在 群 辐 态 正 合 系列 
OrGO >G > a (MG,r) -0 


因此 (参见 附录 由) 
nMIG, rz = GG, 
当 变 换 群 G 的 作用 自由 , 即 G, 仪 舍 恒 等 元 .这 时 
TMG,r) = ( 当 G, = ee) 

此 即 下 定理 . 
定理 7.3 设 流 形 M 有 离散 群 G 自由 作用 ,G 作用 的 轨道 集合 组 成 轨道 空间 N = 
MG, 当 流 形 M 为 单 连通 (ri (MT=0, 部 M 为 N 的 普 适 覆盖 空间 ) , 则 

rr = a (MIG) = G ( 当 x, (MM) = 0) {7.8) 
正如 前 面 分 析 的 例 3 

rsS = =Z ( 国 m() =0) 
例 7.6 注意 到 实 投射 空间 j” 守 S"/Z,, 故 


TP TS = ZL,,Sn 2 (7.9) 
但 任意 
miP)= xr (SZ2,)= {7.10) 


后 者 是 由 于 S' 本 身 为 无 穷 连 通 , 而 :PP! ~ 51. 
下 面 分 析 … 些 简单 的 二 维 空间 的 基本 群 . 
例 了 .3 AM= :10 
具有 “个 洞 的 一 维 开 区 间 ,其 基本 群 x,(M) 仅 有 一 个 牛 成 元 
a:l0,1]— 7 -i0| 
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其 代表 元 的 像 如 图 7.6 
由 此 磋 平 唐 环 路 同 伦 等 价 类 可 生成 其 整数 们 个 群 元 , 它 
” 们 组 成 与 整数 加 群 . 同 构 的 群 , 即 
ri0D = 7)! = 
例 7.8 M= 一 一 9 


图 7.6 具有 两 个 洞 的 二 维 开 反 间 , 其 基本 群 x, (M) 有 两 个 生成 
元 立 与 有 ,如 图 了 30 所 六 .而 环 路 
7 一 站 (7.11) 


图 7.7(b 表 示 环 路 > 在 源 空间 的 表示 .7 与 a 都 是 以 x, 为 基点 绕 配 和 硅 户 点 正 - 
圈 的 环 路 ,但 二 者 并 林 同 伦 等 价 . 即 
BB YE a 


ra} iby 


图 7.7 其 有 两 个 洞 的 一 维 开 区 间 上 环 路 示意 图 


有 两 个 洞 的 开 区 间 的 基本 群 是 非 Abel 群 ， 
例 7.9 (7.6) 式 表明 S$* 基本 群 平庸 ,这 是 由 于 S 去 掉 一 非 像 点 yo。 人 Ff( S') 后 同 
伦 于 平庸 开 区 间 , 故 任意 环 路 均 平庸 . S* 为 亏 格 为 零 的 紧 黎 曼 面 .下 面 我 们 分 析 芯 
格 为 1 与 2 的 紧 黎 曼 面 了 与, 的 基本 群 的 结构 . 
例 7.10 二 维 环 而 五. 
可 切割 7 后 捧 成 平面 如 团 7.8 所 示 
环 路 as 与 5 为 1* 的 不 等 价 非 平 良 环 路 的 像 , 沿 它们 可 将 环 面 413 摊 开 成 平 
面 ,或 如 图 7.8(b) 将 相对 边 贴 合 : 先 贴 台 2 成 圆柱 ,再 贴 合 a 成 环 面 T. 故 让 边 图 
是 左边 4* 的 拓扑 等 价 , 称 为 TY 的 典范 表示 . 右边 长 方形 内 拓扑 平庸 , 虑 拓扑 障 
但 . 令 曲 线 4 与 刀 是 环 路 映射 = 与 8 的 像 .由 图 看 山 
as 有-a epgl=1i 
即 
aeB=8a (7.12) 
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看 
了 
p 
i 
/7 
[7 
ra) iby 


图 3.8 了 的 典范 表示 


故 TY 的 基本 群 是 由 两 个 生成 元 生成 的 Abel 群 

ml)= CB i= .BD. (7.13) 
例 7.11 己 格 2 的 攀 曼 出, 也 可 称 为 双环 面 . 可 如 图 7.9 将 双环 面 写 , 切 制 挫 开 
成 信 边 形 面 


7.9 ,的 典范 表示 


图 7.9(a)i 表示 曲面 3, 的 切割 .图 7.9(b) 为 三; 的 典范 表示 ,将 图 7.9fby 中 
过 ea 与 边 c 贴 合 得 图 (c), 进 一 步 将 相同 的 p 点 贴 合 成 (d) 图 ,然后 可 得 亏 格 为 2 的 
曲面 2;. 令 辆 线 a ,pe ,a 为 环 路 映射 a,8,y,5 的 像 .由 图 7.9(b) 可 看 出 这 四 个 


210 : 第 七 章 ” 流 形 的 局 伦 套 与 同调 群 


环 路 各 有 关系 

am 8 yy "HF! = 1 (7.14) 
这 四 个 牛 成 元 同 存 在 上 述 关 系 , 即 3, 的 基本 群 x,(3,) 是 非 Abel 群 ,其 内 个 生成 
元 闻 有 关系 (7?.14). 


$7.3 流 形 的 各 阶 同 伦 群 x (MD)(kE! ) 


用 基本 样 来 研究 二 维 出 面 的 分 类 问题 很 理想 ,基本 群 非 平 庸 标志 二 维 昌 向 上 
误 洞 .但 是 对 高 维 流 形 , 常 而 进 步 引 入 与 基本 群 类 伺 的 高 阶 同 伦 格 x ( M , .ro)， 


概念 ,可 首先 将 一 绯 环 路 推广 为 才 维 环 路 , 令 到 为 亡 中 国友 维 单 位 区 间 
= = A ER IOLA EI, = 1,..,k| 
连续 映射 了 为 
ff: fT *» Mi 

A A fA A IE M 

并 要 球员 的 边缘 04 映射 到 MM 中 国定 点 
FA 
则 称 此 映射 了 为 以 ,ro 为 基点 的 上 维 环 路 ,此 也 相当 于 学 到 M 的 连续 映射 , 府 保 
持 S 中 确定 点 (例如 北极 } 映 射 到 M 中 国定 点 x. 上 维 环 瞩 
了 LM, dhl-* rteM 

等 价 于 人 一 M ,可 如 图 7.10 表示: 


ia 件 瞎 射 淹 空间 表 络 当 #3D) (hj 在 喘 能 像 宋 闻 的 表示 


图 7,10 大 纵 环 路 映射 示意 图 


以 xn 为 基点 的 丰 维 坏 路 广 与 有 癌 ,可 训 下 定 又 乘 活 六 = 请: 
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- 


| 0 沁 


天， 
> 
A 


gM lA 


上 


例如 ,可 用 图 7.11 表示 两 个 二 维 环 路 的 相 乘 . 


天 到 
In ] TD A To 


图 7.11 两 个 环 路 fg 及 
其 碰 积 所 = jw 的 示意 图 


如 果 一 点 维 环 路 可 和 连续 地 变 为 另 一 个 点 维 环 路 (保持 基点 xz。 不 变 ), 则 称 此 
西 环 路 同 伦 等 价 , 避 用 六 代表 与 才 维 环 路 上 同 伦 等 价 的 环 路 类 . 对 于 以 .rw 为 基 
氮 的 有 维 环 路 问 伦 等 价 类 的 集合 ,用 各 类 由 代表 元 的 乘法 定义 同 伦 类 的 乘法 

Cp — fog (7.16) 
与 上 节 对 基本 群 的 分 析 相 似 , 可 以 证 时 二 维 环 路 同 伦 等 价 类 的 集合 

mA, ro) 二 六 六 
形成 不 阶 同 伦 群 ,类 间 乘 法 由 各 类 代表 匹 相 乘 的 同 伦 等 价 类 来 定义 ,如 (7.16) 式 . 
这 样 定义 的 乘法 满足 成 群 的 条 忻 ( 封 财 ,可 结 人 台 , 有 恒 等 雹 ,有 道 元 ) ,x ( M, rn) 称 
为 流 形 M 的 以 .ro 点 为 基点 的 点 阶 问 伦 群 . 

在 定义 坏 路 类 间 乘 法 时 ,各 环 路 代表 元 的 基点 rw 同样 起 重要 作用 .但 足 很 易 
证 明 ( 与 基本 群 的 分 析 类 似 ) ,对 于 道路 连通 流 形 M ,相对 流 形 M 上 不 同 基点 .in 
与 x 的 同 伦 群 mm (Mai) 与 (Mr 相互 同 构 , 故 可 简 记 为 

Tt Mr = Ar) x (NI) 
称 为 流 形 M 的 & 上 阶 同 伦 焙 ， 

以 分 析 我 们 看 出 ,高 阶 问 伦 群 x (M, x,) 是 基本 群 zy (CM ,x,) 的 简单 推广 ， 
但 是 ,不 同 的 足 基 本 洛 rifAf,.ro) 可 能 居 非 Abel 群 ,而 上 六 2 的 高 阶 同 伦 群 
TM ro) 作为 Abel 群 .这 是 因为 了 = 10.1] 的 边缘 5S"=[10,1] 为 网 点 ,是 不 连接 
的 ,而 上 衬 2 的 上 的 边缘 3L 二 S* 是 连通 的 ,市 以 x 点 为 基点 的 任意 上 维 坏 路 了， 
而 连续 畸变 使 映射 人 到 x, 点 的 五 边缘 3 到 ~ S “如 厚 ,所 得 环 路 与 六 辐 伦 .出 于 学 
22 的 连通 性 ,使 得 kz2 阶 环 路 同 伦 业 在 杠 乘 时 是 可 置换 的 ,例如 对 两 个 二 维 环 
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图 7.12 两 个 - : 维 环 路 同 伦 类 相 乘 的 置换 性 


下 面 我 们 简单 介绍 流 形 M 的 堆 阶 问 伦 群 x (M ,ro) ,与 两 流 形 拓 扑 积 Mx NN 
的 同 伦 群 等 概念 . 
我 们 先 简单 回顾 下 各 阶 同 伦 群 的 定义 ,* 阶 同 伦 群 zc (MN,.eo) 一 [el 芷 这 样 
一 些 连续 映射 a 的 同 伦 等 和 价 类 集合 . 
& E Mappo tS: ,MM), [aiE x(M,ro) (7.17) 
这 里 MapfX,Y) 表 示 由 空间 X 到 空间 Y 问 括 续 映 射 集合 ,而 Mapo(X,Y) 表 怀 
Map(X,Y) 中 这 样 - 些 映 射 , 它 将 X 的 基点 roEX 映射 到 YY 的 基点 yyEY. 
《7.17) 式 表明 a 为 将 S 上 基点 p( 例 如 为 北极 ) 映 射 人 到 xo€ M 的 S 到 MM 的 连续 
映射 ,通过 前 面 分 析 知 当下 宕 1 时 mAM xz) 有 群 结构 ,日 当 上 六 2 时 天 (Mr 
有 Abel 群 结构 ,而 当 =0 时 ,S" = 2 rnt 一般 无 自然 的 群 结构 , 仪 在 特殊 
情况 下 具有 和 群 结构 .下 而 介绍 两 种 重要 情况 . 
中 当 M 为 李 群 流 形 必 ,其 会 恒 等 元 ro = e 的 连通 部 分 G 形成 GG 的 丰 规 了 
群 ,这 时 
roa,e) = CH (7.18) 
为 商 群 ,有 自然 的 群 结构 .例如 
M=O)= 提 E3x3 实 征 阵 ,OO = 1 
detD= 土 1 将 O(3) 分 为 两 连通 片 ,x (Ot3)) = ，. 
M =0X1,3), 除 detO= 土 1 外 ,是 否 保 持 时 间 方 向 又 将 M 分 为 不 连通 区 域 ， 
故 
rtOfl3)) = #, PZ, 
行列 式 为 1 的 SO(n ) 为 连通 李 群 ,而 SO(r,s) 有 两 连通 片 , 故 
rnfSsofn)) ~ 0, rtSO(r,s)) = 
rat O(n)) = ,, xo Or = 人) ‘7.19) 


流 形 M 的 零 阶 同 伦 群 表明 M 的 连通 片 结构 . xo (MM) 中 元 素 个 数 正好 代表 MM 中 
连通 分 支 个 数 , 对 紧 致 连通 流 形 M ,ro(M)=0. 
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加 环 路 空间 夺 = 只 (Mr 为 流 形 ML 上 以 zy 为 基点 的 环 路 7 所 组 成 空间 ， 
二 = 有 Mr) = rnl 《3.20) 
每 -- 环 路 y 代表 中 一 点 ,两 环 路 (站 与 Yt7) 同 伦 , 代 表 它 科 在 上 中 是 连通 
的 .用 e 代表 党 环 路 y(t= 0 则 
re > TITAT ro) [7.21》 
环 路 空间 的 零 阶 间 伦 群 可 能 非 Abel. 
在 计算 流 形 同 伦 群 时 ,有 时 还 常 讨论 两 个 流 形 jM 与 N 的 拓扑 积 的 同 伦 群 ,可 
以 让 明 下 述 定 理 : 
定理 7.4 机 个 流 形 M 与 N 的 拓扑 积 的 同 伦 群 , 同 构 于 它们 的 同 伦 群 的 自 积 


nC MT N ,eh A yo) 一 re (MY, ro) 党 mtN, yo) 


oeEM, vyvvEN {7.22) 
FF 式 右 端 为 两 个 群 的 直 积 , 群 G| 与 Cs 的 直 积 为 所 有 有 序 对 的 集合 
Cl X 0; 一 {gig2) i gi EE Cg EE 人 ; (7.23) 


且 在 有 厅 对 (si gz) 间 利 用 G ,Ga 的 乘法 得 到 诱导 乘法 规则 
(g1182)* (gg) = (SI 1 B82E 1) 


(7.22) 式 的 证 明 是 显然 的 ,三 为 流 形 M > NN 上 以 (ro, yo) 点 为 基点 的 环 路 就 是 
CN, zn) GN ,Yo 的 民 坏 路 对 的 集合 . 即 


mM x ND),(ro, yw) = Te 
a: (Sp)-r (Mx N,(ro, ya)) 
此 连续 映射 a 当 限 制 在 流 形 M{ 或 N) 上 时 为 a (或 oa): 
a =aly: (Sp)— (MM,ro) 
gs =als: (Sl,p)—(N, yo) 
al 与 nz 完全 决定 了 映射 a = (a ,a,), 在 映射 同 伦 畸 变 下 ,a 与 a; 独立 畸变 ， 
ff AT ro) = 二 [ai ntN,vy0) = lLa;s]l 
TMX N,(ro,y0)) = aa ii = x(M, ro) x m(lN, ya) DD 
例 7.12 二 维 环 面 T*=SixS! 其 基本 和 群 
Tt) = a(S)xA{(S) = Tx? 


有 


2 (7.24) 
而 
rt) =0, aA{T)=0 (Fk>2) 
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本 节 最 后 介绍 下 维 流 形 间 连续 且 射 的 Brouwer 指数 概念 , n 维 球面 5” 的 5 阶 辐 
伦 样 x, {5S}= , 肯 明 连续 映射 六 5S" 一 8" 的 同 伦 等 价 类 与 整数 . 同 构 . 标志 映 射 
了 和 疗 伦 类 的 阶 数 


degf 六 E 
是 沪 映 射 了 的 折 扑 示 性 数 ,如 六 非 满 映射 , 必 可 同 伦 收缩 为 索 , 即 deg( 六 =0. 如 了 了 
是 满 射 , 则 deg( 方 可 能 为 非 零 整 数 , 称 为 映射 了 的 绕 数 (winding numhber) ,或 称 
Brouwer 指数 .可 用 微分 几何 办 法 来 具体 计算 眼 射 f 的 指数 .下 面具 体 分 析 上 是 阿 维 
流 形 间 光滑 映射 了 的 Hrouwer 指数 . 

设 M 与 N 为 两 紧 敏 连通, 定向 x 维 流 形 , 仔 在 光滑 映射 

jf: MN (7.25) 

设 N 上 存在 有 #5 形式 wEN 满足 


| ww 二 1 (7.26) 
J 


满足 上 式 的 # 形式 ww 称 为 流 形 N 的 由 一 体积 天, 当 被 映射 了 拖 思 ,产品 在 ML 上 
积分 称 为 映射 了 的 Brouwer 指数 : 


degf f) = | 。 (7.27) 


易 证 如 f,g 为 两 光 消 上 师 射 , 相 于 同人 纶 , 则 
degf f) = deglg) 

册 上 ,M,N 均 为 紧 致 连通 定 问 4 流 形 ， 

fi: L>M, gg: Mr>N 
均 为 光 少 映射 , 则 

deglyg *» Ff) = deg(p jdegt )) {7.28) 
Brouwer 和 阶 数 足 在 紧 敏 连通 定向 流 形 间 的 同 伦 不 变故 , 常 为 殖 数 ,例如 : 
例 7.13 将 S$ 看 作 模 1 复数 Z 集合 ,S' 间 映 射 

万 :人 > 8!, lr)= 

ff: rs f(z)= (7.29) 
则 degt 11)=n ,deg( fs)— —n. 
例 7.14 将 S 看 作 模 1 四 元 数 g 华 合 ,S’ 问 映 射 

ES 一 全 ， SCd) = 


R27: 5, gi(4) = g" (7.30) 


$7.4 相对 同 伦 群 与 群 同 态 正 侣 系列 ”纤维 映射 让 台 系 列 :215 - 


WW degfg )=n,deg(g)=—n 
上 各 例 中 整数 土 ,也 党 称 为 绕 数 .它们 均 为 映射 同 伦 不 变量 . 
(7.29) 式 表明 degpE x1(S')=2Z,(7.30) 式 表明 degg€E a(S )=Z 
最 后 介绍 儿 个 常 肌 术语 : 
xot ND) =0, 称 M 次 连通 流 形 . 
而 zo(OQCN)) = (CNs2) 表 明 O 〇 CN) 有 两 连通 片 ， 
mM)=0 称 MM 为 单 连通 流 形 . 
而 x (SOCN)) = ZtN 实 3), 常 称 SO(N ) 为 双 连 通 流 堪 . Ti(S ) 二 Z, 有 
时 称 $1， 为 无 穷 连 通 流 形 . 
巧 对 高 阶 同 伦 群 , 当 将 2. 
区 (3 )}=Z, neo j=0 {kn). 
1 维 球 面 5S" 的 低 阶 ( 达 n) 的 同 伦 样 均 为 零 , 常 称 为 上 阶 (& < 之 n) 连 通 流 形 . 
注意 双 连 道 流 形 (x (MM) = .,) 与 2 阶 连通 流 形 (x{M)=0) 的 区 别 . 


$7.4 相对 同 伦 群 与 群 同 态 正 合 系列 ”纤维 映射 正 合 系列 


旭 何 确定 流 形 的 各 阶 同 伦 群 , 旦 一 个 非常 困难 的 问题 ,甚至 像 S 这 样 简单 的 
拓扑 流 形 ,其 所 有 各 阶 间 伦 群 的 计算 直到 现在 仍 林 完全 解雇 .下 面 介绍 相对 同 伦 群 
与 正 合同 伦 序列 ,可 作为 同 伦 群 的 重要 计算 方法 之 一 . 

设 流 形 N 是 流 形 M 的 闭 子 流 形 ,点 gq 属于 NN 


gENCM™M 
当天 之 2 如 存在 j 至 M 的 映射 站 其 中 31 的 一 个 面 1 _， , 
映射 到 和 N 
站 有 
0 je nc 
(7.31) 图 713 M 中 相对 以 
同时 五 的 其 他 边缘 ?1 \ 以 及 a1 1 卖 跨 射 到 给 定点 4 点 为 基点 的 2 环 路 
:满足 以 上 条 件 的 映射 了 称 为 M 中 相对 N 以 g 为 基点 的 示意 图 
坏 路 ,例如 ,M 中 相对 NN 以 g 为 基点 的 2 环 路 如 图 7.13 所 示 . 


可 与 (7,1) 式 类 似 定 义 两 个 相对 上 环 路 的 乘积 ,例如 ,两 个 相对 大 环 路 了 与 g 的 
乘积 产 g 可 如 图 7 了 .14 所 示 . 
相对 友 环 路 的 同 伦 等 价 类 的 集合 ,以 类 中 代表 元 的 乘积 的 同 伦 等 价 类 作为 类 
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的 乘积 ,可 以 形成 流 形 偶 1M ,AND) 的 相对 同 伦 群 x, (MM， 


A 
了 N,9), 当 上 =2,91 = S' ,这 时 映射 
] 
fF: 了 一 
8 dl 一 SN {7.32) 


正如 ri, CN,9) 具 有 群 结构 ,但 可 能 非 Abel, 同 样 x: (AM， 
0 N12 WT“ NN,g) 具 有 群 结构 ,人 可 能 非 Abel. 
当 记 汪 3 ,x (M,N ,gy) 必 为 Abel 群 . 
网 7.14 两 个 相对 2 球 下 向 我 们 来 分 析 由 对 同 伦 群 zw (M,NN, 9) 与 问 伦 群 
路 相 乘 的 示意 图 r (Mo mt(N,o) 等 之 间 关 系 , 采 用 以 下 符号 ， 
rnAT, NI)=iel]l :上 -人 日 用 一 用，9 


rt,o)= [8]| B: TM dl >o 
mlNg)= [yxy]| ri”N oali-*g 
注意 到 NCCM ,存在 包含 映射 (inelusion map) 
i:N—M 
此 映射 可 诱导 & 环 路 类 闭 上 映射, 并 得 群 的 同 态 映射 
iT (7.33) 


注意 到 mm(M 99 全 严 (Mr) ,而 在 流 形 偶 (M ,wy) 与 (M,N) 间 存在 包含 映射 
jCM.q0 王 (M,N), 此 映射; 可 得 诱导 峡 射 ;,: 
jo: mM,g) rn(M,N,g) (7. 34) 
易 验 汪 : 中 当 .1,(N,g)=0 此 同 态 映射 (7.34) 为 满 册 射 ,人 @ 当 zw (N,g) =0 则 
此 同 态 对 应 (7.34) 为 1- 工 对 应 的 人 射 . 但 是 当 zx (N,g) 关 0, 此 同 态 对 应 可 能 若 
下 个 对 应 一 个 ,这 因 后 者 zw (M,N ,g) 的 元 素 [a] 同 伦 类 受 更 多 的 限制 . 
进一步 注意 到 相对 同 伦 群 x (M,N ,gq) = |[a]! ,如 将 相对 环 路 a 限制 到 其 
和 =0 的 开 面 了-1, 记 为 «=a|; 


a 三 站 | 
| 


0 LN, dh_-*g 
[eaJjEm 1(N,g), 此 边缘 映射 造成 x (M,N,g}) 到 zx,_,{N,g) 间 同 态 映 射 
39; mlMN Gg) A ,(N,g) 
[aa 一 [ae (7.35) 


组 合 (33)(34)(35) 可 得 同 伦 群 间 下 列 群 同 态 系列 ; 


了 。 四 六 
nN gr nM,g) rn (M,N,g)— me (NN,g) 
(7.36) 
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当 流 形 侈 MM 与 N 痢 是 道路 连通 流 形 时 ,可 以 证 明 上 述 群 同 态 系列 是 正 合 的 (ex- 
aci, 即 存在 定理 ， 

定理 7.5 当 M 与 N 者 是 道路 连通 流 形 时 , 同 伦 群 同 态 系列 (7.35) 是 正 合 的 , 即 
间 态 映射 1. ,j, ,9 汪 足 下 列 条 件 : 


t1) Keto = [my, (7.37) 
(2) Kerj, =Imi, (7, 38) 
(3) Keri, = Imd {7.397 


证 《1 如 .aejEKer9, 即 oa 与 rz 1(N,9) 的 常 映射 e 同 伦 
da: rN, hy 
era lg 
此 同 伦 映射 类 提供 映射 :到 ,x[0,1] 一 和 N .组合 此 映射 使 其 为 7, PB: 1 一 M ,21 > 
Ng. 故 [ajEImj, ,有 即 Ker3CEmy, .男方 面 , 令 [P]Ex(M,g), 将 此 映射 8 限制 
:型 扩 = 0 面 
Bli-o, 于 
它 与 tw-1(N,g) 的 恒 等 元 e 同 伦 , 可 见 
[j.B] € Kerg 

大 [my ,CKerm. 央 此 (27) 式 得 让 Kerg 一 Imi ，. 
(2) 如 | BJE Kerj , , 即 存 在 a=j, 8 与 zw (M,N,g) 的 性 等 元 同 伦 . ,BP~eEx 
(M,N,g) 故 存在 同 伦 映 射 8 使 

P=: hh>M, 9 一 

PB: LL>N, dL->N,o 

限制 在 此 伦 型 

Bo xX[01]-rN, oh—y 
相当 于 形成 同 纬 映射 (suspension). 

a x [0,{] 二 Six[0,1)~ 8 
它 代表 Imi , 中 元 素 :有 一 上 7 

Bi,Y: Ti-» NN, dl — uo 
战 [8]Elmi., 即 Ker .Cimai 
其 并 包含 映射 是 显然 的 , 令 [7]JEimON，d) 
B=i.7Y: LL>NCM, dy 
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2:B: hiN, ool N,g 
与 xe (M,N 3 的 恒 等 元 同 伦 , 故 . 5]E Kerj ,Kerj ,因此 {7.38) 式 得 
证 ;Kery ,一 Imz 
(3) 令 [Y1E Keri_ , 邯 8=i 7 与 二 (ML,9) 的 恒 等 元 同 伦 . 故 存 在 问 伦 映射 六 
Bo = B=iY: J>NCOCM, dl—y 
站 二 ee 和 TMG og, dl rg 
限制 在 此 伦 型 , 存 存 组 合 映射 
6: FXO rrM, JN, of—yg 
[8]EmtM,N.g), 使 在 边缘 辐 态 映射 下 ,If8)~ >, 邯 [yjE ln 此 分 析 表 明 
Keri . CIn. 
其 他 包含 映射 足 显然 的 , 邻 \81E mi (M,N,g)， 
dB): Tr»N. Af. — og 
件 M 中 可 同 伦 于 常 映 射 (eye x (Mg), 即 Im?CKeri, 因此 (7.39) 式 得 证 ， 
Keri , ~ Ind. Li 
可 组 成 各 阶 问 伦 群 的 同 态 直 合 系列 是 流 形 个 ( M , N) 的 基本 性 质 ,可 利用 此 同 
态 止 合 系列 研究 流 形 的 各 阶 癌 伦 群 . 在 第 十 二 章 将 介绍 的 纤维 从 就 是 … 种 特殊 的 
流 形 俩 , 它 是 流 形 上 切 共 及 各 种 张 量 从 的 排 上 ,这 里 先 初步 介绍 些 纤 维 从 概念 利用 
终 维 从 语言 分 析 问题 ,纤维 从 EE 局 域 可 看 为 底 流 形 上 B 与 纤维 下 的 直 积 流 形 ,存在 
投射 映射 


zr: FE-»B 
在 点 EB 人 ,投射 肌 射 的 道 像 x (rz ) 为 纤维 空间 F ,所 有 各 点 的 纤维 天 与 标 
准 纤 维 下 同 构 ,纤维 大 可 用 图 7.15 示意 表示 . 


a L 
E£ 
eT 和 
四 
s 


{by 


图 7.13 纤维 从 水 意图 


在 纤维 Li =x ro) 上 选任 意 点 ww 由 局 伦 群 Th CFE, yo), mF, yo) 5S ze (bt, 
上 ,6) 间 存 在 下 列 群 同 态 正人 台 系 列 与 (7.36)( 同 伦 群 同 态 止 全 系列) 相似， 
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A) FE) nFEF) OP) > (7.40) 
而 从 的 投射 映射 zx: 下 五 保 纤维 ,将 每 个 纤维 F = (ro) 投 射 映 别 到 单 点 
2 巩 对 相对 同 伦 群 rm( 情 ,Fiw) 有 诱导 网 态 
ze mE sv) rm Bra) 
此 同 态 x ;为 同 购 , 即 
mb,Fiy) ~ ro) 
故 由 (7.40) 可 导致 上 述 纤 维 只 下 ( 人 ,Er) 上 各 阶 同 伦 群 的 回 态 目 侣 系 媚 


CFE) CrmtB) rAd(F) re (7.41) 

此 同 态 正 侣 系列 将 从 空间 王 , 纤 维 空 间 节 , 底 空间 吕 的 各 阶 同 伦 群 阿 建立 密 
一 联系 . 可 利用 此 同 态 正 合 系列 计算 一 些 轨 道 空 间 与 齐 性 空间 的 同 伦 群 ,下 面 分 析 
此 问题 . 

多 连通 空间 的 秆 盖 窜 间 是 -- 种 具有 离散 纤维 的 纤维 从 ,7.2 分析 的 时 本 群 
的 计算 , 便 如 [7.7 一 (7.10) 诸 式 部 可 利用 (7.41) 式 下 合 系列 得 到 ,请 读者 日 已 验 
正 . 下面 再 举 此 物理 文献 中 常 过 到 芍 一 些 齐 性 窟 间 占 胃 道 空间 为 例 进 行 分 析 ， 
例 7.15 和 群 避 相对 其 子 群 日 的 陪 集 流 撒 记 为 GH, 存 在 如 下 群 同 态 卡 全 系列 


eoe rll rt "»OGIH->e 
十 是 可 类 似 (7.41}) 式 得 同 伦 翟 问 态 下 会 系 俐 
和 OH A Hn) (7.42) 


除 止 交 群 外 ,所 有 紧 单 李 群 单 连 通 . 上 手下 所 有 单 李 属 的 二 阶 同 纶 群 平庸 . 即 单 
合群 局 常生 有 性 质 


ml = x )=0 (7.43) 
将 此 结果 代 大 系列 (7.42). 得 对 一 般 单 他 群 局 
nO) = x (tH) (7.44) 


例如 对 复 投射 空间 产 ,由 下 式 得 
mT) ra SUCa TSUCJ AU 一 SC XUCD) = 了 
(7.45) 
例 7.16 S' 的 普 适 覆盖 空间 为 ,SI= 人 
相当 于 具 离 散 格 纤 维 Z 的 纤维 处 : 一! 
+ 
a! 
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故 存在 同 伦 群 同 态 正 合 系列 
人 746) 

注意 到 离散 群 ” 的 高 阶 同 伦 群 平庸 ,上 由 合 系 列 为 

Oa nS) = 0 (Yk2) 

mifS) 一 mm = 人 【当下 2) (7.47) 

- 般 对 于 共有 离散 纤维 的 覆盖 访 间 上 有 如 下 定理 ， 

定理 7.6 当 投 射 映射 ”zt:E 一 B 为 上 共有 离散 纤维 丰 的 覆盖 映射 , 则 

xtE Fw) = rt Fh,wvo) {时 上 之 2) {7.48) 


内 此 
mBxn) = TEA ro) = ml{lE,y) tk 2 2) 
证 这 是 因为 纤维 下 = x “(zo) 是 离散 的 ,使 得 任何 连续 映射 
jf: lk 
al, > ysF 
必须 整个 31. 一 y,， 琶 得 (7.48). 
利用 此 证 理 使 当 太 六 2， 
nS)=m(. )= a.')=0 

此 即 !7.47) 臣 ， 
例 7.17 ”Hop[f 从 

0 UC) >SUL2) 一 SUI2IUID = {7.490) 
即 SU(C2) 为 由 行列 式 为 1 的 2x2 匀 正和 矩阵 组 成 , 同 肘 于 S? 流 形 . 而 U(1) 为 
SU(2) 的 子 群 ,由 对 角 宛 阵 组 成 , 同 有 是 于 S: 流 形 . 而 陪 集 SUI21U0LD) 同 是 十 9 
流 形 ， 

SSS ~ SUCQNWUU) 

由 (7.49) 知 存在 同 伦 群 同 态 正 合 系列 


mS ns) rm(S) > (Ss') (7.50) 
再 将 (2) 式 代 人 上 式 得 
Orm(S ms)20 (人 3) 
x) = mefS) 泊 记 宇 3 {7.51) 


$7.5 同调 群 FH (M ,2Z) 


流 形 整体 不 变量 的 研究 是 从 组 合 牛 扑 学 开始 的 ,基本 想法 是 把 流 形 剖 分 成 一 
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些 元 胞 (esll) ,研究 它们 是 如 何 拼 潜在 一 起 的 . 

对 于 光滑 流 形 M ,其 中 得 点 邻 域 都 与 R” 的 开 集 微分 同 胚 ,大 可 利用 中 ”的 剖 
分 作为 流 形 M 的 前 分 ,我 们 首先 讨论 R” 路 有 向 子 流 形 , 称 为 标准 上 单 彤 (stan- 
dard k-simplex). 


不 
A = |x = (Tr) Re" | Sr = | = 0 
P| 


例如 ,最 简单 的 几 个 标准 大 单 形 见 图 7.16. 几 中 w 为 标准 单 形 A, 的 硕 点 . 


图 7.16 最 初 的 几 个 标准 点 单 形 


po = {1,0,0,.0,0), 0 = (0,1,0,.,0), 
站 +1 个 顶点 张 成 的 上 维 超 平面 A 为 定向 上 音 形 也 可 由 其 顶点 ju | 表示 为 
全 oo 人] = sgnt P)L us ,vp pe 


其 中 pEP(lk+1),P(E+1) 为 (& 二 +1) 阶 胃 换 群 ,sgn(P) 一 + 上 1 由 置换 的 侦 奇 性 决 
定 , 仍 代表 该 单 形 ,而 顶点 的 奇 置换 ,代表 该 单 形 的 反 向 ( 负 ) 单 形 . 

进一步 分 析 单 纯 复 形 {simplieial complex) , 它 是 各 种 维 数 单 形 的 有 限 集合 , 且 
满足 以 下 两 条 件 ， 
. 忠 集合 中 每 一 单 形 ,包括 其 所 有 各 维 单 形 ,都 在 集合 中 . 
名 集合 中 任 两 单 形 或 不 相交 ,或 交 于 单个 低 维 面 . 

单纯 复 形 ,也 简称 复 形 . 的 全 体 单 形 的 全 体 所 形成 空间 叫 作 一 个 多 面体 ， 
记 作 |K|.KK 叫 作 |K | 的 一 个 单纯 剖 分 或 二 角 剖 分 ,或 简称 剖 分 . 多 面体 | 天 } 为 拓 
扑 空 间 ,可 利用 剖 分 K 来 研究 多 面体 | K | 这 拓扑 空 间 的 同调 群 结构 .多 面体 kK | 
到 流 形 M 的 同 有 乓 映射 ,可 得 到 流 形 M 的 剖 分 .将 标准 单 形 | a | 同 胚 映射 到 M 
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注意 到 流 形 同调 群 HCMD) 中 生成 元 为 绕 (& +1) 维 洞 的 维 子 流 形 等 价 类 ， 
流 形 的 形变 收缩 不 变 阿 调 群 , 故 基 由 同 纶 型 的 流 形 的 同调 群 相 互 同 构 . 
流 形 的 同调 群 为 Abcl 群 , 群 的 秩 是 其 重要 特性 . 流 形 M 的 & 阶 同 调 样 的 维 数 
( 秩 ) 称 为 流 形 的 上 阶 Betti 数 ， 
b, = dimt (CAT7)) (7,52) 
它 是 流 形 的 折 扑 不 变量 , 和 而 二 是 伦 型 不 变 基 ., 流 形 上 各 阶 Betti 数 的 奖 奉 和 称 为 流 
形 M 的 Euler 数 (MD) 


YM) = YI 10%, (7.53) 
Fuler 数 是 标志 流 形 平庸 程度 特性 的 一 个 重 监 的 拓扑 数 , 是 最 早 由 组 合 拓扑 学 得 到 
的 .将 流 彤 削 分 成 单 形 的 集合 ,& 维 单 形 的 数 日 中 与 时 体 剖 分 有 关 . 但 是 Euler 发 
再, 对 二 维 莉 形 { 曲 面 ) 作 各 种 一 角 剂 分 ,前 分 后 点 . 边 、 面 数 om ,ey ,而 的 交替 和 
Y= Um ent /gg 
与 前 分 无 关 , 是 拓扑 不 变量 .上述 Fuler 公式 可 进一步 推广 到 任意 音 维 和 连通 流 形 
AT ,将 流 彤 M 作 三 角 剖 分 ,其 中 各 维 单 形 数 a 的 交 圭 和 称 为 流 形 M 的 Fuler 数 
y(M) = YL, (7.54) 


A 


可 以 证 明 , 卡 述 定义 的 Euler 数 , 即 (7.53) 式 定义 的 Euler 数 .这 六 为 ,在 各 维 链 群 
同 存在 同 态 对 应 

di OOM) COM) 0 
这 里 ,.C_-, 袜 定 义 为 零 空 间 . 由 线性 代数 的 秘 与 零 维 数 定理 知 

a = dim( GMD) = dimnfKer) + dim({ Ima, ) 

= dim( Zi (MY) + dim( B,. {MD)) 

而 Betti 数 为 
b= dimt FH; (MD) = dim( CA — dim(t B, (MY) 

故 
2 1)*b, = 3 1) :dim( 2Z, (MY)) + Dl- 1 dim( B, (M)) 


= YC dim(Z MD) +t YC Didim( BM)) 
一 下 是 


0 


a 


= PC rar = x(M) 
下 式 第 二 步 利用 了 


卫 
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Zi = eo E C(IM) ac = 0 

称 为 上 财 链 群 ,其 牛 成 元 c, 称 为 上 闭 链 (cycle) 
2) 边缘 同 念 的 像 

Be = | 2 dcp [en €E CA MD): 
称 为 边缘 链 群 ,其 生成 元 5 , 称 为 边缘 链 . 

易 证 边缘 链 的 边缘 必 为 零 
.= 用 
例如 ,2 单 形 
0 = [wo ,wi] 
Daz: = | [on aa | + wns en | 
dod0 = vj -Tvl [vi tiv itiw]- [v=0 
什 意 & 单 形 
了 一 oa] 


£ 
1 


:i 


dd da’ 一 of NA (一 [7 [vse 
1 下 
一 入 (一 1 和 [an | | 
DT 
i! 
即 边 缘 链 世 为 财 链 , 故 B, 汶 芝 ， 的 子 群 
B,C 
昌都 是 Abel 群 , 故 BB 必 为 如 的 目 则 子 群 ,于 是 相 定 义 其 商 群 ; 
Ht M) = Z (MB, CM) 
称 为 流 形 M 的 & 同调 群 (homology gtoup) ,同调 群 甩 为 闭 链 的 等 价 类 (mod 边 
毕 ) 的 集合 , 当 两 上 闭 链 z, "与 z, 间 相 差 边 绿 链 
zi 二 所 PTAT) 
则 称 此 两 闭 链 x, "与 z,"*" 相 于 等 价 


1! 【21 


此 等 价 关系 称 为 同调 , 即 x 与 汪汪 相互 同调 ,属于 间 一 同调 类 , 记 为 vs ， 

出 于 流 形 M 上 链 的 数 日 很 多 ,只 集中 讨论 闭 链 ,并 有 将 相差 为 边缘 的 闭 链 看 
成 是 属于 同一 同调 类 ,这 样 已 中 的 非 平 唐 闭 链 类 为 绕 (+ 1) 维 洞 的 大 维 子 流 
形 , 不 缠 洞 的 烤 链 (可 填 满 的 ) 为 边缘 链 ,应 看 成 与 零 链 属 同 一 同调 关 , 于 是 吕 
(M1) 可 丰 成 是 流 形 M 中 (+1) 维 空洞 的 量度 ，- 般 是 有 限 生 成 的 Abel 群 . 
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注意 到 流 形 同调 群 HCMD) 中 生成 元 为 绕 (& +1) 维 洞 的 维 子 流 形 等 价 类 ， 
流 形 的 形变 收缩 不 变 阿 调 群 , 故 基 由 同 纶 型 的 流 形 的 同调 群 相 互 同 构 . 
流 形 的 同调 群 为 Abcl 群 , 群 的 秩 是 其 重要 特性 . 流 形 M 的 & 阶 同 调 样 的 维 数 
( 秩 ) 称 为 流 形 的 上 阶 Betti 数 ， 
b, = dimt (CAT7)) (7,52) 
它 是 流 形 的 折 扑 不 变量 , 和 而 二 是 伦 型 不 变 基 ., 流 形 上 各 阶 Betti 数 的 奖 奉 和 称 为 流 
形 M 的 Euler 数 (MD) 


YM) = YI 10%, (7.53) 
Fuler 数 是 标志 流 形 平庸 程度 特性 的 一 个 重 监 的 拓扑 数 , 是 最 早 由 组 合 拓扑 学 得 到 
的 .将 流 彤 削 分 成 单 形 的 集合 ,& 维 单 形 的 数 日 中 与 时 体 剖 分 有 关 . 但 是 Euler 发 
再, 对 二 维 莉 形 { 曲 面 ) 作 各 种 一 角 剂 分 ,前 分 后 点 . 边 、 面 数 om ,ey ,而 的 交替 和 
Y= Um ent /gg 
与 前 分 无 关 , 是 拓扑 不 变量 .上述 Fuler 公式 可 进一步 推广 到 任意 音 维 和 连通 流 形 
AT ,将 流 彤 M 作 三 角 剖 分 ,其 中 各 维 单 形 数 a 的 交 圭 和 称 为 流 形 M 的 Fuler 数 
y(M) = YL, (7.54) 


A 


可 以 证 明 , 卡 述 定义 的 Euler 数 , 即 (7.53) 式 定义 的 Euler 数 .这 六 为 ,在 各 维 链 群 
同 存在 同 态 对 应 

di OOM) COM) 0 
这 里 ,.C_-, 袜 定 义 为 零 空 间 . 由 线性 代数 的 秘 与 零 维 数 定理 知 

a = dim( GMD) = dimnfKer) + dim({ Ima, ) 

= dim( Zi (MY) + dim( B,. {MD)) 

而 Betti 数 为 
b= dimt FH; (MD) = dim( CA — dim(t B, (MY) 

故 
2 1)*b, = 3 1) :dim( 2Z, (MY)) + Dl- 1 dim( B, (M)) 


= YC dim(Z MD) +t YC Didim( BM)) 
一 下 是 


0 


a 


= PC rar = x(M) 
下 式 第 二 步 利用 了 


卫 


§7.5 同调 群 9 (M,Z) - 225 ， 


B,{M)= BM)=0 

正 因为 Euler 数 x (CM) 可 以 表示 为 Betti 数 的 交替 和 ,Betti 数 为 流 形 的 拓扑 个 变 
量 ,日 为 伦 型 不 变量 , 故 Euler 数 x(M) 为 流 形 MM 的 拓扑 不 变量 , 击 且 为 同 伦 不 变 
量 . 

下 面 分 析 一 些 简 单 流 形 的 同调 群 , 先 介绍 几 个 常用 的 定理 . 
定理 7.7 ”如果 流 形 M 可 分 解 为 1 个 互 不 相交 的 连通 分 支 的 并 , M = MiU… 
UM, , 则 

HM)= FMDDB.DBH(M,) {7.55) 

正 因为 有 此 定理 ,我 们 只 需 逐 个 研究 其 各 个 连通 分 支 的 同调 群 . 下 面 如 末 加 说 明 ， 
都 是 讨论 连通 流 形 . 

流 形 的 同调 群 均 为 交换 群 (Abel 群 ), 交换 群 的 一 般 结构 ( 见 附录 EE) 是 自由 群 
与 挠 子 群 的 直 和 ; 

FM = BBD TM), 当 O < kh 


对 x 维 流 形 Mi 的 同 育 群 再 (MT), 当 上 =0 与 =n 时 , 均 仅 自由 群 ,无 挠 子 群 .这 
点 可 从 下 面 分 析 得 到 . 

流 形 M 上 不 存在 负 一 维 链 , 故 零 维 链 ( 点) 都 是 闭 链 , 且 对 道路 连通 流 形 ,所 
有 点 属 同 一 同调 类 , 故 存 在 定理 . 
定理 7.8 对 道路 连通 流 形 ， 

HolM)=;, b=1 (7.56) 
n 维 流 形 M 上 不 存在 n +1 维 链 : 
Ca =0 =—=B,(M)=0 

好 流 形 上 存在 x 维 定 向 闭 链 , 则 必 为 实质 闭 链 { 非 边 录 链 ), 可 作为 x 阶 同 调 群 生 
成 元 , 故 存在 
定理 7.9 对 维 连通 流 形 M， 


); 对 紧 臻 定向 流 形 (7. 57a) 
H.CM) = 40。 对 紧 致 不 定向 流 形 {7.57b) 
[0， 对 非 紧 致 流 涂 {7.57c) 


下 面 举 些 例 于 来 说 明 上 述 各 定理 的 应 用 及 同调 群 的 计算 .这 里 我 们 再 强调 一 
下 ,同调 论 的 要 素 就 是 存在 链 群 系列 及 边缘 同 态 算 子 ,要 注意 对 它们 的 分 析 . 
例 7.18 对 拓扑 平庸 可 缩 流 形 ,例如 .:” ,与 单 点 具有 相同 伦 型 , 故 其 同调 群 为 


Z, k=0 
H,(:") -1 (7.58) 
0， 天 0 
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例 7.19 维 球面 字 ,为 紧 致 定向 流 形 
HtS") = Z, bo = 1 
H(S°)-2, b=1 


晶 注 意 划 连续 映射 
fs 9’ (天生 有 一 

S" 中 必 有 非 像 点 pF(S*) ,而 Sip 之, 玫 六 S59) 必 可 收缩 到 一 点 , 邯 
mls) =0 ( 当 ] 过 kn- 
HitS")=0 ( 当 上 妆 到 雪 几 一 1) 


故 Euler 数 
2， 当 ?2 为 偶数 
(3) = DD = 1+ -| {7.50) 
Pe 0， 当 为 奇数 


例 7.20 二 维 环 面 产 ,可 定向 
Hl,Z) = 2, HT?,Z2) = 2, H(T*,Z2) = ZZ 
如 图 7.17 所 示 , 态 | 的 两 个 生成 元 为 闭 链 a 与 6 
X(T)=1-2+1=0 (7.60) 
例 7.21 Klein KK7*. 


如 图 (7. 18a), 是 一 非 定 向 二 维 荀 . 从 一 两 头 
开 串 的 管子 出 发 ,如 右 图 把 答 子 弯曲 , 先 把 管子 


三 - 端 捏 得 稍 细 一 些 将 细 的 一端 插 入 粗 的 一 端的 
管 壁 内 ,再 使 二 瓶 上 作 同 心 圆 状 粘 起 来 . 如 沿 闭 
图 7.17 环 路 a 与 # 切 开 可 成 图 7.18(b), 由 于 天 ”为 连 


通 的 , 故 Ho(K”)= ZZ 而 整个 二 维 面 K? 的 边缘 : 


图 ?了 .18 


$7.6 一 般 同调 群 Ht MG) i 227 ， 


Ri:=at+b+a—-b=2a8A0 
整个 K” 非 二 维 定向 闭 链 , 故 H,(K*)=0 
a 与 上 都 是 一 维 闭 链 , 但 是 2a =3K? 为 边缘 ,a 生成 Z, 群 ,而 5 为 不 受 约束 
的 自由 闭 链 可 竺 成 整个 整数 加 群 :, 即 
BH (K*)= :名 避 (7.61) 
例 7,22 二 维 实 投射 空间 :P? = S 1/ 有， 
RP- 为 连通 的 , 故 Ho (RP?)=. 
RP” 为 7 对 顶点 相等 , 故 整个 &P2: 相当 于 2 维 盘 旦 其 边缘 圆 上 对 顶点 相等 ， 
如 图 ?7.19.3RP- = 2a ,表明 整个 :P?* 非 定 向 闭 链 . 
. P* 非 定向 ,没有 二 维 定向 闭 链 , 即 
H(i“P}=0 
图 中 a 为 1 维 闭 链 , 但 是 它 的 2 倍 为 边缘 , 故 用 它 作 
生成 元 仅 能 得 到 两 个 元 素 , 即 Pp Pp 
Hi (EP’) = 2,. 
由 以 上 分 析 知 ,2P? 流 形 的 各 阶 Betti 数 
by =1, b=0, 5b,=0 
且 存 一 维 有 一 :个 模 2 挠 子 群 :ri; = 2 . 
故 2P’ 的 Euler 数 图 7.19 


也 


之 
XP)= > -D's=1 (7.62) 
7 二 心 


》7.6 一 般 同 调 群 H,(M ,G) 


前 面 讨论 的 各 种 链 群 ,都 是 以 各 维 子 波形 为 生成 元 ,以 整数 为 系数 的 线性 组 
合 ,相应 同调 群 了 (CAM) 又 称 为 整 同 调 群 , 记 为 H;(M ,2) .我们 也 可 将 各 种 链 群 所 
用 系数 整数 加 群 辽 , 换 为 任何 一 个 可 交换 群 G ,例如 将 整数 z 换 为 Z.( 模 2 整数 )， 
Q( 有 理 数 ),R( 实 数 ), 二 (复数), 因 而 得 到 以 相应 可 交换 群 元 为 系数 的 各 阶 链 群 
CtM ,07), 周 链 群 Z,(M,G), 边 绿 链 群 BB (MG), 同 调 群 瓦 (CM,G) 等 .所 有 
这 些 链 群 ,了 岂可 称 为 左 G 模 (left G-module), -~ 般 把 及 (M2),H,(M ,2,)，, 
HM ,本 (ME) ,HH (M, 宛 ) 等 分 别 叫 做 整 同 调 群 , 模 2 同调 群 , 有 理 同 调 
群 , 实 同调 群 , 复 同 调 群 等 . 

在 所 有 同调 群 中 , 整 同 调 群 H, {IM ,2) 为 最 基本 ,其 他 同调 群 过 (MM ,G) 系 列 
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均 可 由 流 形 M 的 整 同调 群 百 (AM,Z) 系 列 与 可 交换 群 G 的 性 质 完 全 确定 ,此 邯 普 
这 里 我 们 再 强调 一 下 ,与 整 同 调 群 相 比 ,其 他 同调 群 者 只 给 出 较 少 的 信息 ,和 整 
同 许 群 一 般 具 有 结构 
Hi(M,Z2}) = ZPDBZDNM) = FMDTIM) (7.63) 
其 中 忆 (MI) 为 > 秩 自 有 由 群 , 瑟 (MI) 为 有 限 阶 群 , 称 为 挠 子 群 , 当 将 整 系数 之 措 为 
有 理 数 和 时 


HM,Q)= QPLBQ 
忆 的 数 日 称 为 本 CM ,人 QQ) 的 秩 =-, 也 称 为 Betti 数 记 ,但 是 (7.63) 式 中 的 措 子 群 下 
(MM) 己 不 再 出 现 ,内 为 挠 子 群 (MM) 中 元 素 5 七 T(M}), 为 有 限 阶 (例如 wm 阶 ) 
群 的 元 , 即 


mr 一 省 
当 取 有 理 数 系 数 时 , r, 为 恒 等 元 的 , 傍 , 即 


r= 0=0 


也 可 将 整数 2 棒 入 有 理 数 蛋 , 实 数 ' ,复数 中 ,得 
HM,Q) = HM, ) 0 
Hi(M,rF) = H, (RM,. ) 27: 
F(tM, 7) = Hi(M,.) 069. (7.64) 

当 抛 去 乒 子 群 后 ,它们 实质 同 构 . 

在 处 理 一 些 特殊 问题 时 ,有 时 需要 用 模 2 群 Z, 为 系数 ,在 Z, = 10,11 群 中 ， 
t+] 二 一 1, 故 CC(M ,2 ) 是 由 无 定向 音 形 得 到 的 链 群 ,对 于 一 些 无 定向 流 形 ,我 们 
常常 需要 讨论 模 2 司 调 群 H, (M,Z,), 用 它们 算出 来 的 流 形 的 各 阶 Retti 数 户 叶 
称 为 去 阶 模 2 的 Betti 数 ,它们 与 整 司 调 群 的 相应 Betti 数 5 一 般 不 等 ,但 是 ,由 各 
阶 Betti 数 的 交替 和 算出 的 Euler 数 x(M) 都 相同 ,与 采用 的 同调 群 的 系数 群 无 
闫 ,这 点 可 由 下 面 所 举例 子 中 看 出 . 

与 前 面 引 人 的 整 司 调 群 的 二 个 定理 7.1 一 7.3 相对 应 ,对 一 般 同 调 群 也 存在 开 
述 三 定理 ， 
定理 7.10 ”如果 流 形 M 可 分 解 为 ! 个 连通 分 支 M， ,M,…,M,, 则 有 

HMG) = HM GBH(M,G) BPHM,G) (7 的) 


$37.6 一般 间 调 群 本 (ML.C) " 229 - 


央 为 有 此 定理 ,我 们 只 需 逐 个 研究 其 连通 分 支 的 同调 群 ,下 面 如 不 加 说 明 , 都 是 讨 
论 连 通 流 形 . 
零 维 同调 群 及 其 结构 需要 特别 分 析 , 零 维 同调 群 是 流 形 连通 性 的 判断 恢 据 ,对 
连通 流 形 M ,与 {7.56) 式 相当 ,有 
定理 7?,11 对 连通 流 形 M ,有 
Hu(M,G) = G (7.66) 
定理 7.12 对 维 连 通 流 形 , 有 
G, 对 紧 致 定 向 流 形 
H,(M,G) = 4 0, 对 紧 致 不 定向 流 形 (7.67) 
lo 对 非 紧 致 流 形 
这 里 ;GE= ja€ 如 :2a =0i 是 如 中 元 素 的 双 倍 映射 核 组 成 子 群 ,这 是 因为 n 维 连 通 
流 形 M 的 维 区 域 的 边缘 为 (wm - 1) 维 边缘 链 , 故 w 维 流 形 中 最 高 阶 的 边缘 链 为 
中 MG) 而 有 (CUWG) 必 为 零 . 因 此 如 能 找到 维 流 形 M 的 定向 区 域 ,为 nn 
维 闭 链 Z, , 它 必 为 可 产生 x 维 回 调 群 的 实质 闭 链 . 对 紧 致 定 问 流 形 , 整 个 流 形 定向 
无边 ,为 同调 群 的 牛 成 元 , 故 H,(M，,G)=G. 
对 于 不 定向 流 形 ,整个 流 形 不 定向 ,但 可 找到 一 个 定向 区 域 ,使 此 定向 区 域 的 
边缘 恰 为 (n -1) 维 子 流 形 的 两 倍 ( 见 后 向 关于 2P" 流 形 的 同调 群 的 分 析 例 子 ). 故 
这 时 


H, CM,G) = ,0 
F 面 以 实 投 射 空间 = 户 与 …P"” 为 例 分 析 当 取 不 同 交 换 群 为 系数 时 ,对 所 得 癌 调 群 
的 影响 . 
例 ?.23 三 维 实 投射 补 间 “Pi 二 5S FZ, 二 SO(3). 
为 S 对 顶点 相等 , 故 整 个 :LP* 相当 于 3 维 盘 
DS’ 的 上 半球 面 ), 且 在 其 边缘 S: 上 令 对 顶点 相等 ， 


即 其 边缘 是 PP”， * " 
如 图 7.20 所 示 
a:P = -DD=0 


即 整个 :.P* 为 J 定向 闭 链 , 可 作为 晶 ;{.- P’) 的 生成 元 ， 
HytiP ,ZY=Z 
以 上 分 析 也 可 如 下 描述 : 令 gq 代表 将 S 对 顶点 相等 的 上 映射 
pi; S&P 
用 DD 代表 SS 的 上 半球 面 全 =1,2,3), 即 天 维 盘 ,而 2( 斑 ) 为 < 流 形 二 大 维 链 ， 


图 7.20 
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下 面 分 析 它 科 的 性 质 : 
aof(D) = go(S) = gl17) -gtD’)=0 
dotD) = gD )+ y(1) = 290D) 
aptD')=P-P-=0 
故 g(7”) 为 团 链 , 且 非 边缘 链 , 是 同调 群 的 生成 元. 邻 M = RP , 故 
HM,G) = G 
g{177) 非 团 链 ,除非 G= Za ,于 是 
HM,2) = 0, H,(M,.) = 2 


2(D! ) 为 闭 链 ,但 注意 到 p(D1)= 于 3p(Dz), 故 


Hi{M,2) = 2,, H(M,.,) = ", 
日 流 形 为 连通 流 形 
H(M,G)}= 6 


现 将 RP 的 同调 群 询 如 衣 7.1. 


， 实 同调 群 模 > 同调 群 
H.{M,R) H, {MM, 7.) 
RR 2 
0 Z， 


U 
RR 


i 


外 上 表 看 出 , 除 整 同调 群 外 ,还 存在 有 Poincare 对 侦 (6 = 所 ) ,对 整 同调 群 , 太 可 
能 存在 乒 子 群 .对 于 模子 群 , 除 整 同调 群 外 ,其 他 系数 同调 群 未 能 反应 . 整 同调 群 给 
出 信息 最 多 . 

各 阶 同 润 群 的 维 数 .Betti 数 与 同调 群 所 选 系数 有 关 ,但 是 出 它们 算出 的 Euler 
数 ;Betti 数 的 交 蔡 和 ,与 所 选 系数 无 关 . 例 如 对 整 同调 群 

=1, b=0, b=0, 6=t, x= MM(-1)%,=0 

对 模 2 同调 群 ,2P? 的 各 阶 Betti 数 均 为 1, 而 算出 的 Euler 数 仍 为 零 , 即 Euler 数 与 
计算 时 所 选 同 调 群 的 系数 无 关 . 


例 7,24 由 上 例 看 出 ,对 x 维 实 投 射 空间 HP”", 其 各 阶 整 同调 群 为 
i HoCaP*,2)=£ 


, I0， 当 » 偶 
i HA(SP',.)= |. ww 奇 
证 当 O<k 人 < 
10， ” 当 偶 
HP ) -1 ww 和 {7.68) 
故 Puler 数 
(po = ] 当 » 侦 
x 0， 当 » 奇 
而 当 取 模 2 整数 为 系数 ,这 时 


H(.P, ,) = ~, (En 
履 所 有 各 阶 模 2 Hetti 数 均 为 1:6 =1 
? 1， 当 半 为 偶 
PP) = CD 的 = 
X910， 当 ， 为 栖 


表明 Euler 数 的 计算 与 所 选 同 调 群 的 系数 万 鞠 . 
37.7 同 伦 群 与 同调 群 关系 ”n 维 球 面 $” 的 各 阶 同 伦 群 


间 伦 群 与 同调 群 都 是 流 形 | 上 代数 西 了 ,是 用 代数 方法 来 研究 流 形 的 拓扑 性 质 
的 上 具 , 它 们 是 代数 据 扑 学 (用 群 . 同 态 等 代数 概念 与 方法 来 研究 流 形 的 拓扑 性 质 ) 
的 基础 .分 析 流 形 上 的 同 伦 群 与 同调 群 ,是 研究 流 形 拓扑 性 质 的 重要 方法 . 同 伦 群 
概念 直观 ,直接 影响 流 形 大 范围 拓扑 性 质 ,但 是 辐 伦 群 的 计算 通常 极 内 难 , 而 间 调 
群 的 计算 往往 较 容 易 . 同 伦 群 与 同调 群 两 者 都 是 流 形 的 伦 卉 不 变量 ,两 者 密切 相 
关 ， 
我 们 首先 分 析 流 形 的 基本 群 r CAM ) 与 一 阶 同 调 群 厅 (AM) 间 关系 ,存在 下 述 
定理 : 
定理 7.13 设 流 形 M 为 道路 连通 流 形 , 则 其 基本 群 r, ( W) 与 一 阶 闻 调 群 妞 , (MD) 
则 同 态 对 应 
由 :Ai > 再 (MD {7.69) 
为 满 射 , 旦 同 态 核 为 xz, {IM) 的 对 易 子 子 群 [t,x ] ,而 下,(M) 即 同 态 像 ,与 商 群 
问 构 ， 
好 AT = x {MD x, ,Axe | (7.70) 
其 中 Ex ,x ] 是 mt) 的 子 群 ,是 由 ri (MM) 的 所 有 对 易 子 :aba -01( 其 中 心 ,6 
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和 rifATf)) 生 成 的 子 群 ,将 x1(M) 中 所 有 对 易 子 看 成 恒 等 元 ,所 得 商 群 妃 ( AM) 为 
Abel 群 .因此 Hi (MD) 是 x,(M) 的 Abel 化 , Fi(M) 中 元 素 由 商 焙 x (Mi[ x ， 
x | 的 等 价 类 表示 , 问 态 映射 %(7.69) 可 表示 为 
;AlNM) 一 万 (AT 
0 一 全 ia | 
由 于 等 价 类 满足 关系 [aba '5']=1, 即 [ab]= “Ba] ,等 价 类 乘法 可 交换 ,H,(M) 
为 zx, (MAN) 的 Abel 化 ， 
例 7.25 亏 格 为 g 的 定向 2 维 曲面 3,, 当 g>1 时 ,其 基本 群 x,(5,) 非 Abel, 其 
和 牛 成 元 ia, ,B17 相互 不 可 交换 , 受 约 昌 
a a Biappa 8 ‘=1 
而 其 同调 群 H,(5,) 为 x,(3,) 的 Abq 化 : 
Hl3)= xB ar = PDD: =2g: 
28 
.为 连通 定向 闭 流 形 , 故 
Eu) = 2, Hi(S)=2 
故 Euler 数 六 (5)=2-2g. (7.71) 
例 7.26 单 连通 流 形 x,(M)=0, 故 由 定理 知 
ti(M)=0 =H(M)=0 
单 连通 流 形 其 一 阶 同 调 群 平庸 ,但 反之 不 一 定 对 . 
对 于 连通 且 单 连通 流 形 , 在 其 高 阶 同 伦 群 与 同调 群 癌 存 在 下 述 定理 : 
定理 7.14 (Hurewicz 同 构 定 理 ) 单 连通 的 道路 连通 流 形 (r,(M)J= H,(M)=0) 
的 第 一 个 非 平 庸 同 伦 群 与 同调 群发 生 在 同 阶 , 而 日 相等 , 即 如 果 
rtM)=0 { 当 1 入 之 ) 
则 
HM}=0 (lkE<m) 
EE 
H,(M) = x,(M) 
例如 ,n 维 球 S" 是 物理 学 中 经 常 遇 到 的 直观 拓扑 流 形 ,其 同调 群 非常 简单 , 即 
Hs) H(S")~Z 
HtSs")=0 ( 当 k EO,n) {7.72a) 
S" 是 共有 最 简单 同调 群 的 非 平庸 拓扑 流 形 ,但 是 5 的 同 伦 寿 却 非常 复杂 ,由 
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Hurewicz 定理 知 , 当 上 过 w 时 , 同 伦 群 与 同调 群 同 构 
nts) = H(S") (RS) 


但 是 当 闵 >>» 时 ,其 同 伦 群 非常 复杂 ,很 难 计算 ,直到 现在 ,对 简单 的 二 维 球面 S 
的 同 伦 群 还 未 彻底 解决 (应 该 说 已 解决 的 很 少 ). 下面 我 们 将 常用 的 5” 的 低 阶 同 
伦 群 列 如 表 7.2 和 7.3, 以 便 查找 ,关于 » 维 球 面 S" 的 各 阶 同 伦 群 的 计算 ,已 知 有 
如 下 结论 ， 

表 7.2 SS 的 同 伦 群 


> 1 11 
HL 
——— > 
2 0 
3 0 
4 0 
5 0 
看 0 
? 0 
3 0 
9 0 
10 0 
‘11 0 Z 


1) 由 Hurewicz 定理 ,(7.72a) 式 知 
mlS"}= 0 {<n) 
TS")= 
2) 注意 到 5 的 普 适 覆盖 空间 .3 拓扑 平庸 ,日 覆盖 纤维 为 离散 空间 , 即 (7.51) 
mS) = mf m=0 (2) 
3) 由 Hepf 从 同 态 系列 (7. 51) 可 推 得 
rH ) = mlS:) (k 2 3) 
由 此 知 ,xa(S*)= rs(S?)=2, 
4) 在 37.4 我 们 将 指出 ,利用 间 纬 玫 像 (suspernsion mapb) 可 以 证 明 , 在 高 阶 同 伦 群 
间 存 在 如 下 同 构 关系 , 见 §7.4 分 析 


FS (a -之 上 十 2) {7.72b) 
即 存在 球 S" 的 稳定 同 伦 群 ,关于 < 扫 19 时 球 的 稳定 同 伦 群 见 表 7.3. 
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表 7.3 球 的 稳定 同 伦 群 


TS 


Zi 
pA 
Zn + Ea 
Zi1+2, 

Li E+ 
La + 2 
ZI + Fa 


cea ol 
| 
| 


5) 球面 的 所 有 各 阶 同 伦 群 均 为 Abel 群 . 其 中 

rss = 了 .相应 拓扑 不 灾 量 称 为 绕 数 (winding number) ,或 称 Brouwer 阶 
数 , 见 全 7.3 分 析 . 

re1(S”*) 可 能 为 秩 1 的 Abel 群 ,相应 映射 ; 

f: -1 — 

称 Hopf 映射 ,相应 的 拓扑 不 变量 称 Hopf 不 变量 , 见 附录 日 的 分 析 ， 

其 余 的 Abel 群 均 为 秩 零 的 有 限 阶 群 . 且 出 附录 FE 交换 群 的 基本 定理 (EF.7) 
知 , 如 有 两 绕 系 数 , 则 必 r 可 整除 r ,，, 例 如 ru(S1)= 2Z,+ 2 ,3 可 整除 24. 


习 题 七 


1. 请 求 出 下 列 流 形 的 基本 群 ;:" ,S ,2 2 
、 请 证 明 对 半 单 李 群 上 及 其 子 群 日 ,有 
rmt GH) = x (tH) 


[i 


3. 利用 Hopf 映射 
SS 2 SU U() 
证 明 
mS)= nS) {43) 

. 试 求 出 X3) 流 形 的 回 同 调 群 ,以 及 其 备 阶 Betti 数 与 Euler 数 
5. 注意 到 复 投射 空间 二 产 = S*"*1j Si ,请 证 明 

if PP) = i, A (P= 

TP = m5") (Bj;»>2) 


第 八 章 ”上 同调 论 de Rham 上 同调 论 
及 其 他 相关 伦 型 不 变量 


上 章 引 人 和信 癌 伦 群 与 同调 群 , 本 章 进 一 步 利用 对 偶 同 态 与 对 偶 链 和 群 , 引 人 上 边缘 
算 子 与 上 同调 群 , 上 同调 群 存在 环 结构 使 上 同调 群 更 易于 外 理 . $8.2 统 … 处 理 链 
复 形 与 链 喘 射 , 引 人 同 调 系 烈 的 基本 定理 . $8.3 是 $8.2 内 容 在 流 形 ( 寺 ) 同 调 论 
中 的 应 用 . 介绍 流 形 偶 的 相对 (上 ) 同 调 群 ,利用 切除 偶 (excisive couple) 组 成 所 谓 
Mayer-Vietoris 系列 ,使 (于 ) 同 调 论 更 易于 计算 . 88.4 介绍 一 些 常 见 群 流 形 的 各 
阶 同 调 群 ,介绍 由 流 形 各 阶 Betti 数组 成 的 Poincaré 密 项 式 . 

de Rham 上 同调 论 及 谐 利 形式 是 利用 微分 几何 工具 ,利用 流 形 上 微分 形式 与 
微分 算 于 这 些 局 域 概念 分 析 流 形 的 整体 拓扑 性 质 , 利 由 Stokes 公式 在 户 正 性 质 与 
整体 性 质 间 建立 联系 ,第 5 节 与 第 6 节 介 绍 de Rham 十 同调 论 与 谐 和 形式 ,这 是 本 
章 重点 .在 本 章 最 后 一 节 初 步 介 绍 李 群 流 形 及 对 称 空间 上 的 不 变形 式 . 


$ 8.1 上 同调 论 。、 对 偶 同 态 与 对 偶 链 群 


众所周知 ,向 量 空间 VW 上任 两 线性 陋 数 相 加 仍 为 线性 函数 ,线性 阴 数 与 数 乘 
仍 为 线性 函数 , 故 线性 函数 集合 本 身 形成 -- 新 的 向 量 空 间 V ' , 称 为 与 8 对偶 的 
同 量 袖 间 , 易 证 其 维 数 与 原 向 量 空 间 维 数 同 

dm = dmV 

向 量 空 间 V 到 实数 六 的 同 态 映 射 { 保 持 线性 空间 结构 的 映射 ) 的 集合 , 记 为 
Hom( VY,:) ,形成 与 Y 对 侦 的 问 量 空间 人 

VV = Hom(VY,.) (8.1) 
用 物理 学 家 熟悉 的 Dirac 记 续 ,用 右 矢 |a} 代 表 向 量 空间 V 中 向 量 , 用 左 矢 (了 | 代 
表 对 个 空间 WV’ 中 向 量 , 即 线性 上 里 射 

Fr: VR 
lar= tf la) 

类 似 我 们 可 以 讨论 Abel 群 4 到 整数 加 群 的 同 态 上 映射 集合 :Hom. {A，), 即 以 整 
数 为 系数 的 线性 映射 了 的 集合 , 称 为 对 侦 Abel 群 , 沁 为 
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4 = Hom(tA,)= 17| {8.2) 
f: 和 一 
a (fa, ct 
且 ‘f,a) 是 站 与 a 的 双 线 性 函数 ,这 种 间 态 映射 的 集合 ,可 定义 它们 的 加 法 , 即 其 
中 任意 两 映射 ,4 ,可 利用 整数 加 群 的 加 法 定义 + 
(f+ Rh} ,a = (Cf,a) + (ha) 
于 是 所 有 从 A 到 2 的 同 态 映射 的 集合 Hom(A ，) 形 成 与 A 对 偶 的 Abel 群 , 记 为 
和 ,而且 可 以 证 明 , 如 果 及 为 n 维 自 由 群 ,有 一 组 基 尖 = ji | 则 其 对 
偶 群 A' 也 为 4 维 自由 冬 , 有 一 绢 基 写 =}&,&,,…,&| ,使 得 
AE ,I = 他 | (8.3) 
送信 称 为 基 X* 的 对 偶 基 . 
如 果 有 两 个 Abei 群 A 与 B 间 有 同 态 对 应 p, 则 在 它们 的 对 偶 群 间 , 存 在 对 偶 
同 态 对 应 pg " , 旭 下 图 所 示 : 


aEA—rB, vueBh 


(9 (8B) E Hom(A ,2)) < 一 (BE Hom(lB,Z)) 
: | 
Z 2“ 
(p(B),a) = (PB, pla)) € (8.4) 


同 态 8“ 称 为 p 的 对 候 同 态 . 并 易 证 明 如 在 Abel 群 A,B,C 间 有 同 态 对 应 : 
介 : 和 一 日 ， pw:B—C 
虽 在 相应 的 对 偶 Abel 群 : 
4 = HomA, ), BB’ = Hom(B,.), ("= Hom(tC, ) 
间 有 对 偶 同 态 


BA J 
则 对 积 同 态 
gop A 
的 对 偶 同 态 是 
(op = 的 0 (8.5) 


当 Abel 群 A 选 基 14,,…,ai|, 群 B 选 基 |5,，,…,bf, 则 同 态 pg;A 一 B 可 表示 为 


f 
pha) = DO pb = 1 (8.6) 
了 二 二 
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如 在 4 "与 妃 " 选 对 侦 基 :; 
4 ” 选 基 : ja ,… ,a i 满足 《orye 二 全， f = 1,,k (8.7) 


B” 选 基 : 18, ,|! 满足 ‘BP,b,? 一 d, 1] 1, st (9.8) 
则 对 偶 同 态 rc :BB 一 A 可 表示 为 
上 
2 (8)= Dpio, i= 11,l {8.9) 
了 一 上 
极 易 证 明 
Py = gp, (8.10) 
由 对 侦 同 态 矩 阵 为 原 同 态 算 阵 的 转 置 算 阵 
¢ = (8. 10a) 


由 对 偶 同 态 的 定义 式 (8.4) 
‘p(B),a) = 8 ,pta,)) 
和 将 (8.6)、(8.9) 式 代 大 上 式 并 利用 {8. 7)(8.8) 式 即 证 (8.10) 式 . 
同调 论 的 要 素 是 ,存在 着 链 群 系列 ,而 且 在 它们 间 存 在 边缘 同 态 9, 利 用 边 毕 同 
态 惊 与 像 , 组 成 同调 群 . 
由 上 & 链 群 C(tM) 到 整数 加 群 Z 的 同 态 映射 集合 Hom( CCM),2Z), 得 GC.(M) 
的 对 偶 链 群 :C (M), 为 避免 混 清 , 将 指标 上 写 在 圭 面 , 称 为 上 上 链 群 , 而 可 将 
CAT) 称 为 天 下 链 群 .由 十 链 群 导 的 边缘 同 态 
dO Ms OC (MD) 
可 请 导 得 在 上 链 群 间 的 对 偶 同 态 .上 边 绿 算 子 9 二 3" 
A (CM) < OM) 
因为 2 9 = 人 ,所 以 其 对 偶 同 态 间 有 关系 
B10 = (9010.)* =0 
于 基 可 利用 上 边缘 适 算 定义 土 链 群 tCM) 的 子 群 
上 闭 链 群 。 了 (M,Z), 为 9 的 核 
上 边缘 群 。 FCM ,2Z), 为 5,_| 的 像 
以 下 上 同调 群 HM,Z)= (CM, FB (M,Z) 
上 同调 群 (cohomology group)YH 为 & 上 闭 链 的 等 价 类 (mod 上 边 毕 ) 的 集合 ,并 构 
成 Abel 群 . 
对 于 定 癌 流 形 , 在 流 形 的 上 和 链 间 还 可 利用 上 和 链 间 的 有 序 并 定义 上 和 链 癌 上 上 积 { 标 
积 ) 即 如 xz*EC CCM),y ECT(M), 则 
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Uy EC (MM) (3.11) 
这 样 定义 的 上 积 是 双 线 性 孙 数 ,H. 上 积 运 算 满足 分 配 律 与 结合 律 ,使 上 链 群 成 上 链 
环 , 对 上 积 作 上 边缘 运算 满足 
A =r Uw tr ay (8. 12) 
进一步 可 证 
上 闭 链 LU 上 闭 链 = 上 财 链 
上 边缘 U 上 闭 链 = 上 边缘 (8.13) 
上 边缘 上 边缘 = 上 边缘 
于 是 可 以 证 明 ,两 个 上 堵 链 的 上 积 的 上 同调 类 由 两 个 因子 的 上 同调 类 完全 决定 . 因 
此 我 们 可 以 进一步 定义 上 同调 类 的 上 积 运 算 , 它 也 满足 分 配 律 与 结合 律 .进一步 可 
定义 上 同调 群 的 上 直 积 映射 U 


UmiM) x HM)— HN) (8.14) 
若 我 们 定义 所 有 各 阶 上 同调 群 的 直 和 本" 
H* (M) = VHCM) (8.15) 
= 人 
则 上 面 直 积 运算 (8.14) ,使 五 (M) 为 上 同调 环 , 有 上 直 积 ( 标 积 》 
UH (Mx HH’ {MD)-» H' (CM) {8.16) 
U 直 积 的 对 偶 运 算 [六 反 转 映射 方向 ,使 在 各 阶 下 同 调 群 的 雪 和 
FH. (AM) = 名 Vv H,(M) (8.17) 
由 三 | 
中 ,存在 对 货 上 映射 
UH,(M) -> HB.(M}x H.(M) (8.18) 


即 对 偶 杯 积 U" 并 不 能 在 同调 理论 中 提供 环 结 椅 , 一 般 流 形 的 下 同调 环 结构 不 一 
定 存 在 ,而 上 同调 环 必 然 存在 ,这 使 得 上 同调 论 显得 更 重要 . 在 分 析 流 形 的 拓扑 不 
变量 时 ,与 同 润 论 想 比 ,上 同调 论 是 更 有 效 和 易于 掌握 的 工具 , 尤其 是 de Rham 上 
同调 及 谐 和 形式 ,利用 微分 几何 及 分 析 了 具 来 研究 流 形 的 拓扑 性 质 ,将 在 本 章 逐 步 
分 析 . 

关于 (上 ) 同 调 群 的 具体 计算 ,我 们 将 在 后 面 利用 同调 系列 等 方法 进行 分 析 , 下 
面 仅 将 一 些 常用 结果 用 定理 形式 列 在 下 面 以 备查 找 . 
定理 8.1 对 维 连通 流 形 M ,其 零 维 同调 群 ， 

HM,G) = G&G, HM,G)= 站 (8.19) 


定理 8.2 对 n 维 连 通 流 形 1M1, 其 nn 阶 同 调 群 : 
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1G 对 紧 致 定向 G 对 紧 致 定向 
RH,(M,G) 1 对 紧 致 不 定 阿 ECAT,G) 6, 对 紧 禾 不 定向 
0 ”对 非 紧 致 流 形 ， .0 ”对 非 紧 致 流 形 
{8.20) 


定理 8.3 对 维 紧 致 连通 流 形 M, 其 上 ,下 同调 群 间 存在 如 下 对 应 关系 : 
p=b, b= dmH M0), b= dimH(M.,G) 
T= Ti， 为 于 (M,Z2) 的 挠 子 群 
Ti 为 可 1 (M,Z) 的 挠 子 群 (8.21) 
定理 8.4 《boincaré 对 偶 ) 对 紧 致 定向 流 形 , 在 高 低 阶 同调 群 同 存在 如 下 对 应 关 
系 : 
pe = hos 
Ti = Ts (8.22) 
定理 8.5 (Kunneth 公式 ) 对 拓扑 积 流 形 M = M1 x M; ,其 上 同调 群 间 存 在 如 
下 关系 : 
HM x Mt = HM ) HM,, A) (8.23) 
四 1 
HM x M,) = 2 6 (MW (M,) 


XM x M2) = x (My(M,) 
前 两 定理 见 上 章 分 析 . 定理 8.3 发 定理 8.4 的 证 明 请 参看 江 泽 浙 “ 拓 扑 学 3 
论 "第 五 章 定 理 2.4 与 定理 7.7. 定理 8.4 与 定理 8.5 的 证 明 需 利用 上 同调 群 结 
构 ,我 们 将 在 本 章 后 面 几 节 分 析 ， 
由 上 面 定 理 可 看 出 , 流 形 M 的 整 下 同调 群 H,(M ,2Z) 不 仅 可 以 决定 一 般 Abel 
系数 样 的 下 同调 群 到 (AM,G) ,而且 也 可 以 完全 决定 上 同调 群 不 (MG) ,因此 党 
说 及 人 AM,Z) 为 流 形 上 的 基本 同调 群 . 


$8.2 链 复 形 与 链 映射 ”同调 正 合 系列 
同调 论 的 要 素 是 :存在 着 链 群 系列 ,自在 它们 间 存 在 边缘 同 态 算 子 2 ,满足 = 


| 3. | 


CY GC (8.24) 
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C=1C,,9| 称 为 链 复 形 . 注 意 ,2° =0 仪表 明 
Ima CC Kero, 


系列 {8.24) 开 非 正 合 系列 ,而 阮 调 论 正 是 对 正 合 性 偏离 的 - -种 度量 , 即 引入 问 阅 群 


Hi{C) = Kerd, JTJmao 


当 链 复 形 C= 1C ,31 中 同 念 算 子 3 作用 使 链 群 指标 土 升 
3 ER 
让 


则 称 为 上 链 复 形 ,9 称 上 边缘 算 子 .满足 于 =0, 上 同调 群 


HC) = Kerd, /ma 
是 系列 (8,26) 对 正 合 性 偏离 的 度 噶 . 
两 个 同类 型 复 形 之 间 如 存在 链 同 态 映射 


f:C—D 
是 指 存 在 一 组 群 间 态 
fF: DD 
它们 与 边缘 算 子 9 可 换 
六 1 
即 指 下 网 可 安 换 ; 


= 一 一 人 
+ y fe 
DD, 
这 种 链 问 态 了 诱导 出 链 同调 间 " 推 前 " 同 态 映 射 了 ,; 
所 CD 一 H,(D) 
具 性 质 :(.Fg). = FEg， 


(8.25) 


(8.26) 


(8.27) 


{8.28) 


(8.29) 


当 有 三 组 链 复 形 A = 14,,931,B= 了 8B,,31,C= |]C,,31, 它 们 闻 有 链 同 态 


f=1f1,g=1g;| ,它们 在 每 成 分 上 都 形成 短 正 合 列 


Om A> BSC 0 


则 豆 让 ,除了 与 g 会 诱导 链 癌 调 群 间 同 态 对 点 


fi :H(A) > H,(B), ge:H(B)—> Ht(O) 


还 存在 链 边缘 同 态 映 身 
点 : HC} 一 和 H(A) 


(8.30) 


$8.2 链 复 形 与 链 上 映射 同调 正 合 系 列 : 241 ， 


可 用 下 面 的 图 表示 出 此 4 映射 
+ + 
0 A BC 0 
bh c 
ay | | {8.31) 
OA Br GC. = 
人 6 
Y | 和 
在 同调 类 [各 瓜 (C) 咎 取代 表 苞 ec, 为 财 链 ,满足 
ec = 用 
关 6: 为 满 射 , 故 存在 #5 使 
Be) = 
gb) = a gb) = 9 =0 
即 
db EE Kergiy < 人 mf. 
即 存 在 a 全 A. 1 使 
fta) = 28 
再 由 图 可 交换 , 知 34 满足 


hatda) = or ftad = 39rd = 0 
因 所 ;为 昔 射 , 故 由 上 式 知 34 =0, 即 a 为 闭 链 ,是 及- (4) 中 同调 类 | a ] 的 代表 
元 .于 是 通过 此 过 程 得 A 映射 : 
4 
[加 一 ao= [la] 
利用 映射 4 与 链 同 态 六 ,g ,组合 可 得 长 同 态 序列 。 存 在 下 定理 . 
定理 8.6 《【 问 调 代 数 基 本 定理 ) 长 同 态 序列 


-所 (有 (Br RCR A) (8.32) 
为 止 合同 态 系 列 ， 
证 如 fc]EKeta, 即 4rclj=[el=n0a 同调 于 0,a 一 0. 邵 存在 c& 后 , 便 Do = 4 
引信 = 二 Bb 一 让 (a'} 满 足 
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a ob fa = -fna =ap- fa=0 
大 5 为 闭 链 , [Bj] 印 忆 (8), 且 可 让 
gi = [ge -han]l= [g(tb)]=[.;, Bic] € Img, 

反之 显然 , 帮 Kera = Img, ,类 似 可 证 

Ima = Kerf',, lmf, = Kerg, [ 
对 上 链 复 形 C= 1C ,3 引 可 有 完全 类 似 的 分 析 . 对 两 二 链 复 形 亲 如 存在 链 间 态 映射 
六 也 ,它们 与 上 边 乡 算 子 9 可 换 : 

让 (8.28a) 
这 种 链 间 态 /诱导 出 链 上 回调 问 " 拖 后 " 同 态 映射 
:HD FC) 


具 性 质 
【六 (8.20a) 
当 有 二 个 上 链 复 形 辣 链 间 态 形成 短 和 下 合 系 列 
0rAmH—C 0 (8. 30a) 


则 在 在 与 (8.32) 相 似 的 上 同 润 群 同 态 长 止 全 序列 
HC SHB) HA EHC) > (8. 32a) 
除 稍 头 正好 相反 外 ,(8,32) 与 (8.32ay 几 乎 完全 相同 . 
(上 ) 链 复 形 疝 链 间 态 诱导 笋 (上 ) 同 调 群 间 同 仿 ( 广 ) f, ,注意 二 者 组 合 规 
则 (8.29) 与 48.29a) 的 不 同 , 称 同调 互 , 为 协 变 函 子 , 而 上 同调 所 为 道 变 星子. 


8 8.3 ”相对 (上 ) 同 调 群 ”切除 定理 与 Mayer-Vietoris 
(上 ) 间 调 序 列 


(上 ) 闻 再 论 中 存在 同调 群 正 合 序列 ,使 同调 论 成 为 可 计算 孙子 ,而 同 伦 论 中 不 
存在 这 种 序列 , 比 同调 论 更 难于 处 理 .本 节 我 们 分 析 此 问题 , 首先 引入 相对 同调 群 
概念 ,再 分 析 相 对 上 同调 论 . 

设 NCM 为 流 形 M 的 团子 流 形 .MA N 是 1 的 开 子 流 形 ,将 MAN 的 & 维 
定向 子 流 形 的 任 一 线性 组 合 (以 整数 - 为 系数 , 换 为 其 他 Abel 区 G 为 系数 也 可 业 
似 讨 论 ) ,叫做 AMfA AN 的 维 链 , 记 作 

cEC(MAN)Y LOM) {8.33) 
如 何 定义 CG (M \ N) 的 边缘 算 子 ”c 作为 C (M) 中 元 素 ,存在 边缘 算 子 0,0c。 可 


8 3 相对 ( FJ) 同调 群 ”切除 定理 与 Mayer etorisf 上 ) 同 阅 序 列 ，243 ， 


能 在 N 王 电 可 能 在 MA AN 工 , 即 
ge, = (acs ys 1 (qc, js ~ 所 CAT 
称 (9c, )wvs 反 gc ,用 此 限制 映射 定义 算 子 4 
9: CUMANN) -COMANI) 
当 几 代表 M 到 MA RN 的 限制 映射 ,可 将 些 边缘 算 子 记 为 
5= (8. 34) 
易 证 满 是 39:9 =0. 于 是 可 定义 MA N 的 闭 链 ,边缘 链 
GM NYOZIMY, AN DIM AND 
手中 可 年 类 同调 焙 
HMAN) = Z (MY N/AB, (MY N) 
以 后 把 MAL 记 为 (M ,LL), 册 做 流 形 偶 , 把 CM NN),Z (MN),B (MN 
和 NN) , 电 ,( MN) 等 均 改 记 为 (M,N),Z (M,N),B (M,N),HH, (M,N) 等 ， 
称 昌 (M,N) 为 相对 于 NN 的 M 的 同调 群 ,简称 (M ,NI) 相 对 同调 群 .利用 链 的 线性 
组 合 袁 示 可 以 证 时 
定理 8.7 【切除 定理 } 当 流 形 M 是 它 的 两 个 子 流 形 与 N 的 并 
M=NIN,, N mAN = 天 
则 下 面相 对 间 调 群 间 存 在 间 夫 关系 
HMN)= LIN',K) (8.35) 


证 参见 图 8.1. 


M-N=L =N-Kk 
上 训 C (M,N)= C(N' ,KK) 其 中 i 维 子 流 形 ¢ 
EC(M,N)COC (M), 具 过 缘 算 子 3, 同 时 ,ec 
和 CN ,KK)CC(N), 具 边缘 算 子 3 ,类似 
(8.34) 式 定义 相对 链 群 边缘 算 子 
ae = 90% 
于 是 相对 团 链 群 及 过 缘 链 群 间 
ZIMN)= Z(N’,K) 
B (M,N) = B(N’,K) 
于 是 (8.35) 成 立 . [ 
申 图 可 见 ,N = ML， KK =N 一 上 .存在 子 流 形 包 含 关系 


图 8.1 
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CNCM (8.36) 
而 (8.35) 式 即 
H({M,N)= HM\LN\L) (8. 35a) 
即 N 的 内 部 结构 不 会 影响 相对 同调 群 后 (0M ,NT) ,此 即 其 除 定理 移 内 容 . 
因为 ; {是 M 的 闭 子 流 形 ,包含 映射 
i:N-»M 
诱导 狩 映射 六 CCN) rr (CM) ,为 1 一 了 对 应 人 射 .而 限制 映射 j; M > NAN， 
诱导 链 上 映射 J: CG (M)-.r(,(M,N) 
为 满 映 射 . 易 证 下 面 为 短 止 合 序列 : 
0 CON 一 COM) -COM,N) -0 (8.37) 


好 相对 链 群 

COMN) = OO ON) 
此 相当 于 切除 定理 , 进一步 利用 上 节 的 基 术 定理 (32) 式 . 知 在 同调 群 DH,(N) 
Hi ( M) ,与 相对 同调 群 H, (M,N) 间 存在 下 列 长 卡 合 序列 ， 


HN)Y HM LEYHMIN) SH IN) > (8.38) 
注意 这 时 i 不 骨 是 1 一 1 对 应 入 射 ,j ,不 再 是 满 射 .我 们 先 分 析 -下 回 态 边缘 算 子 
4 的 组 成 : 
A: H(AM,N) rH (M,N) 
令吉 ZLM,N)CC (M,N) 为 相对 周 链 .注意 如 把 M 中 边缘 算 子 "作用 在 
CAM, NE,G (CM, NEG OU N), HD 把 9 作用 在 Z (M,N) 上 
AZ (AM NC CL(N) 
如 图 8.2 所 示 , 将 此 边缘 算 子 限制 作用 在 相对 闭 和 从 Z (MM， 
N) |. 
人、 9: AM NI 一 局 TAN) 
d: 有 MAN) 一 日 CN) 
即 此 边 毕 算 子 诱导 出 癌 调 辞 间 边 缘 同 态 算 子 : 
A: TLE(M,N) RON) 
下 面 我 们 证 明 同 调 群 同 态 序 列 (8.38) 在 有 (0M ,NT) 处 的 应 
图 8.2 合 性 . 令 eE 月 (MAN) ,上 且 aa=0,2 为 同 润 类 a =[Z, | 中 
任 一 代表 元 ,前 92 在 NN 中 同调 于 零 ,可 对 此 添加 在 N 中 具 相 同 边 毕 同 润 类 的 
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上 维 链 ,这 时 在 包 络 空间 M 中 形成 闭 链 8E€ 也 (MD) , 南 最 初 引 入 a=j, 有. 以 上 分 
析 表 明 Ker4AC Tmi .而 其 逆 包 含 是 显然 的 ,因为 在 MM 中 任意 财 链 ,作为 相对 六 
的 链 也 必 在 N 中 具 零 边 绿 . 因此 Ker4 = Tony ，， 同 态 序列 (38) 在 其 他 处 的 正 合 性 
可 类 似 证 明 ， 口 

流 形 M 上 的 同调 群 Mayer-Vietoris 系列 的 分 析 完 全 类 似 . 流 形 M 上 两 开 集 
局 二 V, 当 其 交 W= 品 们 VW 韭 寅 ,分 析 在 各 区 起 U,V ,N=UUV,WwW=UNnvV 
上 的 同调 群 ,它们 问 关系 .首先 应 分 析 在 这 些 区 域 上 各 维 链 群 间 关 系 .在 N 上 & 维 
子 流 形 , 必 是 UU 上 或 Ww 上 的 上 维 子 流 形 , 喜 GAN)= C(O)+ CCVWD. 供 尾 因 为 
交 到 非 室 , 族 非 直 和 .因此 可 以 这 样 来 处 理 , 作 Ci (0D) 与 C;(W) 的 直 和 :Ci(U) 
辐 和 1(V) ,在 变 营 区 W 上 上 & 维 链 C (WI), 可 作 入 射 映 射 ; 

CC UU) 


Cl W) 


~ 
Ce TU 


调 在 直 和 GDOG{ WV) 与 N= UUV 间 可 如 下 定义 自然 映射 
ij: CAPO O(N) 
CC *C -tC, {8.39) 
! 然 是 满 射 ,而 此 同 仿 映 射 的 核 同 构 于 Ci(W), 即 在 上 维 链 群 间 存 在 短 正 合 序 


0 > CHW) OODOCWEEC(N) 0 
于 是 在 三 个 链 复 形 问 组 成 短 正 合 序列 ,由 定理 (8. 32) 式 得 同调 群 长 正 合 序列 
HW HD DHV) EN) HH, ,(W) 一 
(8.40) 
此 序列 称 MayerVietoris 序列 ,利用 它 如 已 知 各 开 集 U 与 V 以 及 它们 的 交 W 上 
的 同调 群 ,可 以 算出 同调 群 #. (UU VW). 区域 并 上 的 同调 群 ,为 区 域 同调 群 直 和 
相对 于 交 的 相对 同调 群 ， 
为 了 对 间 调 群 间 辣 态 对 应 有 其 体 理 解 ,下 曾 以 六 =1 为 例 进行 认真 分 析 , 将 
一 1 代入 (8.40) 式 
> HUNVIE>HOBHEWV HU WH (UNV 
HIUUW=ZUU WB(UUV)= lal 
同调 类 a = [7y], 可 选 代表 元 > 为 UU V 中 1 闭 链 .如 图 8.3 所 示 , 可 将 它 表 示 为 
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py Y= Yi + ya 
i ;其 中 为 UU 中 1 一 链 ,而 yY; 为 VY 中 1~… 链 .而 
人 a=[ 和 +zyEDIDUTY) 
人 由 于 代表 xy 为 1 : 闭 链 ,满足 
(> dy = ay 1 7)=0 
jo 97 二 一 39; 为 UU 与 VW 中 0 团 链 ,大 也 为 交 UN 站 V 上 
0 装 链 . 见 图 8.3, 限 在 交 秋 区 U 门 V ,3y, 不 是 边缘 链 ， 
图 8.3 故 是 UU 站 VW 中 韭 平庸 的 0 同调 链 , 盈 


A 二 ALY, 十 y, ] 一 [ay; 一 一 |3¥;] 把 Ht 门 Vv) 
可 以 证 明 同 油 类 i9y, ] 与 Y， 上 太 y; 的 选择 无 关 , 是 流 形 伦 型 不 变量 . 
类 似 品 讨论 相对 上 间 油 玫 ,存在 相似 的 切除 定理 


HIMN)- H(M\L,NY\L) (8.41) 
上 链 群 短 正 人 台 序 列 
OCIMN)> CM) O(N) 0 {8.42) 
及 上 同调 群 的 长 止 合 序 列 
HIN HMN)Y= HICM) ws HIN)— {8.43) 


同样 可 分 析 流 形 上 间 集 并 与 交 的 上 间 调 群 Mayer-Vietoris 序列 
>H(UU VHDBHV) -HR(UNMNV) r HU UYU V}— 
(8.44) 

作为 同调 论 的 形式 对 侦 , 上 同调 论 有 许多 性 质 与 同调 论 柑 似 , 亿 是 注意 对 于 上 同 
凋 , 诱 导 同 态 及 同调 的 诱导 同 态 广 向 恰 相 反 

这 里 注意 同调 群 正 合 序列 与 上 章 分 析 的 同 伦 群 正 合 序列 (7.36}) 或 (7.40}) 的 不 
同 .在 项 个 开 集 的 开 上 , 同 伦 群 没有 明确 运算 方案 , 仅 对 两 空间 的 笠 卡 儿 积 ,如 
(7.22) 式 ,mm (MXN)= zt (CM 时 zn (N) ,十 进一步 对 扫 曲 管 上 长 筷 积 , 奸 维 从 下 -> 
£-*M ,存在 同 伦 覆 盖 的 正 合 序 庆 (7.40). 而 对 间 伦 群 不 存在 Mayer-Vietoris 系列 
的 分 析 


8.4 若干 群 流 形 各 阶 同 调 群 ”Poinceare 多 项 式 
$ 8,1 曾 指出 ,对 紧 敏 连通 流 形 , 其 各 阶 下 同 调 灶 的 维 数 相间 , 流 形 各 阶 同 


调和 群 的 维 数 称 为 流 形 的 Betri 数 
上 AT) = dimH, (M,Z) = dimH, (MM,7) = dimH (NM,.:) (8.45) 


34.4 首 干 群 流 形 各 有 阶 同 调 群 Poincare 密 项 式 ~ 247 。 


它 是 流 彤 的 重要 的 伦 型 不 变量 .利用 ” 维 流 形 邮 的 各 阶 Betti 数 15, fA) 可 组 成 
流 形 的 Poinecare 多 项 式 
PIM ,1) = Sp lM) (8.46) 
它 是 参数 : 的 多项式 ,而 当 人 参数 := 一 1 时 
PC(M, 1) = CD (MD = y(M) (8.468) 
就 是 流 形 的 Euler 示 性 数 . 
流 形 的 Betti 数 集合 15 [及 Poincare 多项式 包含 流 形 的 局 调 群 { 或 上 同调 群 ) 
的 信息 . 
对 于 折 扑 和 流 形 M = Mx MM ,其 上 同调 群 存在 Kiinneth 公式 (8.23), 利 用 
{8.23) 式 可 以 证 明 
PM, x Ar = POM ,I P(N, ,1) (8.47) 
下 面 我 们 研究 紧 致 单 李 群 SGUa ,Sp{n) ,SO 的 Poincare 这 项 式 .注意 到 这 此 
单 李 群 分 别 与 复 x 维 空间 ,四 元 数 ” 维 空 间 严 , 实 ” 维 空间 22” 中 保 上 其 自然 诬 
规 结构 的 转动 变换 群 间 关系 ,得 : 
SU ) /SU — 1) 一 9 
SP{n) /SP{s . 1) ~ S11 (8.49) 
SRTASODU — 1) ~ 9"! 
忆 知 5 维 球 S" 的 Poineare 多 项 式 
POS*,1) =1+4 (8.49) 


由 (8.48) 知 
PISUC2)) = (114+ 和)，SUC2) 一 93 
PISUC3i = (1 4 PTF ), SUC3) /SU(2) ~ 95 


PISU(n)) = (1 + EO) + )( + 1 1) = Ta + 71%") 


(8. 50) 
即 当 分 析 SUCz) 群 的 上 同调 群 时 ,其 行为 如 同 S: x Ss x … x S*"-! 的 拓扑 积 流 形 
的 上 同调 寿 . 
以 SU(3) 群 为 例 
PISUCG3)} = 1+1+t1 + 
其 非 零 的 Betti 数 是 
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bo bi bs : b= 1 
对 紧 臻 辛 群 SP(#) 流 形 , 其 Poincare 多 项 式 


i 


PSPln)) = (T+ + )(l + 1!) = ll + t* 1), 
dim SPln) = x(t27 + 1),n 22 {8.51) 
印 
Sn} ~ SI xS x x SY 
关于 正 交 群 , 瘟 维 正 父 群 SO(2z 1 1) 流 形 ,其 行为 与 西 群 类 似 ,其 Poinearé 多 项 式 


PISOCQR + TD = (LDL+ DT 二 TTd 的 
dim SO28 + 1) = mnf27 1 1),n 二 2 {8.52) 
而 健 维 止 交 群 SOD(22 ) ,其 行为 类 做 S*-!x Sx S7 x rx SS” 5 ,其 Poineare 多 项 
式 
PISGON2n = (Tt AOD + tt (1 + 1!) 


可 一 上 
= 人 4t | + '), 
二 1 


din SO(2n) = nt2n — 1),n 守 2 (8.53) 
关于 小 交 群 的 着 盖 群 Spin(2n + 1) 与 Spin(2n) ,结果 与 相应 十 交 群 {8.52), (8. 53) 
癌 . 这 央 它 们 与 相应 正 交 群 的 同调 群 仅 差 挠 子 群 ,相应 Hetti 数 相同 . 
对 紧 致 连通 单 群 G ,其 Poincaré 多 项 式 . 般 均 可 表示 发 


P{(G) = Ta 十 21) 
1 一 1 


Jimczr = > 28, + 1) (9.54) 
r=1 


其 中 ” 为 本 群 G 的 秩 , 1 m17 为 李 群 6G 的 FExp 指数 , 它 是 群 G 的 重要 特性 , 群 上 上 
Wey] 反 注 不 灾 对 称 多 项 式 的 阶 的 素 因 子 为 (yn, + 1). (8.54) 式 表明 ,Poinearé 多 项 
武 反映 出 群 流 形 的 Betti 数 与 Wey| 不 变 多 项 式 间 深刻 联系 . 

按照 Dykin 对 单 他 群 的 分 类 ,SU(w + 1) 群 属 A 系列 中 紧 致 李 群 ,可 简 记 为 
SUICP 11)=A 

类 位 SO(2n + = B,,SP(n) = CC, ,SO(2n)= DD ,它们 都 是 一 般 线性 群 
Ga 2 的 子 群 ,统称 为 经 典 群 . 除 经 典 群 外 ,还 有 五 种 例外 单 李 群 :已 , EE;, EE， 


$8.5 de Rhan 上 同调 论 | | 轩 249 。 
已 ,2 , 它 们 的 紧 致 连通 李 群 的 Poincare 多 项 式 仍 如 (8.54) 式 ,这 些 群 途 癌 前 述 经 
典 群 的 Exp 指数 挛 ， 及 有 关 信 息 列 如 下 表 以 簿 参考 . 
表 8.1 单 李 群 Dytin 分 类 ,其 紧 致 连通 李 群 的 Exp 指数 


紧 连 通 侍奉 如 | Rank 人 | Dim Fxp 指数 a | Coxemer 数 a 

了 吕 SUtn+1) n mtnt+2y 1.2, i ntl 
B, ; SOW2nt+1} 及 nt2nm + 1)} ] .3 ,2n—1 2n 
CY, | SPIn 1 | i nt2n+t+1) 1,3,p2n、 | 了 
DD. | Sra) : 1 nt2n—1) | li 2n -3n 1 2n -2 
Fe ; Ex | 让 人 1 ,4.5,.7,.8,11 12 

| 
F, Fs 了 133 | T37911,13.17 18 
Fs; EE | | 248 .7 ,13,17.19.,23,20 A 

| 
Fy | 1,5,7.]1 12 

1 ,9 D 


表 中 最 后 一 行 


用 三 ?71 tm = mt 


称 Coxeter 数 , 易 证 指数 种 


注意 所 有 李 群 6 均 为 可 平行 化 流 形 , 故 其 初 基 闭 链 均 为 奇 维 球 , 单 群 流 形 行 为 同 
胜 于 奇 维 球 懈 积 ,各 群 流 形 的 初 基 闭 链 的 维 数 为 2, + |, 而 群 的 维 数 等 上 它们 之 
和 , 即 


Dimts = 了 >， (2m, +1)= nth+1) (8B. 55) 
1 


#8.5 de Rham 上 同调 论 


当 同 泗 群 玉 (MG) 的 系数 群 G 为 威 时 ,日 ,( WM,(;) 本 身 形成 域 上 线性 空 
间 , 这 时 其 对 侦 的 线性 空间 即 上 同调 群 HF (CM,G). 如 我 们 仅 美 心 同 调 群 的 秩 
(Betti 数 ) 太 由 它 所 决定 的 Euler 数 ,而 对 其 挠 子 群 暂 不 考虑 , 则 可 和 妍 究 在 实数 域 上 
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的 线性 空间 FRICAf , 民 ) 及 其 对 偶 线 忻 空 间 于 (3M,R)( 复 数 域 上 可 作 完 全 类 似 的 
讨论 ), 这 时 可 以 利用 分 析 了 .县 来 研究 .注意 到 
Stokes 定理 : 


| dw = | (8.56) 


esdey = Cde,ew) (8. 56a 
将 积分 区 域 ( 链 ) 与 微分 形式 (上 和 链 ) 联 系 ,将 过 缘 算 子 与 外 微分 算 子 对 应 . 
ro = ordoy = Ie, w= 0 
de Rham 注意 到 此 点 ,利用 微分 形式 与 作用 于 其 上 的 外 微分 算 子 过 ,建立 了 与 同调 
论 相对 侦 的 de Rham 上 同调 论 . 即 利用 微分 算 子 了 ,在 微分 形式 中 定义 了 两 组 子 空 
问 ， 
Zi 一 ew ; des 一 必 | ;Bi dj 的 核 集 合 ( 财 撒 式 集合 】 
Bo = Tar tows 二 das-11, 即 d， ,的 像 集合 ( 止 合 形式 集合 ) 
如 两 个 堵 形 式 相 差 一 正 合 形式 , 则 称 它们 是 属于 同一 上 同调 类 ,上 同调 类 的 集合 即 
上 同调 群 
Hia{M,R) = Zh /BS = Kerd, /md,.) (8.57) 
设 cE ZZ (为 闭 链 ) ,ow 2 (为 闭 形式 ) 
(casy = | mER (8. 58) 


于 


易 江 此 积分 仪 依赖 等 价 类 , 即 


即 定义 了 映射 
H,(M,R)D Hn{(M,R}>R (8.59) 

这 说 明 de Rham 上 回调 群 是 与 同调 奉 瓦 (CAM , 民 ) 对 偶 的 同调 群 , 即 六 ,CM ,RJ 与 
上 同调 群 十 (CM ,RR) 为 自然 同 态 ,此 见 de Rham 定理 . 
de Rham 定理 对 紧 致 流 形 M, DS (M, 民 R) 同 构 王 M 的 简单 维 上 同调 群 
HH (M,R), 因 此 ,依赖 于 微分 结构 的 空间 启 , (MM ,及 ) 实 际 上 为 拓扑 不 蛮 量 . 

下 面 为 记号 简单 ,上 朵 调 群 奈 (UM ,RR) 剖 十指 de Rham 上 同调 群 ,而 忽略 下 标 
dR. 

为 了 便于 比较 和 记忆 ,下 和 面 将 de Rham 上 同调 论 与 简单 同调 论 列 表 类 比 , 利 
用 Stokes 定理 


8.5 de Rharm 上 同调 论 . 25| “， 


es da) = Ce,w) 
极 易 证 明了 两 者 问 存 在 下 列 对 偶 对 应 关系 . 


de Rham 上 问 沿 论 


简单 同调 论 


本: AE—r aA! dc rer. 1 
中 = 站 =O 
du =0, 称 为 闭 形 式 . 上 上 于 链 dr = 器 , 称 <c 为 闭 链 
员 - do, 称 w 上下 合 形 式 , 上 边缘 链 c= da, 称 : 边缘 链 
= = 
[i -a 人 们 {=aa 0 
2 = To [dws = Zi = 1 loc =0| 


= eng | wp — de 1 Bi = ies|er — der.s, 
HH A Kerdi /md ， 


bt = dimHh 


H - A 上 Kerag me | 


bs 二 中 md 


ET 四 一 呈 区 -Me -cau 


在 各 种 拖 扑 空间 土 , 常 可 来 用 不 同方 法 引 人 同 兽 群 ,进一步 利用 对 偶 映 射 引 人 
各 种 上 同调 群 , 它 们 常 有 些 不 同性 质 . 对 微分 流 形 , 所 有 各 种 上 同调 群 都 与 de 
Rham 上 同调 群 同 构 .de Rham 上 同调 论 利 用 流 形 土 微分 形式 与 外 微分 算 子 这 些 
局 域 概念 分 析 流 形 的 整体 拓扑 性 质 , 在 流 开 的 局 域 性 质 与 整体 性 质 间 建立 联系 .由 
于 我 们 对 流 形 上 微分 形式 及 外 微分 运算 比较 熟悉, 使 de Rham 上 同调 论 网 易于 掌 

下 面 我 们 对 xn 维 光 滑 流 形 M 上 各 阶 de Rham 上 同调 群 具体 分 析 . 

在 同 伦 群 与 同调 群 的 分 析 中 , 零 阶 群 常 需 特别 定义 ,而 从 对 恤 的 观点 出 发 ,对 
零 阶 上 同调 群 常 更 易 直 接 定义 .由 于 流 形 上 不 存在 -1 形式 , 故 函 数 fi0 形式 ) 不 
可 能 表示 为 下 合 形 式 , 当 它 满 是 内 形式 条 件 :df=0, 即 了 为 常 消 数 . 常 了 两 数 明 堆 维 
上 同调 群 的 生成 元 ,所 以 对 连通 流 形 M ， 

HI(M,:)=. (8.60) 

中 局 域 实 常 函 数组 成 的 向 量 空间 二. 对 于 县 有 个 连通 分 支 的 流 形 MI， 

OM,E) = 二 四 后， 【基于 个 ) 
剖 性 阶 Betti 数 

= dimH(M ,六 ) = 流 形 连 通 分 支 数 . (8.61) 
注意 在 分 析 零 阶 同 伦 群 时 ,xo (lM) 中 群 元 数 为 道路 连通 分 支 数 .对 一 般 流 形 , 道 路 
连通 分 支 数 与 流 形 连通 分 支 数 相同 , 即 ， 

zo( MD) 中 群 元 数 = dimH OAM 


252 ， 第 失 章 ”上 问 调 论 de Rham 上 1: 同调 论 及 其 他 相关 伦 型 木 变 虽 
这 里 两 概念 是 相 午 对 偶 的 , 左 端 是 用 实 轴 十 闭 区 间 ==[0,1 到 M 上 连续 映射 
流 形 的 道路 连通 性 , 右 端 是 由 ;Mf 到 的 映射 ,分 析 常 函数 空间 .下 同 凋 群 的 特殊 特 
点 在 于 述 自然 存 件 . 模 结 构 ， 

> 阶 回调 群 于 (ADD 要 分 析 色 同形 式 与 冯 一 正 合 形式 间 关 系 . 下台 形 起 
必 是 闭 形 式 , 友 之 ,如 为 闭 形式 :da 一 0,& 能 否 表 过 为 正 介 形式 ”县 能 否 表 达 为 
某 低 : 阶 徽 分 形式 及 的 外 微分 :a = 中 关于 此 问题 ,存在 下 定理 . 
Poincaré 引 理 ”每 … 闭 形式 局 域 均 可 表达 为 让 合 拱 式 . 即 在 每 点 邻 域 的 片 集 UU 
中 ,如 a 满足 do 一 0; 则 开 集 局 中 在 看 低 一 阶 微分 形式 有 ,相当 二 的 局 域 和 分 .使 
a = da. 

例如 , 当 训 =1,a ==a,(x)dx', 划 满足 


de dos 


da 一 0 ， Bp 让 一 Ir {8.062) 
则 在 点 Q 的 邻 域内 ,可 选任 意 光 滑 册 径 对 & 积分 得 联 数 


人 
fip) = | (Crd 


出 普通 微 积 分 知道 ,由 于 条 件 {8.62), 表 明 上 积分 与 所 选 路 径 无 关 , 所 得 f{p} 仅 
是 终点 pp 的 了 消 数 ,而 其 外 微分 就 是 给 定 的 
a = dF df t+ const) 
即 解 非 惟一, 不 间 解 间 述 可 差 常 是 数 . 
Poincare 引 理 表明 ,对 于 可 缩 空间 ,例如 , 除 9 撒 式 外 ,任意 闭 形式 都 可 表 为 
低 一 阶 形式 的 儿 徽 分 , 必 同 调 于 零 , 即 
| ， 当 ££=0 
HD) = 当 pv0 (8.63) 
# 维 连 通 暴 致 闭 流 形 M ,其 最 高 阶 微分 形式 为 1 维 , 故 访 于 xn 阶 的 上 同调 群 当然 
为 零 , 而 对 #2 阶 上 同调 群 ,如 流 形 可 定向 ,这 时 存在 有 处 处 非 零 的 ”形式 , 它 必 为 
闭 形 式 { 因 为 M 上 不 存在 x 41 上 形 蕊 ) , 且 它 必 非 止 合 (因为 它 对 整个 MM 的 积分 必 
非 零 .而 止 合 形 式 对 整个 财 流 缘 M 的 积分 为 鹤 ). 用 此 处 处 非 零 的 撒 式 作为 生 
成 元 得 
让 (M = ，( 当 MM 为» 维 定向 闭 流 形 ). (8.04) 
而 如 流 形 M 不 可 定向 , 则 地 (MM，)=0 
下 而 以 n 维 球面 5S" ,及 ” 维 实 投射 空间 P" 为 例 说 明 de Rham 上 同调 群 的 
计算 . 
例 8.1 S* 为 sn +1 维 欧 氏 空间 FE” 中 单位 球面 ,是 紧 钱 定向 连通 无 边 维 流 
形 . 
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1) HCS",R)= 民 ( 因 S$” 连通 ) (9.65) 
2) HHS,R)=R (8.66) 
这 是 因为 S" 紧 致 宝 向 ,其 上 可 定义 处 处 非 老 的 撒 式 w, 即 ;1 维 体 积 元 . 捷 
在 整个 流 形 S”| 上 -的 积分 非 零 
| oz (8.67) 
为 弄 形式 ( 国 71 维 流 拱 二 的 5 形式 必 闭 ) ,而 日 w 不 是 正 他 形式 ,省 则 ,如 ww 一 
da ;出 十 $” 盛 边 , 便 有 
| 二 | us 一 | .= 一 用 


与 (8.67) 式 六 盾 . 故 形式 w 为 上 同调 类 生成 元 ,于 是 (8.66) 式 得 让 . 


3) 1 了 197 ,RI=0 (Ok<p) {8. 68) 
这 是 因为 S" 上 上 什 意 低 维 了 流 形 均 为 可 收 策 流 形 ,任意 有 闭 链 410< < 站) 必 为 过 
缘 链 


b 二 (Mn) 
所 以 ,如 ai 全 2 为 闭 形 式 , 它 对 S” 上 任意 辣 链 的 积分 为 


网 
dr 一 | .二 | da 一 
J -i F 


内 于 m 对 任意 闭 链 积分 均 为 零 , 故 a 作为 正 合 形式 . 正 因为 宁 上 任意 下 (0 扫 下 女 
2 ) 维 闭 撒 式 多 为 止 合 形 式 , 没 有 非 平 良 的 下 维 财 形式 , 故 (8.68) 式 得 证 . 
例 8.2 “PP*=S"/Z, 
实 1 维 投身 空间- 六 呈 其 覆 薪 流 形 S 的 对 顶点 相等 后 得 到 的 ,在 在 S 到 
- P" 的 投射 映射 ,这 是 连续 满 映射 ,可 利用 S 的 特性 来 赋 究 … 已 ”的 性 质 . 
1) 由 于 S” 是 连通 的 ,-P" 是 连通 的 , 故 
EBP R)= 玉 【8 ,69) 
2) 下 面 分 析 : Pr 的 定向 问题 . 17 = S” /AZ,, 侍 5S” 上 北极 选 余 切 场 甘 天 标 架 : 玉 = 
idr ,dr ,dzx" i, 将 此 标 架 沿 r' 方向 测 地 线 平移 至 南极 得 EE = | -dx， 
中 
男方 而 ,*P” 为 S$” 的 对 项 点 相等 后 得 到 , S"” 作对 项 点 相等 投射 ; 淫 导 标 哥 变 
换 ;di' > 一 do， 
id 
因此 当 n=21 为 俱 ,S 流 形 上 左 石 标 架 相互 投射 , 故 : P” 非 宪 向 流 形 
(pi, )}=0 (8, 70a) 
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当地 =2411 为 奇 ,S 流 形 上 对 点 投射 堪 仍 左 , 右 仍 在 ,在 投射 到 : P… 时 , 仍 有 
两 种 定向 标 架 ,可 选 定 _ 种 定向 # =27+1 阶 全 正 微分 形式 @ 为 体积 元 , 为 财 形 
式 , 在 整个 . P” 上 积分 非 零 , 故 o 非 正 全 ,以 它 为 生成 元 得 
Ht. Pp!, )= (8, 70b) 
3) : 严 的 局 域 特性 与 $ 相同 , 当 丰 并 0,n ,人 在 S$” 上 任意 形式 必 为 正 合 形式 , 故 
在 *.P"” 上 任意 生财 形式 必 为 下 合 形式 , 上 是 
mF, )=0 (Dn) (8.7]) 
注意 到 外 积 维 持 上 同调 等 价 关 系 , 利 用 外 积 , 有 与 {8.13) 式 相似 的 关系 : 
闭 形式 A 闭 形 式 = 闭 形 式 
闭 形 式 A 止 会 形式 = 正 合 形式 (8.72) 
例如 , 若 a 为 闭 形 式 
只 = 
于 是 利用 外 积 可 定义 上 同调 群 的 上 积 
HI(M,RIO FHM,R) = HV(M,R) (8.73) 
妈 de Rhanl 上 同调 环 与 一 般 上 同调 环 同 构 . 
对 拓扑 积 流 形 M = Mi x Mi ,利用 如 上 定义 的 上 同调 群 上 积 ,有 


H(M,R)=DB HM ,RIDH(M,,R) (8.74) 
因此 在 Betti 数 与 Euler 数 间 有 F 面 关 系 ; 
oCM) = 2 Mi) (CM,) (8.75) 
x(M) My(M,) (8.76) 
这 就 是 Kunneth 公式 . 
例 8.3 x 维 环 T= SxS XxS! 
HT) = {")z (8.77) 


即 x 维 环 的 各 阶 上 同调 群 均 非 平庸 ， 
pr (1) 
x{T") = > 人 (= (8.78) 


利用 微分 形式 还 很 易 讨论 Poinecare 对 侦 . 对 于 紧 致 定向 流 形 M ,可 如 下 定义 于 
形式 a 与 (nx 一) 形式 B，; 癌 标 积 ; 
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CopsB a = la ABeER {8,79) 


利用 这 种 林 积 ,在 本 (CM, 训 ) 与 于 “CM, 上) 问 建 并 对偶 半 应 ,使 两 者 在 代数 上 间 
构 , 夏 
名 二 《8.80) 


8.6 谐 和 形式 Harm (MM ,R) 


当 流 形 上 存在 有 度 规 张 量 场 时 ,可 引 人 Hodge * 运算 ,将 外 微分 算 子 df 与 
Hodge* 运算 结合 ,可 定义 作用 于 流 形 上 的 祭 微 分 算 子 5, 亦 十 定义 椭圆 微分 算 子 
(laplace 算 子 }A.; 

站 二 dd 二 人 前 (8.81) 
Laplace 算 子 的 核 由 {Aw -0) 称 为 洲 和 形式 . 谐 和 形式 的 集合 ; w, :让 l 成 实数 域 
上 上 线性 空间 Hamm* CM ,RR) ,存在 Hodge 分 解 定理 *. 
Hodge 分 解 定理 ”对 紧 敏 无 边 Riemann 流 形 M ,其 上 任意 形式 均 可 惟一 分 解 为 
下 合 , 余 正 合 ,及 谐 和 形式 之 和 
we = de + Si + ys (8.82) 
其 中 yx, 为 谐 和 形式 .在 上 式 中 右 端 三 项 相互 正 交 . 
证 明 ”可 利用 Green 也 数 算 子 G 按 如 下 方法 来 证 明 . 
众所周知 ,对 任意 线性 微分 算 子 了 工 构成 的 微分 方程 
L$=f (8. 83) 
方程 右 端 f 为 已 知 阔 数 ,$ 为 待 求 的 解 . 当 算 子 工 韭 奇异 , 即 上 方程 上 #$=0 无 解 
时 , 常 可 选 工 的 Green 函数 上 满足 下 述 算 子 方程 
LOGO=1 (8.84) 
这 里 了 为 避 等 算 子 .这 时 (8.83) 式 的 解 可 表示 为 
$= 人 Gf 

但 是 当 算 子 上 奇异 时 , 即 L$=0 有 和 解 , 令 卫 为 投影 算 子 , 它 使 任意 呀 数 投身 
到 齐 次 方程 Ly =0 的 解 空 间 .这 时 应 在 齐 次 方程 解 的 正 交 神子 空间 中 定义 Green 
函数 , 即 应 选 人 满足 

LG=1+ P (8.85) 

对 Laplace 算 子 A, 令 卫 为 将 任意 微分 形式 投射 到 调和 形式 上 的 算 子 , 则 和 A 的 
Green 消 数 应 满 是 下 式 ， 

AG+P=I1 . (8.86) 
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由 于 Laplace 算 了 和 白 伴 恒 正 , 故 满 足 上 式 的 Green 函数 G 必 存在 ,将 上 式 作 用 在 
形式 上 得 


Ce dae cr 十 3d we 十 Pew, 
此 即 苦 各 的 Todge 分 解 定理 ((8. 82) 式 )， 
进一步 可 以 让 明 ,每 一 个 上 同调 灶 中 会 日 仅 含 - -个 谐 和 形式 , 即 重 和 此 形式 
的 集合 Harm MRI) 与 厂 (M ,RR) 同 构 , 即 有 
定理 $3,8 对 紧 敏 无 近 流 形 Mi,Harm* (Mi, 民 R) 与 HLM ,RR) 同 构 


IHarm (MR})T~ (NM,R) (8.87) 
证 明 好 到 ,如 do 三 和 对 (8.82) 式 外 微分 , 知 
dB.,1 =0 
‘Bd88’ =0—>8B,82) =(0 >88=0 
w=dat+y 
因此 m 与 > 相互 同 润 
wy 


此 定理 得 证 . 
让 国 为 有 此 定理 ,所 以 可 利用 谐 和 形式 的 研究 得 到 关于 上 同调 论 的 相应 结果 ， 
例如 
1) 住 紧 致 无 边 流 撒 上 , 若 Harm* (MM,RR) 有 限 维 , 则 (MM,RR} 有 限 维 , 谐 和 上 形 
式 的 维 数 ,就 是 Berti 数 5*. 
2) 出 于 Hodge * 与 Laplacea 对 易 , 使 
* Han (M,R) ~ Harm” {M,R) (8.88) 
因此 可 证 明 上 同调 论 中 Poincare 对 侦 
HM,R)~ WH:(M,R) 
p= bp" + (8. 88a) 
3) 如 w 在 Mi 上 谐 和 ,ww 在 M, 上 谐 和 , 易 证 om Am 在 AT x MI， 上 和 谐 和 . 
因此 
Harm {M,R) = 四 > Harm (MI,R) DHarm (M,,R) (8.89) 
1 一 内 
于 是 可 证 明 上 同调 沦 中 的 unneth 公式 
WHIM.R) = OHM,R)GHFM,,R) 
?+7 册 


PTAI) = 2 5 (Mb , (NL, ) (8.89a) 
以 上 三 结果 是 代数 拓扑 学 中 重要 结果 ,用 其 他 方法 都 较 难 证 明 , 而 用 微分 几何 
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流 形 上 分 析 方 法 航 易 证 明 . 
$ 8.7 李 群 流 形 上 双 不 变形 式 ” 对 称 空间 上 不 变形 式 


李 群 G 上 微分 形式 ww 如 满足 
Liw 三 外 ， 对 所 有 EE 
这 里 上 , 表示 GG 上 左 平移 变换 
Li:g 玉 Xx， 对 有 所 有 gEG 
类 似 可 定义 如 土 在 不 变形 式 . 群 流 形 上 双 不 变形 式 w 是 指 它 即 是 诺 术 变 , 又 是 有 
不 变 . 显然 ,G 上 任意 左 不 变 : 形式 也 为 右 不 变 s 形式 的 必 充 条 件 是 它 必 为 群 伴随 
作用 下 椒 变 (Ad-invariant) , 即 


5 


(XXX 二 9， 大， 稳 Lie(G) (8.90) 
1 


一 


利用 此 方程 ,可 以 证 明 下 述 定理 ; 
定理 8.9 群 流 形 上 任意 双 丰 变形 式 必 为 闭 形式 ， 
证 令 w 为 G 上 左 不 变 * 形式 ,1X | 为 GG 上 左 不 变 向 量 场 , 则 


dwl Xo , X, 本 一 >) (一 DD" wt[X, ,大 


(8.91) 

这 里 X, 代表 忽略 宗 基 XX,. 当 w 也 为 石 不 变 , 则 由 (8. 90) 式 知 左 端 为 零 , 即 堪 端 相 
对 任意 左 不 变 向 量 场 均 为 零 , 即 dw =0. 

注意 到 Hodge * 运算 与 左右 平移 可 交换 , 故 可 证 仔 意 双 不 变形 式 必 余 闭 ,5w 
=0, 央 此 双 不 变形 式 必 是 谐 和 形式 :Aw = 

反之 可 证 , 群 流 形 上 谐 和 形式 必 为 双 不 变形 式 , 即 有 下 定理 ， 
定理 8.10 在 连通 李 群 流 形 G 上 双 不 变形 式 必 为 谐 和 形式 . 故 连 通 紧 致 李 群 CG 
的 上 同调 环 与 双 不 变 微分 形式 环 司 构 . 

在 GG 作用 的 齐 性 空间 M 上 ,微分 形式 A'(M) 中 最 重要 的 是 G 作用 下 的 不 
变形 式 w, 即 满足 

史册 二 节 ， 对 所 有 gg EGG 
易 证 ,不 变形 式 w 的 外 微分 念 为 不 变形 式 
丰 dw = dg ww) = dw 

即 齐 性 空间 M 上 所 有 不 变形 式 集合 形成 环 . 特别 是 当 齐 性 空间 为 对 称 空间 , 则 共 
HF 间 调 环 与 不 变形 式 环 实质 同 构 , 即 存在 下 定理 ; 
定理 8.11 如 流 形 M 为 紧 致 连通 李 群 G 作用 的 对 称 空间 , 则 M 上 不 变形 式 必 
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闭 , 昌 不 变形 式 环 与 M 的 上 同调 环 同 构 . 其 证 明 可 参看 [DFN ] 现 代 儿 何 耻 p. 10. 
每 一 紧 致 李 群 流 形 G 也 可 看 成 是 G x G 作用 下 的 对 称 空间 ,上 两 定理 结论 是 
一 致 的 . 


习 题 八 


1. 请 绾 出 紧 致 连通 GG 流 形 的 各 阶 [3erri 数 及 Poineare 名 项 式 . 

2. 请 求 出 下 列 各 流 形 的 各 阶 de Rham 上 各 凋 群 ,各 阶 Betti 数 与 Euler 数 ; 
DS 与 5’; 

DRP’ 与 RP'; 

SU{3). 

3. 请 证 明 在 连通 李 和 群 流 形 G&G 上 双 椒 变形 式 必 为 浅 和 形式 . 
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流 形 伦 型 分 析 是 很 困难 问题 ,前 两 章 从 相互 对 偶 观 点 分 析 流 形 的 网 伦 群 与 
(上) 同调 样 . 本章 利用 流 形 上 光滑 男 数 临界 点 特 忻 来 分 析 流 形 的 伦 型 . 首先 介绍 对 
流 形 的 推广 的 二 角 前 分 : 流 形 的 原 胞 结构 {CW 复 形 结构 ).CW 复 形 是 包括 微分 流 
形 的 更 广泛 的 一 类 空间 .$9.2 介绍 Morse 图 数 与 Morse 不 等 式 . Morsc 理论 是 微 
分 拓扑 学 的 重要 组 成 部 分 ,包括 大 范围 变 分 学 与 临界 点 御 论 . 流 形 上 光 少 回路 空间 
(M1) 为 无 限 维 空间 ,利用 测 则 线 及 临界 点 理论 ,可 将 (MD) 的 伦 型 问题 化 为 有 限 
维 空间 问题 .这 方面 ,]. Milnort' 作 了 透彻 清晰 的 介绍 .$9.3 介绍 2(M) 的 伦 型 
分 析 , 着 重 分 析 获 蔓 流 形 圭 测 地 线 太 其 变 分 问题 ,它们 在 理论 物理 路 积分 量子 化 中 
起 重要 作用 .在 $9.4、$9.5 利用 Morse 理论 分 析 线 性 空间 U 群 ,O 群 , 太 辛 群 的 
Pett 周期 .在 本 章 最 后 - - 节 利 用 流 形 的 原 胞 结构 ,分 析 流 形 定向 , 自 旋 窜 结 构 整 体 
存在 的 拓 外 障碍 ,初步 介绍 Stiefel-Whitney 类 改 第 1 陈 类 ,为 下 面 -二 章 流 形 基 本 几 
何 结构 分 析 做 准备 . 


89.1 CW 复 形 


CW 复 形 ,又 称 原 胞 复 形 , 是 流 形 概 念 的 推 1, 它 通常 相当 于 各 维 开 球 (open 
ball)t 又 称 为 原 胞 cel]) 的 粘 结 , 流 形 MM 常 有 开 覆 六 
M= UU, (9.1) 
各 开 集 (也 称 开 球 ) 在 共同 交 部 分 基 同 是 地 粘 在 -起 .而 CW 复 形 是 通过 开 域 边 尝 
的 连续 映射 而 粘 结 在 复 形 上 ,注意 此 映射 不 是 巡 缘 与 其 像 的 同 胚 ,而 是 连续 粘 结 ， 
可 人 允许 有 不 同 阶 球 间 通 过 边缘 连续 粘 结 , 常 可 允许 有 更 复杂 丰 富 的 性 质 . 下 而 先 简 
单 介绍 下 - - 些 基本 概念 与 定义 .单位 圾 下 是 由 六 中 所 有 模 小 于 等 于 | 的 矢量 % 
组 成 
DD=I€E lvlAl: (9.2) 
与 下 同 凸 的 完 间 称 为 闭 源 胞 ,而 与 互 9D 同 且 的 空间 称 为 于 原 胞 ,简称 上 
开 球 ,.“ 就 是 上 开 球 (open 上 cell). 
定义 1 CW 复 形 XX 是 这 样 一 个 拓扑 空间 , 它 可 以 表示 为 不 相交 的 元 胞 ee 的 并 
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xX=U Us (9.3) 


kD 
其 中 上 为 指标 集 ,ot 为 胞 ,对 于 每 个 二 维 原 胞 e ,有 一 个 点 维 闭 球 站 到 空间 X 
的 连续 映射 
XE {9.4) 
和 称 为 特征 上 映射 (characteristic map) ,县 以 下 性 质 : 
1. 当 将 X* 限制 到 盘 的 内 部 六 \ 9 ,是 此 开 球 与 ot 的 问 肝 ; 
2. 而 每 原 胞 的 边缘 3 = ot \ of 必 和 包含 在 有 限 个 较 低 阶 元 胞 的 并 中 . 

CW 复 形 字母 C 表示 ” 闭 包 有 限 ” (closure finiteness) ,表示 空间 X 的 所 有 井 胞 
of 都 是 互相 分 离 的 ,但 是 其 闭 胞 oe 可 能 与 其 他 胞 相交 , 闭 包 有 限 就 是 指 每 个 胞 只 
的 闭 胞 of 只 能 与 有 限 多 个 胞 腔 相交 . 

CW 复 形 的 字母 W 表示 弱 拓 扑 Cweak topology) 的 W 和 条件, 表示 空间 X 岳 扑 
是 其 有 限 子 复 形 ( 仅 有 有 限 多 个 原 胞 的 子 复 形 ) 的 直接 极限 . 即 天 的 子 集 当 用 仅 当 
和 与 每 个 有 限 子 复 形 的 交 是 闭 的 .注意 这 里 给 损 扑 术语 与 通常 分 析 中 意义 是 不 同 
的 ,这 里 多 条 件 是 Whitebhead 将 它 作 为 研究 同 伦 论 的 工具 而 引 人 , 上 夏 又 称 为 
Whitebead Topolcgy. 注 意 所 有 无 限 维 Hilbert 空间 都 同 肘 , 故 一 般 同 调 论 对 赋 究 无 
限 维 空间 用 处 不 大 .但 :P*, >P” 作 为 有 限 维 复 撒 的 直接 极限 ,可 作为 CW 复 形 研 


- 般 流 形 也 可 用 原 胞 结构 来 描 气 : 
例 9.1 wn 维 球 55" 


or 5S"=a le’ {9.5) 
特征 映射 将 * 维 开 球 的 边缘 
NW 90" = No (9.6) 


映 人 单 点 a ,连续 烙 接 " 成 5"， 
图 9.1 单 点 四 与 例 9%2 2 维 定向 面 ( 见 图 7.9) 

人 5 =U Ue (9.7) 
这 里 g 称 为 曲面 的 亏 格 (genus). 3。 可 表示 为 一 个 基本 2 维 开 胞 a ,a: 同 是 于 基 
本 2 维 多 边 形 , 其 所 有 项 点 粘 合 为 零 维 胞 a" ,其 2g 个 1 维 胞 oa! 都 是 1 维 定向 开 
区 出 ,将 两 具 相 同文 字 的 边 技 定 向 烙 结 . 

例 9.3 Klein 拱 R*[ 见 图 7.]8. {a),(b)] 
K*=o otUoUr (9.8) 
其 原 胞 结构 与 亏 格 g = 1 的 环 商 了 二 5, 相似 ,但 是 其 特征 映射 不 同 ,对 Klein 族 
dg = 2al 《9.9) 
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故 
月; (KZ) = (9.10) 
而 9e: = 0g1 =0, 战 
Hi(K’:,Z2)= ZZ, (9.11) 
Ho(K’,Z2)= 2 (9.12) 


以 上 结果 见 人 7.6 例 3 的 分 析 ， 
例 9.4 实 投射 空间 <“P"” ,是 …'' 中 通过 原点 直线 集合 ， 


例如 2P”=… 中 通过 原点 直线 集合 
= -0l/~， (ry ) (aray,ar) (9.13) 


洒 z 关 0 时 ,用 E=vzy=yve,[E yl | 表示 等 价 类 . x=0 中 吉 钱 对 应 与 汤 近 方 
间 ,与 二 =1 不 相交 ,二 P” 是 由 加 所 有 平行 线 相应 前 无 穷 过 点 组 成 , 即 
‘P=.:*U-P, Poe 点 | (9.14) 
见 图 7.19. 即 
“P=o ol~ 8! 
er (9.15) 
以 上 过 程 可 类 推 得 
=) or {9.16) 
例 9.5 复 投 射 空间 .P"， 
已 知 XP'i 一 S$S* 如 (9.5) 式 
oP =u =o Ue (9.17) 
而 P 为 “空间 通过 原点 复线 集合 
PP” = [see [9.18) 
而 “=c" 可 如 下 正则 时 人 .Pr 
XY: PP 
(go Zs 1)} > [eo, i" Ti1,l | 
上 和 曾 假 十 zi1 关 0. 而 在 ~ 中 z=0 组成“P" 的 复 w 一 [ 维 子 流 形 
I" != .PpP*"\ “好 
PPIUTS PUTURUYU A UeUAU Ue 
(9.19) 
由 以 上 各 例 看 出 ,一 个 复杂 的 拓扑 空间 常 可 由 具 平 庸 拓扑 的 原 胞 粘 结 而 成 . 空 
间 的 原 艳 结构 也 就 是 空间 的 一 种 特殊 的 几何 前 分 ,利用 它 可 以 找到 一 些 折 扑 空间 
的 同调 群 . 
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.P" 的 CW 原 胞 结构 (9.19) 表 明 , 各 相 邻 原 胞 维 数 问 有 一 踊 唉 (之 1). 对 这 种 
情况 ,代数 折 扑 分 析 表 明 有 一 秀 则 ( 见 Greenberg MN.J .ete. Algebraic Topology” ): 
至 疝 同调 群生 成 元 与 原 胞 在 同 维 , 故 三 ”的 整 同 再 群 为 


HCP',.) 人 Dn (9.20) 
”lo， 其 他 上 


但 是 对 实 投 射 空间 ,上 暴 原 胞 结构 如 (9.16) 式 , 相 邹 原 胞 维 数 没有 跳跃 , 故 其 同调 群 
将 复杂 得 多 , 见 47.68) 式 .此 结果 很 易 由 上 述 床 胞 结构 得 到 , 见 $9.2 关于 Morse 
不 等 式 的 分 析 . 


S89.2 Morse 图 数 与 Morse 不 等 式 


流 形 3M 的 扫 扑 结构 与 M 土 连 续 光 滑 范 数 特性 右 关 ,可 通过 对 流 形 M 上 光滑 
实 上 函数 特性 研究 得 到 流 形 的 拓扑 特性 . 
令 M 是 一 紧 化 光滑 ” 维 流 形 ,上 册 射 
J:M * 
是 M 上 光 渤 实 值 滑 数 . 当 在 某 点 pp 分 域 达 到 极 值 , 即 当 取 局 部 坐标 系 后 ,函数 
所 PP) 沿 及 有 坐标 线 一 阶 导数 为 零 . 


Sh(p) =0, i = 1 ,2 
地 个 


即 grad Ar = 人 ,网 称 点 PE M 为 函数 辣 的 临界 点 .为 分 析 据 数 在 临界 点 的 特性 ， 
需 进 一 步 妍 党 阴 数 /的 二 阶 导数 矩阵 


(H,(p)) = (有 (p) | 


称 为 Hessian 第 阵 , 它 是 TCM) 上 双 线 性 对 称 泛 国 . 如 此 矩阵 非 奇 导 , 则 临界 点 瑚 
称 非 简 并 (non-degcnerate). 此 性 质 与 坐标 系 的 选取 上 无关. 

流 形 M .| 光滑 函数 /如 其 所 有 临界 点 均 非 简 并 , 则 此 是 数 称 为 Morse 明 数 . 
可 证 存在 下 述 定 理 :( 其 证 明 见 Dubrovin ctc. “Modern freomectry ”人 p. 188) 
引 理 (Morse) 命 PP 为 M 上 光滑 实 介 函 数 关 的 非 篇 并 临界 点 , 则 在 PP 点 邻 契 存在 
局 城 坐 标 |7 生 , 便 二 可 表 为 

下 = 四 (9.21) 

其 中 整数 称 为 函数 了 在 点 也 的 指数 ， 

由 此 引 理 立即 可 推出 , 非 简 并 临界 点 必 是 孤立 的 ,无 由 临界 点 组 成 的 线 ,而 等 ， 
邹 涪 任何 方向 移动 均 非 临界 点 . 

可 利用 流 找 土 光滑 葡 数 临界 点 特性 分 析 流 形 的 拓扑 忻 质 . 
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下 面 以 中 二 维 环 面 1* 为 例 进行 分 析 如 图 8.2, 以 
环 面 7* 出 中 .一 个 平面 的 高 为 所 研究 的 销 数 
f: Mo-ri 
以 M 表示 适合 了 (x) 筷 a 的 所 有 点 x EM 的 集合 
M = treM| fr)eal 
如 图 9.2, 易 看 出 
1. 如 a 所 了 PP), 则 ML 是 空 集 . 图 9 3 
-3 2 如 BBSe<sFoe), 则 M. 同 胚 于 一 个 2 
了 纺 网 用 ,这 时 胞 胸 备 点 ZE 太 的 高 
Fz) = fp)tr ty (9.21a) 


HD ~ 


3. 如 让 芝 a 艺 了 7), 则 M, 同 胚 于 一 个 回 柱 面相 当 于 在 康 2 维 胞 腔 上 精 合 一 个 
- 维 胞 腑 .点 g 相当 于 高 函数 的 鞍点 ,在 临界 点 9 附近 各 点 ZE 了 的 高 是 数 
Flz) = fq)+tr 一 如 {9.21b) 
4. 如 77<a<F3), 旭 M, 同 及 于 一 具有 网 边 综 截 口 的 环 面 


同 伦 于 在 原 柱 面 二 再 粘 合 “个 一 维 胞 腔 .点 > 也 相当 于 高 蚂 数 的 鞍点 ,在 临界 点 
附近 种 点 ZET? 的 高 函数 

fz) = fir}- ri+y {9.21c) 
5. 最 后 如 a 了 f(s), 则 M. 为 整个 环 面 五 ,相当 于 在 原来 的 圆 边缘 截 口上 再 粘 上 
一 个 一 : 维 胞 腑 .在 临界 点 * 附近 各 点 ZE T 的 高 函数 

fiz) = fs ry {0.21d) 
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注意 高 函数 在 临界 点 p,9,r,s 处 一 阶 导数 开 和 开 同 时 为 零 ,临界 点 是 孤立 的 .在 


每 点 高 国 数 表达 式 中 负 号 个 数 , 即 临界 点 指数 ,对 p,q ,r,s 诸 点 分 别 是 0,1,1,2， 
此 指数 也 正好 是 M 越过 临界 点 时 需 粘 合 胞 腔 的 维 数 ,存在 如 下 定理 ; 
定理 9,1(Morse 引 理 ) 令 FEIOM) 为 一 实 值 光滑 晒 数 ,而 pM 是 晓 数 /的 非 
简 并 临界 点 , 具 指 数 衣 ,Fip)=c, 令 MM =1rEM Fryscel 草 对 充分 小 s>0， 
Mo ~ MU (9.22) 

其 中 民 为 维 胞 腔 . 即 M. ,的 伦 型 与 M _, 业 上 一 个 维 胞 腔 后 的 伦 型 相左 同 构 ， 

此 定理 表明 , 紧 致 流 形 M 常 可 与 菜 CW 复 形 X 同 伦 型 . 当 了 是 流 形 M 上 实 
可 微 睛 数 (Morse 星 数 ), 当 了 有 一 个 指数 为 上 的 临界 点 , 则 复 形 X 有 一 个 上 维 胞 
腔 . 

以 图 9.2 的 环 面 五 为 例 , 表 明 

To 天 
类 似 可 证 
7 oo oa" {j 可 

易 证 存在 下 述 定 理 
定理 9,2{Reeb) 令 M 为 紧 致 流 形 ,了 为 M 上 实 值 光滑 函数 ,如 了 仅 有 两 个 非 简 
并 临界 点 , 则 M 必 与 球面 同 肽 . 

下 面 以 39.1 例 5 分 析 过 的 和 2" 为 例 ， 


t+ 


2P = SIA) = Ago zd) E AD VI- 
-了 
在 2P"” 上 可 如 下 定义 一 实 值 范 数 : 
六 
[za 一 (9.23) 


其 中 1a | 为 各 不 相同 的 实 常数 . | 
下 面 取 =, 天 0 的 开 集 Us 忆 ,4" ,可 把 开 集 U， 如 下 微分 同 胚 地 映 到 沁 中 的 


开 单位 球 a* 上 , 即 令 之 | zo = + iy,, 则 
| 二 二 | zn 1 Nt) 
J 一 1 
在 开 集 Us 上 郑 数 六 9.23) 可 甫 为 


f(z) = > an+ Da- ao) (rl + y) ‘9.23a) 
了 一心 0 


了 一 
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症 数 了 在 Uo 只 有 一 个 临界 点 Po 二 (1,0,… ,0) ,了 (po)=ao, 当 所 选 1a,| 中 有 vy 个 
a < ; 则 临界 点 Pp, 的 指数 为 2 ， 
PP" 流 形 可 被 4+1l 个 开 集 1 也 用 覆盖 


SP" = UU, 
I 上 了 晴 数 9.23) 在 每 个 开 集 LI 上 均 有 - -个 临界 点 PP, 函数 f 在 点 P 的 指数 
为 满足 a < 有 a 的 1a,} 的 数 日 的 两 入 .整个 .PpP" 共有 +1 个 净 界 点 |P ,因此 在 
0 到 2n 之 则 的 每 个 偶数 都 恰 是 某 一 个 临界 点 的 指数 ,天 -P" 同 伦 等 价 于 
Po le UL Ue 
从 如 09.19}) 式 所 示 
由 前 述 Morse 引 埋 知 ,n 维 紧 致 流 形 M 必 辣 伦 等 价 于 CW 复 形 X , 原 胞 复 形 
的 维 原 胞 数 为 .注意 到 辣 伦 等 价 空间 具有 同和 构 的 同 油 群 , 而 流 形 M 的 阶 
同调 群 的 秩 , 即 Betti 数 总 = dimH;(M) ,最 多 与 二 阶 诛 胞 数 相 等 ,( 油 为 有 些 原 胞 
可 能 与 高 阶 原 胞 边缘 粘 结 ,对 秩 无 贡献 ). 即 存在 著名 的 Morse 不 等 式 , 即 有 下 定 
理 : 
定理 9.3(Morse 不 等 式 ) 令 三 为 紧 致 流 形 M 下 实 值 光 清水 数 ,以 Ai 表示 函数 让 
的 指数 为 的 临界 点 数目 ,市 5 = dimH,(M) 为 流 形 M 的 并 阶 Retti 数 . 它 们 了 间 存 
在 下 述 不 等 式 


i (9.24) 
上 节 曾 引 人 流 形 M 上 Peineare 多 项 式 
PC) = VB 
类 似 可 引入 Morse 多 项 式 加 
m(t) = DD (9.25) 
由 Morse 不 等 式 (9.24) 可 以 证 明 | 
Dat = Dor + tlt EA ZE {9.26) 


其 中 Z, 为 依赖 于 函数 广 的 非 负 整 数 . 
如 果 代 替 了 而 考查 Morse 函数 二- 六 这 改变 了 每 个 临界 点 处 Hessian 移 阵 
的 符号 ,因而 将 yy 变 为 ww、 ,对 于 Morse 函数 ,(9.26) 式 改 为 


1 a 3 
Dt = Db tt YZ (9.26a) 
目 一 由 A= £=0 “ 
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这 恰好 是 利用 Poincare 对 偶 ( 中 = 襄 .并 将 了 摘 为 + 所 得 结果 . 
将 := -1 代 人 (9.26) 式 得 流 形 M 的 Euler 示 性 数 
Y(M) = (让 他 三 SC Do {9.27) 
上 站 下 一 昌 
此 式 右 端 为 流 此 MM 作 原 胞 前 分 时 各 阶 原 胞 数 的 交替 和 ,相当 于 {7. 54) 式 ,是 Euler 
数 的 男 一 种 表述 .并 可 得 
推论 :如 2 二 和 1 二 收 
则 b= b=6,.,=0 
因此 ,| PF 的 原 胞 结 爸 , 知 其 仙 阶 Petu 数 为 1 ,而 奇 阶 Betti 数 为 专 ,如 (9.20) 式 
所 示 ， 
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所 有 无 限 维 Hilbert 空间 都 同 胚 ,因而 一 般 同 调 论 对 无 限 维 空 间 用 处 不 兵 , 介 
和 常 可 对 与 它们 同 伦 型 的 CW 复 形 作 伦 型 分 析 . 
首先 分 析 路 径 空间 (path sbace)jQfM;p ,do) 的 伦 型 结 构 , 它 是 -一 种 简单 的 无 穷 
维 流 形 ,其 各 阶 同 伦 群 与 流 形 M 的 各 阶 同 伦 群 密切 相关 ， 
给 定 连通 光滑 流 形 M ,用 7(f)00 雪 ; 肥 站 标志 M 上 以 点 p= (0} 为 起 点 ,以 
点 9= Yf1) 为 终点 的 连续 道路 ,而 所 有 这 种 道路 形成 的 空间 , 称 为 道路 空间 , 记 为 
PtMipb,9) ,这 是 一 a 
rn (NM:p, 9)) ~ x (M), i 莹 1 9.28 ) 
肯 先 引信 流 形 M 上 以 点 pE MH 为 起 点 的 所 有 道路 7Y(1)(0 过 1 过 1) 的 空间 EF(p)， 
即 起 点 因 定 为 p= y(0), 而 终点 yY(1) 可 为 M 上 任意 点 4 .可 定义 上 上 (yp) 到 M 的 投 
射 映射 
T: Ep) -= M 
Ti YD = gE€EM 
基于 M 上 任 一 点 4 上 纤维 x {9g) 怡 为 从 p 到 g 的 所 有 道路 形成 空间 Q(M; p， 
9) ,由 纤维 从 结 村 


(Mi 人 一 一 上 (人 于 
可 得 其 上 同 伦 群 同 态 正 合 系列 (5.21) 
rr 一 OU (ECp)) 
注意 到 空间 BE(p) 折 扑 平庸 ,wx (E(p))=0, 由 主 正 侣 系列 得 


和 9.3 路径 空 间 有 (MI 的 伦 型 “Marse 理论 基本 定理 ' 207 本 


nMp, gq) xtM), i111. 
“我们 取 gq 二 pp, 即 分 析 流 形 M 上 以 了 点 为 基点 的 环 路 Uoop) 空 间 , 记 为 2(M， 
P) ,由 上 述 定理 本 得 推论 
x (ON, pe) ~ xlM,p), | (9.29) 
其 中 表示 恒 同 道 巾 y(t)= pp. 对 连通 流 形 M, 同 伦 群 与 基点 的 选取 无 关 , 上 两 式 
均 可 记 为 
下 【有 (AT 一 下 AT， 7 >] 
了 下面 分 析 路 径 空间 如 (0M3:a,o) 的 拓扑 , 表 骨 它 是 一 种 无 穷 维 光滑 流 彤 .可 有 
很 多 办 法 定义 其 拓扑 ,为 简单 起 见 , 设 M 为 莹 曼 流 形 , 可 利用 WM 上 歼 曼 度 规定 义 
着 路 间 让 高 丽 数 ,利用 此 附加 结 梅 可 表 妈 空间 QCM ) 为 光滑 的 无 穷 维 流 形 . 首先 ， 
对 其 中 任意 道路 7 所 只 ,可 如 下 定义 在 点 7 的 无 穷 维 切 空间 了 0 ,将 它 视 为 沿 道 路 
(1 的 昕 有 满足 #00) = w(1)==0 的 光滑 和 所 场 ut1) 组 成 的 线性 空间 .为 分 析 
了 0 , 需 分 析 点 YE 0 的 邻 威 , 讨 论 7 的 以 参数 gf -es 委 ke) 为 参量 的 改变 , 即 
分 析 [ 一 e,e] x [0,1] 到 M 的 光滑 映射 
ao: [eelxI0,1]— MM 
i, falut), altud) = p, a(lu,l)= og (9, 30) 
令 alu, 了 7?) 三 7,(70, 其 中 Y=7, 即 特别 关注 的 道路 7yEQ.1J 将 7 看 成 0 中 通过 
Y 以 & 为 参数 的 轨道 ,此 轨道 在 y 点 处 切 点 即 沿 过 7 的 向 其 场 . 


v(t) = 0,t), € Ty (9.31) 


下 
在 通常 变 分 计算 由, 记 此 切 场 为 8y 
道路 空间 QC M) 为 无 穷 维 光滑 流 形 ,类 似 上 节 可 在 DA 上 定义 Morse 晴 数 
{ 常 称 为 Morse 泛 函 ), 即 存在 连续 映射 
FF; QIM) 
Fr: YF(Y) (9.31a) 
可 分 伯 泛 画 PCY) 的 临 加 点 y( 临 界 道路 yt7)). 则 当 泛 活 F(y) 对 y 的 任意 秋分 
3y = 人 | 都 是 零 ,这 时 y= 加 称 为 F(Y) 的 临 如 点 ,可 进步 分 析 泛 葬 
F(7) 的 一 阶 变 分 ,临界 点 指数 ,而 得 到 与 此 无 穷 维 流 形 2(M) 同 伦 型 的 CW 复 
形 ,通过 它们 可 对 2( MD) 作 伦 型 分 析 . 
在 歼 归 流 形 M 上 , 常 对 Q(M) 引 入 能 量 泛 丽 E(y) 与 长 度 江 丽 L(7)， 


ri 了 
E[7] = | ,Yd (9.32) 
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LTy] = [Yla (9.33) 
为 将 二 者 进行 比较 ,应 用 Schwarz 不 等 式 
Fay | fd) dr) 


,得 


全 AD=1 (DO=| 时 
Li {9.34) 
这 里 等 式 成 立 的 充 鉴 条 件 是 |7| = const, 即 参数 1 与 强 长 成 比例 . 
在 流 彤 M 上 ,连结 摧 点 p,q 的 所 有 和 逐 段 光滑 道路 的 帮 长 的 下 确 界 称 为 两 点 
间 哩 离 o( 户 ,9) ,而 连接 两 点 间 血 段 光 滑 有 上牌 线 y ,如 其 长 度 等 于 此 下 确 界 p( p,q)， 
则 称 为 连接 其 点 间 极 小 测 地 线 . 
在 4.8 曾 证 明 泛 旺 上 [YY] 的 临 军 点 就 足 满 足 (4.197) 的 测 地 线 .下 而 能 量 汉 
函 互 [7Y|] 的 临界 点 ,由 能 量 谤 明定 义 人 9.32) 式 , 取 局 域 举 标 系 后 ， 


1 
EY]= | gC) (9. 32a) 
将 被 积 蝴 数 gtr) rr 代入 Euler-Lagrangian 方程 
dog Ey 
di dr adr 


得 
2 (ga) = 3 
上 式 与 (4.202) 式 相同 ,可 化 为 测 地 线 方 称 (4.203) 
"+Irr=0 

即 能 量 泛 晤 的 临界 道路 也 为 满足 测 地 方程 的 测 地 线 xy. (9. 34) 式 表明 能 量 汉 消 
王 | Yj] 正好 在 从 p 到 g 的 极 小 测 地 线 上 取 其 极 小 值 p7， 

道路 y 是 泛 函 上 [7] 的 临界 点 的 充 要 条 件 居 ;y 是 一 条 测 地 线 , 下 面 进一步 分 
村 临界 点 特性 , 即 分 析 在 临界 道路 处 的 Hesse 泛 函 , 即 要 定义 一 个 双 线 性 江 消 

E, :TN) x T(N)— 

其 中 y 是 泛 函 EF[y] 的 临界 点 , 即 为 一 条 测 地 线 .进一步 引入 在 点 YE 0 的 双 参 数 
变 分 , 即 代 蔡 (9. 30) 式 的 单 参数 u, 取 双 参 数 (4, ,wu,)E U,U 为 二 维 参数 空间 ( .: 
看 原点 邻 城 ): 


a: Ux[0,l]— MM 
utat alu tt), aft00r) = y(7) (9.35) 
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令 afaliastisaftalyazltt)yataya) 为 7 的 双 参 数 变更 . 
其 变 分 向 量 场 为 


多 三 和 (000 ET i=1,2 


而 道路 空间 台 上 能 量 Hessc 泛 螨 全 可 表示 为 


3 ECeCelyet2)) 
AHO a, 


FE,.{W,,W,) = {0,36) 


一 一 性 


RF 
FE 三 元 du, (00) 
与 土 节 对 Morse 国 数 在 临 界 点 的 指数 定义 机 似 , 可 如 下 定义 能 量 泛 随 (Morse 泛 
亲临 异 点 Y(t 测 地 线 y) 的 指数 4%. 即 设 Hesse 证 国 
Er,: TQ) x TO 7 

限 在 177(2) 的 某 子 空间 是 负 定 ,此 子 空间 的 最 大 维 数 1 就 称 为 泛 函 玉 ,，, 在 临界 点 
7 的 指数 . 

如 YY 是 p 到 g 的 极 小 测 地 线 , 则 双 线 性 泛 孙 玉 ,, 是 半 正 定时 ,因而 EE,. 在 y 
的 指数 4 为 零 . 

下 面 我 们 进一步 分 析 沿 测 地 线 的 Jacobi 场 及 共 绒 点 等 概念 , 在 人 $4.8 我 们 曾 
引入 Jacobi 场 Ji , 它 是 沿 测 地 线 yY(1) 满 是 Jacobi 方程 的 向 量 场 , Jacobi 方程 是 
一 个 二 阶 线性 微分 方程 


+RV,DV=0 (9.37) 
其 中 v= 至 是 沿 该 测 地 线 的 切 场 .此 方程 的 解 可 由 其 初始 条 件 


了 (0)， (0) ET,(n) 


完全 确定 ， 

令 了 (t) 为 流 形 M 上 一 条 测 地 线 , p= yla) 及 y= y(5) 为 测 地 线 y 上 两 点 ， 
如 果 存 在 沿 y 的 非 零 Jacobi 场 , 及 此 Jacobi 场 在 上 = a 与 1=6 时 为 零 , 则 称 pio 
沿 测 地 线 y(t ) 共 辊 ,点 p 和 g 作为 共 轰 点 的 重 数 等 于 所 有 这 种 jacobi 场 的 向 量 袍 
间 维 数 ,例如 ::"'! 中 单位 球面 S* ,球面 上 大 园 基 测 地 线 ,例如 通过 北极 p 与 南极 9 
的 所 有 经 线 都 是 测 地 线 , 保持 对 顶点 p 与 a 车 定 不 动 转动 球面 ,得 到 测 地 线 间 变 
分 向 量 场 ;Jacobi 场 ,它们 在 p 和 4g 点 都 为 零 .对 » 维 球 S" ,可 在 (n - 1) 个 不 出 方 
间 上 作为 旋转 ,得 到 {xn - 1) 个 线性 独立 的 Jacobi 场 .因此 球面 上 对 顶点 py 和 g 党 
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测 地 线 苍 的 重 数 是 x -1. 

下 而 我 们 继续 分 析 道 路 空间 如 上 能 量 泛 函 在 临界 点 的 特性 .在 临界 上 YE 旭 
(AM ,pb,d) 处 , 泛 明 巨 。. 简 并 的 充 要 条 件 是 端点 请 和 9 沿 测 地 线 y 共 , 调 上 .. 的 
简 并 度 ( 零 化 数 y) 等 于 p 和 4 作为 共 辆 点 的 重 数 ， 

当 M 为 n 维 流 形 时 ,在 +=a 时 为 零 的 ]acobi 场 组 成 空间 具有 维 数 为 1, 它们 
在 :=& 时 可 能 非 零 ,要 求 在 :1=5 上 时 Jacobi 场 为 堆 , 此 限制 条 件 使 寺 化 数 ; 必 小 
于 #4 , 即 污 晤 玉 ,. 的 零 化 数 y 必 是 有 限 数 . 

令 :10,5 一 M 是 从 y(0) 到 yy(r) 的 测 地 线 ,y 是 能 量 泽 陆 的 临界 点 , 命 
4(t) 是 相应 于 六 的 Hesse 诈 取 的 指数 .首先 易 江 .对 公 分 小 的 ,YY 是 极 小 调 地 
线 ,Hesse 泛 明 上 , . 半 正 定 ,A{r)=0. 进一步 增 大 +, 当 了 f 越 过 y(0) 的 共 锋 点 时 ， 
指数 跳 迁 ,这 时 y' 不 再 是 极 小 测 地 线 , 此 测 地 线 x 仍 是 能 量 汉 晴 的 临界 点 , 以 
证 明 ( 见 MG 亚 . 定 昌 21.7) 
定理 9.4 (Norse index 定理 ) Hesse 泛 上 国王. .在 临界 点 y 的 指数 等 于 y(0) 语 
7 的 共 生 点 (0 大 打 的 个 数 ( 按 其 重 数 计算 ) ,这 个 指数 总 是 有 限 的 . 

当 测 地 线 y 的 端 总 志 ,d 不 是 共 连 点 , 则 能 量 Hesse 泛 国 的 核 ( 零 化 子 ) 零 维 ， 
即 y 为 汉 清 ELY|] 的 非 简 并 临 异 点 ,对 无 穷 维 流 形 0(M ,p,qg), 当 p,g 在 所 有 连 
接 它 们 的 测 地 线 上 均 非 共 罗 点 ,而 在 每 个 测 昌 线 > ,作为 Hesse 泛 冰 有 指数 4, 如 
于 市 Morse 冰 数 理论 分 析 , 道 路 空间 (M5 同 伦 等 件 于 CW 复 形 , 即 对 上 到 4g 
的 每 个 测 地 线 ( 即 每 个 临界 点 ), 可 产生 等 于 临界 点 指数 A 的 维 元 胞 ,使 2(M， 
,9) 与 CW 复 形 具 相 同 伦 型 . 

当 M 为 黎 曼 流 形 , 利 用 M 上 度 规 也 可 在 道路 空间 如 (MT) 上 定 文 路 离 国 数 ( 例 
如 dy Taxet tt zatt)) 这 样 对 于 每 个 常数 4 >T1 用 全 表 沙 所 有 
其 REY ja 的 所 有 道路 > 的 集合 ,如 人 Cn(M), 可 以 证 明 (2 同 伦 等 价 上 上 有限 
原 胞 复 形 , 当 “一 ce ,其 极限 (AM ) 辣 伦 等 价 于 可 数 原 胞 复 开 ,此 即 Morse 理论 基 
本 定理 ; 
定理 9.5 {Norse 基本 定理 ) 设 导 为 紧 致 艇 曼 流 形 ,pp,g 为 对 上 这 样 两 点 ,对 连 
结 它 们 的 任何 浏 地 线 都 不 其 示 , 则 道路 空间 0(M,p,g) 同 伦 等 价 于 可 数 原 胞 复 
形 , 其 每 个 4 维 原 胸 与 由 p 到 gq 的 指数 为 4 的 测 地 线 1 -4 对应. 

关于 定理 4, 定 寿 5 的 证 明 可 参见 Djubrovin 等 蔷 Modern Geometry 咱 . 

当 M 为 紧 致 黎 曼 流 形 ,两 点 p ,gE M ,其 距离 op(p,g)=v aa 用 全 表示 从 让 
到 g 的 极 小 测 地 线 组 成 空间 . 极 小 测 地 线 为 指数 为 零 的 临界 点 .如 从 到 g 任何 非 
极 小 浏 地 线 的 指数 都 大 于 或 等 于 40, 则 由 Morse 理论 可 证 ,小 于 as 的 低 阶 相对 同 
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由 此 推出 , 同 态 映射 
rt rr 0), 0 和 ?和 Ag 一 2 

是 - 同 构 上 映射 , 进 步 利用 (9.28) 式 可 证 

T= x) = (AT)， 0 和 i -2 (9.38) 
以 上 将 道路 空间 2(M ,p,q} 的 两 基点 选 在 一 般 位 置 , 使 相应 能 量 泛 了 印 的 临界 点 均 
非 简 并 ,为 Morse 泛 萎 . 有 时 将 基点 选 某 些 特殊 点 会 更 利于 分 析 . 例如 对 单位 球 画 
S"™ ,如 选 p,g 为 对 径 点 ,这 时 从 p 到 9g 有 无 穷 条 极 小 测 地 线 , 极 小 测 地 线 组 成 流 
形 好 ,它们 形成 维 光 滑 流 形 ,等 价 于 赤道 S$” .而 非 极 小 测 地 线 最 少 要 绕 S"*! 半 
圈 以 上 ,所 以 这 条 测 地 线 的 内 部 最 少 含有 两 个 共 斩 点 ,每 个 有 重 数 n, 故 通过 对 顶 
点 的 非 极 小 测 地 线 的 指数 都 必 大 于 或 等 于 22 反 .总 之 ,当选 $ :上 对 和 从 点 户 与 
4 为 基点 , 极 小 测 地 线 组 成 流 形 人 二 5” ,而 非 极 小 测 地 线 的 指数 均 大 于 或 等 于 
2 二 jh 将 只 = 有 05) 人 2 = 5S" 代入 (9.38) 式 得 

(Ss) = r= nS = rm (SS!) 2 一 2 
(9.39) 
注意 到 对 n 维 奈 ,其 过 的 各 上 阶 同 伦 群 都 已 熟知 , 令 1 = n+ EE,F 式 即 (7.72) 
式 ， 
TS 上 注入 一 2 
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在 第 入 章 曾 分 析 各 种 齐 性 G 流 形 . 众所周知 ,经 典 李 群 G 都 是 一 般 线 性 群 
GIAN) 的 子 群 ,我 们 这 里 着 重 分 析 其 紧 致 子 群 , 即 分 析 具 有 有 度 规 的 线性 空间 上 上 的 
保 度 规 群 : 正 交 群 OCN), 么 正 群 UCN) 与 辛 群 SP(CN). 

1. 实 线 性 空间 :“ ,可 具有 通常 欧 氏 内 积 , 保 此 内 积 不 变 的 所 有 线性 变换 集合 组 成 
下 交 群 QCN)， 

Oi zr , OO=1 
这 里 O' 为 口 的 转 置 矩阵 , O(N) 由 满足 QO = 了 的 所 有 NN x N 实 矩 阵 组 成 . 
中 单位 向 量 形成 球面 SY ' ,O(N ) 群 作用 其 上 传递 ,其 中 保持 点 x ES*! 不 变 的 稳 
定子 群 为 O(N -=- 1) , 即 

S ~ O(N)AO(N -1) (9.,39a) 

2. 复线 性 空间 > ,具有 通常 厄 米 内 积 , 保 此 内 积 不 变 的 所 有 线性 变换 集合 组 成 女 
正 群 (NN) 

UD -= OD", LU = 了 
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这 里 U' 为 U 的 转 置 复 共 轮 矩 阵 ,U(N )} 由 满 是 U'U= | 的 所 有 NN x NN 复 矩 阵 组 
成 .> 中 单位 向 量 形 成 球面 S™!,U(CN ) 群 作用 其 土 传递 ,保持 点 x E S*… ' 不 变 
的 特定 子 群 是 UtN 一 1)， 
SY I~UN)AU(N-1) (9.39b) 
3. 四 元 数 线性 空间 .“ ,有 具有 两 个 相互 反 交 换 的 复 结构 .相当 于 具有 自然 厄 米 
内 积 ,日 县 有 辛 结构 , 保 厄 米 结 构 日 保 辛 结构 的 变换 集合 组 成 辛 群 SP(N) 
A: = SAA=I, ATA=/ (9.40) 


i, 
其 中 J = | | ;SCN) 是 由 满足 条 件 (9.40) 的 2N x2N 的 复 和 矩阵 A 组 成 . 
二 >" 中 单位 向 量 形 成 球面 S 个 ' ,SP(N) 在 其 上 作用 传递 ,而 保持 点 x E S71 
不 变 的 特定 子 群 为 SP(N 一 1). 故 
S11 ~ SPCNY)/ASP(CN -1) (9. 39c) 


以 上 (39a,b,c) 三 式 表 明 存 在 短 正 合 序列 


0=> ON - 1) —r O(N)— S10 (9.41a) 
0 UN -TD 一 -UN) > SN .0 (9.41b) 
0->SPIN -1 一 SPIN) SN! .0 (9.41c) 


由 于 单 连通 流 形 S* 的 低 阶 (所 有) 的 同 伦 群 很 简单 ,利用 (9,41) 各 式 , 可 得 相应 同 
伦 群 的 长 正 合 系列 
> (ST) > (O(N 1) nm (O(N)) > nt 9!) 
(909,42a) 


(ST) (UCN 1 (UCN)) > wo (S21) — 
(9.42b) 


x (SH) Tr (SPON = 1)) rm (SP(N)) Tr (S11) 2 
(9,42c) 
利用 以 上 同 伦 群 同 态 正 合 系列 ,并 注意 到 球 的 低 阶 同 伦 群 平庸 ， 可 得 这 些 经 典 群 都 
存在 高 秩 群 的 稳定 同 伦 群 系列 
TOCN)) = mtOCN + 1)) = … = x (0O,), k<ZN-1 (90.43a) 
rtU(N)) = xTHN+1}) = .= ne CU ), E22N (9.43b) 
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nm{SPON)) = x(SPIN + 1) = = (SP.), k<4N12 
(9.43c) 
由 以 上 三 武 春 出 , 当 发 足 够 大 时 ,品格 ,U 群 与 辛 群 的 同 伦 群 与 N 无 关 , 称 为 稳定 
同 伦 群 .这 些 经 典 群 的 稳定 问 伦 群 见 表 9. 由 表 还 可 看 出 ,它们 的 各 阶 同 伦 群 出 
期 地 改变 , 称 为 bot 周期 .本 生 先 分 析 [5 群 的 Bott 周期 :周期 为 2. 下 节 将 进 . - 步 
分 析 正 交 群 与 仁寿 的 Bott 周期 ,周期 为 8. 
表 9.1 0U 群 ,O 群 与 辛 群 的 稳定 同 伦 群 


TY SPUN) 
DN) OCN) | 
可 (23 NT (> 于 人 -2 
1 0 Z， 0 
2 


由 这 些 经 典 群 存在 稳定 同 伦 群 还 可 推 得 - 些 重要 推论 :Stiefel 流 形 的 稳定 同 
伦 群 平庸 . 下面 我 们 先 来 分 析 此 问题 . 

Stiefel 流 形 VW 是.” 中 大 标 架 集合 ,其 传递 群 为 .* 中 的 转动 群 SO(CN ) , 确 
定点 标 架 和 将。 中 庆 维 子 空间 疾 定 , 调 存 其 上 交 补 空间 还 可 任意 转动 , 故 在 SO(N ) 
SCY 4), 玫 开 人 空间 Vv 可 表 水 为 


Vs > SO(N)/SOCN -££) O(N)AO(CN 有 (9.44a) 

藉 似 可 得 复 Sticfal 流 形 全、 与 四 元 数 Stiefel 流 形 灵 、 的 陪 集 表达 式 
Vi UNIAICN . k) (9.44b) 
Vi SPON)ASP(N - &) {9.44c) 


市 于 口 群 ,b 群 与 闪 群 都 存在 稳定 同 伦 群 , 故 上 述 备 Stiefel 流 形 的 稳定 同 伦 群 平 
庸 , 节 它们 的 低 阶 同 伦 群 为 零 ,如 下 式 所 示 : 
nt(Vis)=0 (i<N--k) (9.45a) 


274 ， 第 九 章 “Morse 理论 CW 复 撒 与 拓扑 阐 码 分 析 


xr{tV = 0 (一 (9.45b) 
rr {AN )) {0.45e) 
这 些 结果 是 以 后 分 析 纤 维 从 结构 时 引信 分 类 弃 间 的 基础 . 
下 面 分 析 Bott 关于 LU 群 同 伦 群 的 周期 件 定理 ， 
UN) 导 NxN | 的 光 潜 子 流 形 , 其 切 从 与 Nx N 和 余 丘 米 算 阵 誉 休 同 
构 . 册 李 代 数 “= wl) 的 Killing 型 可 得 什 阵 ,YE 4 的 对 称 获 曼 内 积 ; 
(X YY) R(XY = DX,Y, (9.46) 
这 个 内 积 在 U(N} 上 确定 了 一 个 UCN) 不 变 歼 营 度 项 ,指数 映射 Ext 
Fxp: “=U(N) 
半 er 
将 了 中 原点 已 的 分 域 微分 同 凸 地 上 肌 成 UGCN} 的 恒 等 元 [的 邻 域 ,于 是 对 每 个 斜 此 
米 阵 和 ,对 应 英 系 ， 
1 -Xi 
定 闵 。”U{N) 的 一 个 单 参 数 子 群 ,一 个 通过 原点 的 测 有 地 线 . 
出 矩阵 理论 知 存在 各 止 定 阵 BEUCN I 将 X 和 “对 前 化 为 


| | 
BXB-1 — 和 . a.E€ (9.47) 
| ja | 
对 久 止 矩阵 4E& LCN) 可 对 角 和 化 为 
i 
BA4D 1 =- ~ |\， aE€ 
er 
易 证 
detlexpX) = exp{ttrX) (9.48) 


当 竖 求 AESU(CN) ,要求 derA = >trX = 人 0. 

下 面 详 用 Morse 理论 来 分 析 SU(2w) 和 群 流 形 ,上 与 上 节 针 球面 S" 的 分 析 类 似 ， 
找 SU(2m ) 群 流 形 上 两 特殊 点 工 与 - 工 间 所 有 测 地 线 集合 . 即 找 XE 5 通过 原点 
测 地 线 ,expftX) ,要 求 在 1:=| 时 exp 和 三 一 了 

首先 找 抹 阵 BE UCN) 使 XxX 对 前 化 如 (9.47) 式 要 求 exp 尺 二 -了 则 去 求 所 有 


a 二 上 Xx 
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上 ,为 奇 整数 .从 了 到 一 了 测 地 线 长 度 / 屋 


= ; 
2 = (NX,X)= x ~ 


要 求 为 极 小 测 地 线条 件 是 = 上 1. 对 SU{2mm) 流 形 , trX = 0 要 求 N - 仆 , 即 要 
l 


求 祥 上 共 轮 于 
i 


入 二 区 


即 X 为 CC 中 普 维 面 组 成 的 Grassmann 流 形 
CU x UTC 
用 吕 =PISUC2A 1) 表示 SU(2m) 流 形 上 道路 空间 ,用 8 表示 SU(2m} 上 从 了 
判 -了 的 极 小 测 地 线 集合 形成 流 形 .以 上 分 析 表 明 此 流 形 同 伦 等 从 于 (3 ,,, 流 形 ， 
出 
0 ~ 0G,, {9.40) 
可 以 证 明 SUt2mw) 上 从 了 到 的 每-- 非 极 小 浏 地 线 的 指数 必 这 44 =272 +2,( 见 
Dubrovin 等 “Moderm Geomertry 由 引 理 25.4). 
由 19.38) 式 知 当 ;ia 时 ,98 与 有 问 伦 ,网 
mr = x, (NY), i A 2m +2 
借 由 9.28) 知 忆 者 艾 同 构 了 jx, (SU{27m4)), 于 是 得 结论 
Ta) = {IU )), i pi DO. 50) 
男方 面 注意 到 Grassmann 流 形 G5 ,为 U(m) 纤 维基 的 分 类 空间 ,其 2 六 疼 笑 覆 
次 空间 方 Stiefel 流 形 
LU pp), XV 9.45b) 
放 由 纤维 从 系 如 
UC} Vs C2 


划 
和 Cr = Rn)}, 7 2 9,51) 
并 由 纤维 从 SU(mw)->U(m) 一 S! 的 同 伦 正 合 系列 知 
x, (SUtm)}}= x,(U(p)) 当 7 > 1 (9.52) 
结合 以 上 各 式 可 证 当 1<i<2m 


Ep Ls0) {52) 
Tm a, imn) x (2m ) (9.53} 
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进一步 由 19.43b7 .两 边 郁 上 果 表 示 为 
x JU = 克 LU (9.53a) 
此 由 
定理 (Bott) U 群 的 稳定 同 伦 群 x, U 具有 周期 2. 
为 了 其 体 计算 这 些 同 伦 群 ,注意 到 U{1) 二 5S 
TUl) roU = 1 
riU(I) = xl = 
即 得 表 7.2 所 水 结果 ， 
zuU=0, xaU=Z (9.54) 
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正 亦 群 O(n ) 二 由 所 有 满足 A4: = 了 的 5 > 实 矩 押 有 A 组成: 
On)y= AE fn A = 1 
而 
ln = AE (Cn) | AAA = A 
O(n) 和 群居 (x) 群 的 子 群 ,继承 了 U(n) 群 的 左右 不 变 Riemann 度 规 . 
当 1 二 2 为 个 数 时 ,O(n ) 的 定义 表示 所 作用 空间 “ 具有 复 结构 
Jj; “— ", J =- 
为 :" 的 自 同 构 变换 ,EO(n). 
”上 复 结 构 集 合 记 为 Qi (7) ,Ofx) 群 是 室 间 Cn) 的 传递 群 , 令 Li(n/2) 是 
Ol) 中 与 交换 的 所 有 正 交 寞 换 组 成 子 群 ,于 醛 空 间 各 {51) 与 南 襟 间 O{n)7 
UC 这 ) 同 构 


Nn O(n A 2), 用 一 21 有 区 {9.55) 

当 =41 为 4 的 整数 倍 ， ”可 能 具有 四 元 数 结构 , 即 具 有 两 个 相 T 反 交换 的 复 结 
构 万 与 天 ”上 这 种 四 元 数 结构 集合 组 成 空间 记 为 0, (1). 

(1) 二 “021(n) 也 可 看 作 复 向 级 袖 间 全 上 四 元 数 结构 集合 ,1 (n/2) 

在 其 上 作用 传递 . 对 于 固定 的 六 ,SDH4) 是 ULnrP) 中 与 琅 交换 的 所 有 入 下 变换 

组 成 的 子 群 ,于 是 

Qn Unt2)/SP( nt), n=4 EE, (9.56) 

下 面 鼻 定 ”可 被 2* 整除 , 命 1 ,…,J 1 为 “上 彼此 友 交换 的 复 结构 .让 “还 

种 能 存在 男 -- 复 结构 了 与 所 有 i111 ' 反 交换 . 命 (rn) 为 ”上 与 固定 1J ,1 ! 反 
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交换 的 所 有 复 结 构 的 集合 所 组 成 空间 ,也 邮 % ”上 上 上 其 有 Clifford 代数 0 模 结 构 ， 
这 种 结构 集合 所 组 成 空间 , 称 (2), 它 是 和 2) 的 子 空 间 . 即 有 

nC CC Nn O(n) (9.57) 
它们 者 是 紧 致 集 台 On) 的 紧 化 财 子 集 . 类 似 于 附录 K 对 各 阶 实 Clifford 代数 结构 
分 析 ,直面 先 着 重 分 析 人 2; (1) ,存在 
定理 9.6 中 (nan 一 SpA8)， 二 BA， 不 万 2， 
证 令 刀 ,joyJ; 为 <:” 上 彼此 反 人 交换 的 复 结构 , 且 仍 存 存 另 一 复 结构 与 iJ,1i 均 
反对 易 . 璃 分析] 的 集合 所 组 成 襟 间 . 

邻 a=J jj EQO(xn)， 满足 条 件 


2 


a 二 1] 
故 其 本 秆 值 为 圭 1. 利 内 a 可 将 1…” 分 介 为 a 本 征 值 为 + 1 的 子 空间 
2 = VY, dimV, = dmy = nf2 


由 于 
a,j1] = 0, [Le ,7 = 
上 Vi 和 V; 在 了 ,J; 作用 下 不 室 . 下 面 引入 p=]， 
[8,11= [8 =0 
而 有 与 反 诡 换 : 
aB + Ba =0, Bp a; VV, 
且 及 = 一 上 禾 有 是 保持 :后 四 元 数 结构 的 映射 .组 成 辛 群 SP{ nf8,) = SP( nj8, 生 ) 
站 UGn14). 由 以 上 分 析 可 得 结论 
Qtn) SP(nl8), n= BREkEL., (9.58) 
类 似 还 可 让 明 下 述 同 构 关 系 : 国 
定理 9.7 当 为 整数 的 8 信 , 存 在 下 列 同 构 美 系 ，; 
sr) (SPOnIB))} SPEntB}IAIC nl8), n= Bh,kE, (9.59) 
Da 一 有 SP) Unf8) /O(nf8), n= Bk,RE {9.60) 
证 令 iJi 为 : "上 彼此 反 交 换 的 复 结构 ,这 时 仍 可 能 存在 另 一 复 结 /与 所 有 
j,i 均 反 交换 , 现 分 析 的 集合 所 组 成 空间 s(n). 
令 g=J 了 ,B=J4Jad ;它们 相互 交换 ,日 平 方 均 为 1. 它们 有 共同 本 征 向 鞋 
空间 ， 
利用 a 的 本 征 值 +1 将 :" 分 解 
EE = VBPBV, dmV = dmV, = n/2 
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及 可 与 a 变 摘 , 风 保 持 上 分 解 , 而 利用 己 的 本 征 值 二 可 以 将 YY 与 :进步 分 
解 
WV = WOUiW, dinW = dimW’ = x/4 
注 芋 J 呈 与 8 交换 ,而 J; 与 反 父 撞 , 故 
站 有 全 

耐克 在 广 作 用 下 不 变 , 即 万 为 三 的 复 结构 ， 

吕 在 Spbtz 吕 ) 作 用 让 传递 ,而 其 四 保持 W 的 复 结构 的 U(rn18) 子 群 为 特定 
了 群 故 


Qt) = A SP nN 8) ) SP 
(9.59) 得 让 ,类 航 可 以 主 明 (9.60) 式 [ 
附录 开 曾 征明 , 实 Clifford 代数 Ci, 模具 有 周期 8 结构 ,与 它 相 关 , 存 在 下 定 
理 : 
定理 9.8 妆 7 为 整数 的 16 借 , 存 在 同 导 关系 
Qn) = QSP( RnB)) ~ O(ni10) (9.61) 
证 全 河和 为 "上 和 后 此 到 父 换 的 复 结 构 . 这 寺 仍 可 能 存在 另 一 复 结 构 了 与 所 有 
朵 用 均 反 交换 ,项 分 析 了 的 集合 所 组 成 宁国 加 gfm 
令 w= J;, B= ll: 
Y= jje, $= J 
它们 相互 祷 换 ,其 有 共同 的 本 币 向 晤 空间 , 且 它 们 的 平方 等 于 , 本 征 值 为 : 1. 
利用 a 的 本 征 值 =1 可 将 "分解 
me =- dimV, = n/2 
进步 利用 8 的 本 征 值 -1 可 将 W 与 w, 进一步 分 解 
V = WOW, dimW — dimW = ni/4 
再 利用 y 与 3 可 作 进 一 步 分 解 
W= XPBX, dmX = dmX’ = nl8 
X= YDBY, dmY = dimY’ = nx/]6 
令 <= 万 几 它 与 gp 均 相 交换 , 故 其 作用 不 变 VW, 研 , 久 等 子 空 间 . 但 8 与 6 反 
变换 , 故 & 的 作用 使 Y 同 构 地 蝶 为 Y ,属于 正 交 群 O(n116). 这 一 同 构 映 像 也 使 7 
惟 - -确定 .由 此 看 出 8 (nr ) 微 分 同 胚 于 正 交 群 (x116). 
将 以 上 结果 与 附录 K 关 寺 实数 域 上 CA 模 结 构 一 起 询 在 表 9.2 中 . 


$9.5 下 父 群 与 站 群 的 Bx 阐 期 ， 2379 。 


表 9.2 CL 模 与 On]1 齐 性 子 流 形 名 (rn 结构 


£ {ue Mt de | Mn) 表示 空间 结构 
no oo 和 

t ' - | 2 | 1 A | 【六 ? 县 复 结 攀 

2 | ”+4 | | En Splne21 | C3 呈 四 元 数 结构 
3 d+ | 1 | : CRP 1 (= -Ja 

4 【2 1] ! 02) | 8 ,1 Sb ns) (2) 

5 机 | | 全 1 | Spinid)/ Lit ns) ( :4211 有 具 复 结 盎 了。 
和 ‘8 A 8 nd) 121s Js) 上 共 空 辣 构 
7 | tt" | ET 
g CI6) | (16) 1 OfnP161 Tb) 
kn fh MM 2, 周期 为 8 


崇 中 第 | 列 摘 口 附录 I 表 2. 第 2 列 M, 为 具有 大 重 反 交换 复 结构 1 人 的 极 小 空 
癌 , 它 是 5 的 不 可 约 模 ,d = dimM ya 为 (的 不 等 价 不 可 约 表 示 数 ,G (1) 
为 Otn0 章 性 空间 的 各 种 闭 子 流 形 结构 ,其 中 4 可 被 2 的 站 次 香 除 尽 . 表 中 最 后 一 
行 表 明 周 期 为 8 的 结构 (Bort 周期 ). 

下 面 进一步 分 折 正 交 群 的 各 阶 同 伦 样 的 稳定 同 伦 群 ,及 其 周期 性 {Bott 周期 ). 
它 与 生 面 分 析 的 只 有 多 个 反 交 换 复 结构 的 结构 级 成 空间 相关 ,与 实 Clfford 代数 
CY, 模 的 结构 周期 性 密切 相关 . 
定理 9.9 Oo5) 上 从 工 到 - 工 的 极 小 测 地 线 组 成 空间 1 闻 且 于 “上 的 复 结构 空 
间 f(y. 

证 明 (2) 为 nxn 正 交 簿 阵 组 成 群 ,而 其 李 代 数 9 可 以 和 xn 上 反对 称 答 阵 组 

成 空间 等 间 , 任何 通过 Of} 的 恒 等 元 1 的 济 地 线 yY(7)(y(0) = 了) 均 可 惟 -- 写 为 
YF) = exp(l 1tX ), 入 天 日 

令 =2im, 针 及 对 称 , 故 存在 BEOGi) 使 


0 Ql 
四 a] 0 
BXHB ”= a Ea 
| 0 全 
， — 0 1 
; LOS | Sia | 
BB™' = | Sinar cosar EE Of) 


| | 
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驴 求 e* = -1 的 充 昌 条 件 是 

a, = ,A 
,为 奇 整数 ,而 要求 YC20=e 是 上 提 卫 到 一 了 的 极 小 湖 地 线 的 充 妈 条件 是 所有 ,= 
fr ,这 时 


战 为 O(n) 定 义 表 示 空 间 -” 上 上 复 结构 .上 友之 令 汪 为 “空间 任 一 复 结构 ,满足 
让 一 4; 则 必 存 在 沿 针 一 x 的 测 地 线 y(f)=exptirj), 它 是 出 了 到 -了 的 概 小 测 
地 线 ， 
由 此 可 网 ,On 上 从 了 和 到- 工 的 枢 小 测 地 线 组 成 空间 fa 问 有 是 于 “于 所 有 复 
结构 组 成 空间 f(x). 
测 地 线 是 道路 空间 QtM,p,9) 王 能 大 泛 函 取 极 值 的 临界 点 , 棚 小 测 地 线 的 临 
界 指数 为 零 . 可 以 证 明 Of(z) 中 从 了 虐 到 -了 的 任何 首 极 小 测 地 线 的 指数 都 大 上 或 等 
于 40 二 7 一 2. 关 于 此 临界 指数 最 小 值 4 的 计算 ,请 参看 [11]. 将 以 上 结果 代 人 (9. 
38) 式 得 
TA = rROCn) = zyO(n), "7nd {9.62) 
下 面 分 析 O(n ) 齐 性 空间 闭 子 流 形 Qn) 上 的 极 小 测 地 线 空间 (7 (0 (x)) 注意 
{9.57) 式 的 于 流 形 系 诈 
QT CH n) = O(n) [9.37) 
所 有 0,(#) 均 是 O(n) 的 紧 致 闭 子 流 形 , 日 都 是 O(n ) 的 整体 测 地 子 流 形 ( 了 流 纪 
上 的 每 条 测 地 线 都 是 大 流 形 上 漠 地 线 ). 日 存在 下 定理 : 
定理 9,10 所 有 Q(x)(0 各 7 所 者 是 OG) 时 整体 测 地 了 流 形 ,日 当 0 7 二， 
人 2 (中 内 了 到 一 J 的 概 小 测 地 线 组 成 的 空间 02 (8; (72) } 同 胚 于 四 
证 明 熟知 O(c) 中 单位 元 了 附 近 可 取 法 坐标 系 ,使 女 域 任何 -一点 惟一 表示 为 
六 二 expX EE O(n), 六 Eg 
7" 中 复 结构 J 人 ED,(n)CO(n), 企 点 附近 可 取 法 坐标 系 , 使 领域 任何 点 让 表示 
为 


A= jexpX EE Ntn), I+ I=0 190.63) 
这 于 要 求 JexpX 保持 为 :" 的 复 结构 ( 即 保 持 属 于 ,C1 )), 其 充 要 条 件 是 六 与 J 
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反 交 换 ( 因 为 易 检验 ,这 时 A:=J eyJe = -ef Ne= -ee = 4) 
在 2, (nn)F 上 选 定 相 条 反 交 换 复 结构 11, 设 "上 还 存在 复 结 构 1 生 1 41 
交换 , 令 = JJ,X, 角 看 出 针 是 与 J 反 父 换 H 与 1J,11 人 交 卉 的 复 结构 . 生计 
{— (1) = Jexp( mtX) ‘(9.64) 
定 文 了 -条 从 J 到 J 的 测 地 线 , 它 是 O62) 十 极 小 测 地 线 , 帮 也 是 .5x ) 的 极 
小 测 虹 线 . 此 极 小 测 地 线 中 点 


7(3) = X= € Qn) (9.65) 

这 样 组 成 的 从 J 到 一 J oo 测 地 线 集合 组 成 空间 说 C2 Gi, 它 与 有 ,C0) 国 

珠 . 口 
可 以 证 明 ,, (Go) 中 大工 到 -的 韭 概 小 测 地 线 的 指数 必 大 于 或 等 -于 

A, = J -i (9.66) 


其 中 qd, 1 见 表 9.2. 关 于 此 临界 指数 最 小 值 xs 的 计算 ,请 参看 [11] .因此 利用 (38) 
式 可 导出 阶 数 小 于 和, 的 各 阶 同 伦 群 的 回 构 映 射 

(OQ) = AO nD) = ma， -2 (967) 
令 人 2 表示 空间 QQ.( 1) 当 #- “oo 时 的 直接 极限 ,Qo 二 0 为 无 穷 下 交 寿 .QQ0， 


都 具有 CW 复 形 同 伦 卉 ,注意 到 X=,” -1 随 4 趋 「 无 穷 大 ,表明 


TA TM x 


是 存在 同 伦 等 价 关系 
MO (9.68) 
一 步 注 巧 到 !9.61) 趟 即 赤 9 所 再 变 媳 特定 同 伦 群 并 竹下 秆 理 : 
定理 (FBatt) 励 限 正 冬 群 0 利 它 自身 的 第 扒 个 闭路 空间 有 同样 的 伦 卉 ,上 败 


TO AGO [9.69) 

由 (9.58) 式 ,用 Sp 表示 4 为 无 限 辛 群 , 由 上 还 论证 州 
TO = a SP nSP ~ x.() (9.70) 
因此 省 得 表 9.1 所 示 结 果 ,注意 SP(1) 二 5S', 号 连 通 , 单 连通 , 单 他 群 , 共 0.,1.2.3 


阶 辐 伦 群 分 别 为 ;DO,O,O，. 而 OQ(3) 群 有 两 连通 片 , 为 双 连 通 , 单 本 群 ,其 0,1,2,3 
阶 同 伦 群 为 ,; .5 ;DO,. .对 高 秩 人 〇 群 及 辛 和 群 , 委 易 检验 表 人 .1 的 结果 . 


$9.6 拓扑 障 但 与 示 性 类 Stiefcl-Whitney 类 


偶 维 球 惫 S$S* 上 不 存在 处 处 非 堆 向 基 场 ,这 是 由 于 偶 维 球 的 欧 拉 示 性 数 
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X(tS*)=2 关 0 

流 形 上 是 否 存 在 处 处 韭 零 的 向 量 场 , 旦 由 流 形 整体 拓扑 性 质 决 定 的 , 流 形 MI 上 处 
处 非 零 向 量 场 的 存在 ,存在 有 整体 扣 扑 障碍 ,了 欧 拉 数 x (MD) 就 是 种 上 典 埋 的 拓扑 障 
但 .问题 在 于 太 存 在 其 他 拓扑 障 但 鸣 ”1935 年 Stiefel 与 Whitney 分 析 光 清流 形 切 
从 ,用 示 性 类 t{ 下 间 凋 类 ) 来 表 朋 存在 某 些 线性 独立 和 失 场 的 拓扑 障碍 , 引 人 Stiefel- 
Whitney 示 性 类 .1940 年 陈 省 寺 出 微 分 几 休 方法 ,将 复 矢 从 的 示 性 类 ( 底 流 形 的 上 
同调 类 ;) 州 纤维 从 联络 表达 ,得 到 与 联络 和 度 规 的 选取 无 大 的 所 扑 不 变量 . 这 些 我 
们 将 在 本 书 第 二 部 分 认真 分 析 , 这 里 我 们 仅 善 重 分 析 连 续 帅 射 的 扩张 问题 (exten- 
sion of rmaps) 其 匠 扑 障碍 (obstructions) , 冀 流 形 苇 从 的 示 性 类 等 丫 题 , 对流 形 切 和 
的 Sticfel-wWhitev 类 和 作 初步 介绍 . 

没 M 为 n 维 黎 曼 流 形 ,在 每 点 切 空间 可 选 止 交 标 哥 ;e, (zx) ,7 ,所 有 正 交 标 哥 
集合 的 并 组 成 标 名 从 LtMY). 如 在 流 形 虹 上 得点 选 定 一 正 交 杯 潜 1e (x)17 ,其 他 
正 从 标 架 1e (zh 与 原 选 定 标 架 老 止 安 变换 O(N) 

ee {(B'{r)) EE O(N) 


因此 称 标 架 从 L(A) 为 以 OXCNI 群 为 绎 维 的 主 丰 ,可 天 未 为 


etre 


一 
| v 


标 架 从 工 (AZ) 的 截面 为 下 变 标 架 场 ie (x 17 ,如 上 面 所 示 . 

标 架 从 工 (AM ) 局 域 同 构 于 直 积 流 形 OUN)x MLCM) 的 局 域 载 耐 疙 是 存在 
的 ,但 一 般 不 存在 整体 非 堆 截面 . 如 标 架 从 LA 存在 非 零 整体 截面 , 即 M 上 在 
在 个 处 处 非 零 同 基 场 , 则 称 M 为 可 平行 化 流 撒 . 

为 判断 流 形 M 上 是 否 存 在 & 委 ”个 处 处 非 零 的 相互 正 交 的 向 量 场 ,本 分 析 由 
上 个 相互 于 人 交 团 场 组 成 的 标 架 从 L(E,) ,其 纤维 为 Stiefel 流 形 V 

PP 全 SORTASOIT 一 站) 二 人 DA 一 页 ) {19.71) 

即 在 M 每 点 国定 一 个 让 标 架 FE; = je, (zx)1t ,其 他 上 标 保 可 由 所 作 On) 引 交 转 
动 得 刘 ,而 其 中 在 上 标 氛 刁 的 正 交 补 空间 转动 不 变 EE, ,组 成 特定 了 样 OU 大 )， 
即 VWi ,为 (9.71) 所 未 齐 性 空间 , 面 标 架 从 LL(E,) ,其 纤维 为 Stiefel 流 形 人 ,可 
表示 为 


V， 一- LE,) -TM {9.72) 
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人 ， 尾 彰 性 空间 ,如 (9.3 生 式 所 示 ,其 低 阶 同 伦 群 平 良 , 如 (9.4S$a) 所 示 : 
TW = 人 i 人 一直 
问题 在 于 其 第 一 -个 非 半 良 的 同 伦 群 x _,( Vi =? 例如 
mail VW, l = 
分 析 WW.) 三 SO(n+1) /SO(n - 人 的 纤维 只 结构 
SV, (9.73) 
四 皇 维 共同 伦 群 正 合 序列 (7.4 昌 得 
74] 
将 ;= 并 代 大 下 式 得 


J rs , > 
二 TT :Vs 一 一 他 


委 工 为 满 射 ,而 
me Va nS on,(S") 
印 需 认真 分 析 同 伦 序 列 49.74) 式 的 过 缘 问 人 态 3 辆 射 ,可 以 证 明 下 结论 ; 
定理 9.13 
| 2， 当 为 偶 
A 1 V3 a1) 2 {9.75) 
、， 当 为 村 
证 岂 当 ?为 个 ,X%fS)=2, 球 面 宁 工 役 有 处 处 非 零 切 饭 . 选 有 -一 个 麻 点 pE SS 
的 切 声 二 切 场 在 奇 点 疡 的 指数 为 2;Indfe)=2， 
分 析 由 n 维 盘 D" 到 S” 的 连续 映射 a 及 其 提升 8, 如 图 9.3(a} 上 所 


rr 


a) ib1 


SP 而 网 9.3(b) 是 师 射 器 的 示意 周 
及: 也 一 Vy 
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人 
其 中 r 为 终点 为 p 的 单位 矢量 ,& 为 所 给 S”1: 切 场 .而 映射 a: 
a: DS” 
I -> 
即 @ 为 x,(S” 中 生成 元 的 代表 元 ,为 1 阶 连续 映射 .而 zB=a, 府 将 a 限 在 217 
即 
Ja = a lor SY » Vl 
其 指数 惟 为 团 场 & 的 指数 ; 
ddae) = Jnd(£) — 2 
即 
zi 人 省 为 偶 . 
加 站 为 脱 ,x(S 一 ,而 (tS" 7)=2, 这 时 ,如 a€ x(S") 的 非 零 元 , 则 a 的 提 
升 有 拓扑 际 碍 , 仅 对 a 与 xz,(S") 中 零 志 同 伦 二 可 提升 , 战 
Ti 为 口 ] 
类 似 递 推 可 证 
| ， 泊 一 点 为 偶 
Tp (Vi) = Wy. 、 (9.76) 
, 于 一 上 为 奇 ,或 上 = 1 
以 上 结果 表 则 Stiefel 流 形 的 低 阶 和 之 了 率 ) 同 伦 群 平 座 ,而 其 (ww-k+ 1) 
阶 问 纶 群 如 上 式 . 
上 面 问 刘 本 节 最 初 提 出 问题 : 何 时 底 流 形 Mi 上 存在 有 & 个 相 绅 正 交 的 处 处 非 
地 的 问 量 场 ? 苑 何 时 二 标 扶 从 LIPE 109. 72) 式 } 具 有 整体 截面 .首先 分 析 从 
LE 到 底 流 形 MM 的 投身 
xn: LiF,)— Ml 
分 析 从 底 流 形 M 逢 丛 工 (天 ) 上 上 截面 映射 存在 的 拓扑 障 但 . 设 底 流 形 W 为 单 连 
通 , 即 
TrifAfy = 站 
首先 对 底 流 形 W 作 推广 的 一 角 前 分 , 邹 分 析 底 流 形 M 的 各 维 原 胞 结构 .分 析 其 
CW 复 形 结构 .CW 复 形 所 有 维 数 夫 ， 的 诛 胞 集合 , 称 为 CW 复 形 的 骨架 (skcle- 
ton) ; 忆 为 KK. 设 在 一 1) 骨 架 KK CM 上 上 存在 牙 向 映射 
zc:KI II rr LF,), T° p= idy (9. 77) 
分 析 此 裁 面 映射 p 进一步 扩张 为 底 流 形 M 上 截 向 的 拓 朱 障碍. 


和 9 日 “本 扑 障 但 与 示 性 类 Siicfel、 WPitney 类 .385 ， 


令 叫 工 攻 为 风 上 任意 ) 原 胞 ,在 此 刘 胞 的 内 部 半 邻 域内 , 结 维 从 局 战 平庸 ， 
存在 问 腺 映射 
Tfo -oxF 
在 元 胞 边缘 ?go ( - 3 “EK .出 19.77) 直 刊 存 在 载 而 映射 
p: oo dg xF {9.78) 
下 面 设 x，,{ 玉 ) 非 零 , 即 存在 将 上 述 截 面 扩 张 的 拓扑 障 每 .进一步 将 上 上 遇 射 下 用 找 
时 吕 , 投 介 纤维 严 芋 
Ps: oar xF > 下 (9.79) 
旭 利 用 PP*g 可 对 底 流 形 上 任意 ) 起 胞 a 定义 连续 映射 
east Er (FF) 
对 任 营 了 了 原 胞 zf CM ,a 可 如 上 定义 .a, 是 定 文 站 了 链 o 上 而 取 值 在 x,. (FF) 上 
的 上 链 . 
了 和 了 链 ， a 筷 /上 链 
在 各 和 阶 链 群 同 存 在 同 态 映 射 : 边 缘 算 子 7. 而 存 其 对 俏 的 各 和 阶 上 链 群 闻 开 在 与 ?对 偶 
的 上 这 缘 算 子 , 记 为 人 可 以 证 明 ,019.79) 定 六 的 上 上 链 a ,实质 王 为 上 闭 链 (ecocy- 
cle) , 即 可 以 证 明 对 任意 的 人 7 + 1) 链 go"''， 
dato ) = a, ldo)— 1 (9.80) 
证 上 式 第 -- 等 式 是 8 为 ?的 对 侦 同 态 的 定义 .关于 第 等 式 , 注 意 旬 {9,80}a, 的 
定义 ,是 通过 载 而 gq(9.78) 再 找 射 到 纤维 下 的 映 时 (9.79). 而 现在 a, 对 i 链 0r 
的 作用 ,次 定 于 (om ) 到 纤维 下 的 投射 ,显然 它 属于 zt，1( 玉 的 堆 捷 , 睹 Ba, = 
Ba 财 链 ,是 上 所 链 . i 
… 非 可 以 证 明 , 如 as = 88, 则 对 KI! 上 截 识 gq 可 连续 改变 ,市 不 改变 在 
K’ 的 多 时 使 时 直到 9 使 a, =0. 邮 相互 差 58 的 二 闭 链 a sa', 间 , 截 
而 映射 ? 机 开 同 伦 ,这 时 可 称 ga, 与 e 。 为 由己 同 凋 , 即 截面 扩张 的 拓扑 障碍 由 1 
间 调 群 记 (M ,rm if 人 无 素 标 志 
co 有 (Mr (FF)) (9.81) 
例 9.6 流 形 定向 问题 ,n 维 黎 曼 流 形 上 正 交 怀 架 从 
(PLM 一 MI 
存在 ? 维 定向 止 交 标 架 的 抑 扑 障碍 在 于 : 
I CM, a O(n) 一 TOM， 2) 
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称 为 第 一 Stiefel-Whitney 类 记 为 
Wi{M) E HIM,..,) 
流 形 M 的 第 -- Suefel-Whitney 类 WW (MM) 一 0 为 流 形 财 整体 十 定向 的 必 充 条 件 . 
例 9.7 流 形 是 否 丰 在 整体 自 旋 结构 问题 . 
设 M 为 维 获 总 定 问 流 形 .可 选 5 维 定 同 标 名 组 成 流 形 的 标 扶 从 [Lt{ 和 1), 是 
SO(n) 主 从 


SO 一 了 (AT AT 
nn) 群 非 单 连通 ,x (SO(n))=;. SO(n) 的 普 适 覆盖 群 为 Spin(n), 是 SOfn) 
的 并 重 覆 羡 ,有 和 群 同 态 焉 合 序 到 


(i. Spin 有 一 Sn) -| (9. 82) 
SO 主 欠 可 提升 为 Spin(n) 主 外 的 拓扑 障碍 为 
Hi{M, Am(SO())) = HtM, ,) {9.83) 


称 为 第 一 Stiefol-Whitney 类 W,€ Hi:(M，,. 2 ). 

流 形 M 的 第 .Stiefel-Whirmney 类 W, 一 0 是 流 形 M 为 自 旋 流 形 的 必 侈 条 件 . 
例 9.8 复 mm 维 流 形 M 上 常 可 选 么 正 标 和 娟 ,组 成 标 架 从 上 (MM), 必 结构 群 为 
Um) 的 主刀 .其 结构 群 可 进一步 约 化 为 SUEoD) 的 拓扑 障 告 为 

Hi(M, a (Um))) = HI(M, ) 


CE HI(M,.) (9.84) 
CC 一 人 为 流 形 M 上 存在 整体 SU 51) 结构 的 必 倪 亲人 性 . 
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紧 致 流 形 M 常 尖 被 若 十 开 集 因 羔 
M = UL 
当 开 集 1U, | 的 所 有 非 空 的 有 限 交 区 区 L5 门 … 站 U, 拓扑 平 朝 , 则 称 此 开 柳 蓄 8 
= ji | 为 好 获 羔 (good cover) .例如 3 可 被 两 个 开 集 覆盖 
SS = UL 

Uo( Di 是 上 (下 ) 多 半球 面 , 交 秋 区 Li 门 UU 拓扑 非 平庸 ,故此 覆盖 不 是 好 逢 芒 . 
可 如 下 图 将 下 半球 面 分 为 二 个 开 集 ,与 上 半球 面 Us 一 起 ,可 得 S* 的 由 四 个 吓 集 
组 成 的 好 对 盖 , 如 图 9.4 所 示 : 

一 般 为 得 到 S (42 关 1) 的 好 覆盖 , 寺 集 数 必 须 六 2 +2, 这 是 因为 :”…! 中 单位 于 
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面 S$" 是 同 肝 于 (Ca+1) 单 形 , 它 具有 (7 + Ls 
2) 个 顶点 
什 意 光滑 流 形 均 允 许 有 好 逢 盖 . 光滑 人 
流 形 售 个 开 材 瘟 均 允许 有 可 数 的 ,局 域 有 有 
限 的 如 细 使 斤 盖 成 为 好 莉 盖 . I 站 
流 形 的 拓扑 决定 了 必 可 能 的 二 角 前 中 


分 .请 形 的 好 覆盖 可 用 来 定义 流 形 M 的 二 
角 放 分 , 即 在 每 个 开 集 UU 可 选 一 点 a, 这 
样 所 得 点 的 集合 ia, 1ey 可 选 为 一 角 剖 分 的 原点 .如 已 门 Do 非 空 , 则 可 将 点 a 与 
点 8 注 接 得 一 边 , 为 1] 单 形 , 记 为 La 如 本 门 坊 丰 已 非 空 , 则 它 相 当 于 - -个 2 单 
形 , 下 为 Cr: 可 重复 此 过 程 , 使 所 有 开 集 的 有 限 交 要 区 都 对 应 于 有 限 维 单 形 .这 
样 由 流 形 的 于 敌 盖 及 其 非 帘 交 翘 区 所 组 成 单 形 , 称 为 覆盖 的 神经 (Nerve) , 记 为 
下 内 .于 窗 闵 的 神经 ,4 甩 为 一 复 形 ,其 不 点 ia ,的 子 集合 ,如 

Us = NU NN A 
则 定义 了 复 拱 世 妇 的 :个 到 维 了 复 形 , 称 为 Ceeh 链 复 形 、 履 六 的 指标 集 1 为 可 
数 有 序 集 ,使 各 Cech 链 复 形 都 是 定向 链 复 形 , 可 定义 作用 于 链 复 形 的 边缘 算 子 .3， 
代表 和 忽 栈 第 ;i 开 集 ,例如 

on: DC) 


1 5 


外 9.4 2 维 球面 S 的 好 管道 


复 形 《 切 与 其 子 复 形 集合 间 可 如 上 定义 有 边缘 算 子 ,3 = 》'( 一 1)'0 这 样 得 到 
?i 

的 链 复 形 .GC,91 可 定义 Cech 回调 群 H.(N ,2). 

类 似 我 们 可 讨论 链 群 对 偶 : 上 链 群 ,及 对 偶 问 态 ; 上 边缘 同 态 5.Cech 上 同调 
群 ” 例 旭 , 讨 论 定 义 在 Cech 二 链 工 的 7 形式， 

ww ACU, 。 ) = CA!) 

称 为 点 上 链 . 例 如 

0 上 链 w, EA(U) 
] 上 链 cw 避 A Ur NL) Cin 二 一 we ) 
上 上 链 ou ,和 ) to ,二 
可 由 交 桂 莽 算 子 定 义 上 廊 缘 算 子 人， 

( Ocw } ， 二 V1) ， 


50 和 < 一 1 


这 里 a, 代表 将 w 息 略 . 易 和 证 8.3=0, 央 而 得 Cech 上 间 调 


”288 。 第 儿童 ”Worse 理论 CW 复 撒 与 折 扑 障 和 查分 析 


F(t AY = Kerd, /md, ) 
当 分 析 流 撒 及 其 切 从 结构 ,可 在 各 于 集 已 选 局 部 举 栋 系 二 一 人 ze) ,草场 场 
X 发 全 切 场 w 可 表 作 为 
X= 9,, ww wr dr 
件 流 形 各 开 集 的 交 和 区 LU,,-- UU, 站 存在 坐标 变换 . 设 LU 开 集 局 部 坐标 为 
= ) ,坐标 标 架 问 变 换 案 阵 


Se 一 (0 )， der( 33) eal 
使 逆 变 换行 在 .在 各 点 标 架 空 换算 陡 集合 组 成 » 维 向 量 空间 一 般 线 性 变换 群 ( 席 
(a , 它 古 流 形 标 架 从 的 结构 群 , 简 记 为 ,而 可 将 流 撒 标 架 从 上 ( 玉 ) 的 纤维 从 
结构 i 记 为 


全 一 一 上 一 一 19.8S) 


注 辣 转换 矩阵 gs (i) 定 义 了 :个 取 值 结构 群 G6 的 Cech 1 上 链 : 

goa | Ur {9.86) 

好 gi 为 定义 刁 Cech 1 单 形 上 的 避 值 函数 ,为 Cechj 上 链 , 即 gsEC tu,0), 进 

- 步 主意 到 在 二 于 集 的 交 香 区 ,上 要 求 1g,, 满足 1 土 闭 链 条 件 (9.86) 

om 有 和 二 {9.87) 

即 gw 为 Cech 1 上 闭 链 ,如 对 流 形 M 的 于 覆盖 4 = 1 | .存在 两 ] 上 上 闭 链 1 | 与 
15 全 二 者 相互 等 价 的 必 充 条 件 是 ,对 每 个 开 集 以 存在 连续 映 旨 

8 gE (Cu,0) 


使 得 
Bag 8 * Ha fa 
即 存在 Cech 0 上 链 = jg ij 使 两 1 1. 闭 链 相 万 同调 ，- 者 仅 差 上 边缘 , 帮 届 于 
厅 (atC) 的 间 -网 凌 类 ,ge EH (uCG). 
当 x* 是 开 蓝 靖 x 的 朋 组 (rofinement) ,好 短 羔 的 加 细 必 为 好 覆 羡 ， 则 利用 和 窗 

盖 中 各 于 集 的 限制 呐 射 

r: 0 
可 利用 两 次 其 细 而 得 由 接 极限 

lm CC) 一 人) 
它 代表 了 流 形 M 上 证 G 从 的 1 阶 Cech 上 同调 闭 链 集合 . 当世 为 Abel 群 时 , 它 起 
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流 形 M 的 1 阶 Cech 上 同调 群 ,而 当 G 是 非 Abel 群 , 则 Hi(CM ,GG) 不 是 群 , 仅 为 
;机 .Cech 上 同 凋 是 取 值 在 结构 群 G 于 的 层 上 同调 (sheaf cohomology) 的 特殊 情 
它 标志 流 撒 MM 上 主 G 从 等 价 类 的 特征 . 
上 述 Cech 上 同调 分 析 表 明 ,纤维 从 在 交 堆 区 转换 函数 gy 为 Cech | 上 同调 类 
上 并 素 
ga E H'(M ,0O) (9.88) 


Cech -同调 是 分 析 纤 维 从 结构 群 的 有 效 [. 具 . 
如 存在 群 辐 同 态 止 合 短 施 列 


I>H--rG— rk >»]l (9.89) 
则 由 Ceeh 上 同调 论 知 对 紧 敏 流 形 M ,存在 长 正人 台 序 列 


HOCM HH) 一 一 HI OO > HAMK) > 


-HIMH)—> HM,G) rH'(M,K) (9.90) 
及 CM, 们 ) 为 0 上 闭 链 同调 类 集合 ,与 M 到 的 连续 肌 射 全 等 ,市 与， 可 出 
系数 同 态 明显 得 到 ,但 注意 盟 然 序列 (9. 89) 中 为 满 辐 态 ,但 是 (9.90) 中 诱导 同 坊 
72: 非 满 射 ， 
注意 长 正 合 序列 (9.90) 第 2 列 各 项 电 MM,( 习 ) 具 有 自然 的 所 模 结 构 , 介 趟 一 
定 由 有 群 结构 , 仪 当 避 是 Abel 群 ,H'(M,(;) 才 具 存 群 结构 ,成 为 第 1 阶 Cech 下 
同调 群 .在 序列 (9.90) 中 ,HiCM ,KK} 需 四 H'(M,() 被 '(M ,HH} 布 除 作用 得 
到 . 当 折 为 Abcl 群 ,HI(M, 玉 ) 具 有 样 结构 , 正 合 序 列 (9.90) 可 进一步 延伸 ,用 于 
边缘 同 态 3 运算 可 得 到 第 2 阶 Cech 上 同调 群 HC MI.H). 即 有 同 态 于 合 序列 


HMA HMO > HEMAA- HM » 
(0. 90a) 
下 面 先 分 析 流 形 M 的 定向 问题 ,分 析 何 时 M4 的 标 贺 从 可 由 六 Ofwn) 从 (纤维 为 
OO) 的 从 ) 进 -- 步 约 化 为 主 SO(n) 从 .注意 存在 群 同 念 正 合 系列 :; 
1 一 SO 一 > On 一 ~ 1 (9.91) 
逃 导 映射 为 
Wi: HUMOR HICM, a (O(n))) = HTM,Z,) (9.92) 
怡 为 第 一 Stiefcl-Whitney 类 .一 般 非 堆 , 当 
WMD) = FOOD = FM ZN 一 全 


第 九 益 Morse 理论 LW 复 形 与 拓扑 谭 凤 分 居 


则 
SO OOC 
为 满 映 射 , 凤 流 形 M 上 必 司 选 定 辐 正 交 标 架 . 流 形 M 为 可 定向 流 形 . 印 党 Stef 
el-Whitney 类 三， =0 为 流 形 十 定 疝 的 必 侈 条 件 . 
F 面 分 析 流 形 M 上 存在 自 旋 结 构 的 条 件 . 设 流 形 M 为 可 定向 黎 曼 度 形 ,其 
标 集 从 可 约 化 为 纤维 为 SO ) 群 的 主 从 . SOG) 群 括 单 连通 ,x (SO(w))=2;. 存 
在 其 普 送 争 羡 群 : 自 族 群 Sinft ay ,xftspinfp))=0, 存 在 群 同 态 正 侣 厅 列 ， 
| 一 Z, 一 Spin(#) 一 SO(n) 一 1] (90.93) 
与 (9.89) 式 后 的 分 析 相 同 ,存在 Cech 上 同调 由 合 长 序列 ,日 这 时 因为 Z. 为 Abel 
群 ,序列 (9.90) 可 进 - - 步 延长 .得 
HM,Z) > HAM, Spn( na) Tr HOM,SO0)) - » HAM.ZL) > 
[9.94) 


诱导 的 .|L 边 毕 映 射 惟 为 
WesHI MASOOD) x HOM A SO0D))) = HICM, Z.) (0.95) 
为 第 一 Stiefel-Whitney 类 ， :能 非 索 ,而 其 为 专 的 必 爷 和 某 件 为 攻 er= Iny . ,好 米 晶 
结构 群 为 Spin( 的 主 共 . 仅 当 下 CMSO05)) - W, -0. 
7 NM, Spin( an)) HOM, SO(n)) 
为 满 上 映射 ,NM 上 的 人 Nn) 主 标 架 挫 避 可 提升 为 Spintn) 主 从 , 即 底 流 撒 M4 为 自 族 
流 形 , 存 在 整体 Spinf 7 主 从 . 
复 六 维 流 天 身上 上 必 避 选 各 下 标 扣 ,使 标 架 从 天 其 件 基 结构 群 让 为 Lit)， 
ED 不 是 平 单 李 群 ， 
LU 一 LU x SET 
流 形 上 切 从 结构 样 是 否 可 约 化 到 单 全 群 SU, 芝 存 在 拓扑 障 娃 ,注意 到 群 问 念 季 列 
0 > -一 1) .0.06) 
其 中 所 有 群 均 为 Abel 群 .于 是 存在 Ceeh 上 同调 寿 止 侣 长 序列 ， 
HICMZ)Y Sx HM, YS HM UD REM, ) » (9.97) 
诱导 的 上 边 绿 映 遇 为 
CO: HOMUUD— HM (UD))} - HI(M .7) 
为 流 虞 M 的 第 Chern 类 , 复 流 形 奶 从 结 攀 群 林 约 化 为 Sm) 的 必 充 条 件 是 第 
一 陈 类 c, = 小， 
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令 上 (M) 为 n 维 光 滑 流 形 M 上 标 架 其 , 即 如 (9.85) 所 示 , 二 和 具 纤维 为 GLIn， 
) 的 纤维 从 
GL(ny) — 工 (M) 一 =-M (9.98) 
LEN) 代表 在 每 点 zx M 的 切 空 间 工 ,M 所 有 线性 标 架 集合 的 并 组 成 的 标 架 从 ， 
也 称 为 以 GL(n 2 为 纤维 的 主 从 (principal bundle}( 其 精确 定 头 见 13 章 ) .也 可 记 
为 POM,GLOr = 工 (MD) 
对 黎 曼 流 形 ,在 每 点 切 空间 可 选 正 交 标 架 , 流 形 上 所 有 下 交 标 架 的 并 ,组 成 歼 
曼 流 形 M 上 正 交 标 架 从 ,可 记 为 
O(n) ~ POM) 一-M {9.99) 
也 可 将 正 变 标 架 从 称 为 以 O(n ) 群 为 纤维 的 主 从 P= PCM ,O(n)). 
对 紧 致 定 阿 黎 曼 流 形 ,可 选 定 回 正 变 标 架 , 形 或 流 形 M 上 以 SO 为 纤维 的 
标 架 从 ( 主 从 ) 


SOf2) 一 - PUM) 一 -AM (9. 100) 
O(n),SO(n) 均 为 GL(n，) 的 李子 群 . 二 从 PP(M,O(20)((9.99) 式 ),P(M,， 
SQLC9 109) 式 ) 均 为 标 扣 时 LO 二 (CM ,GL{r，))(9.98) 式 ) 的 十 子 从 . 
污 流 形 M 上 标 架 藉 LOWM) 可 约 化 为 其 主子 处 PCM,G), 其 中 GCGIL(n,: ) 为 
GL(n ) 的 李子 拜 , 则 称 流 形 M 具有 GG 结构 . 紧 致 流 形 M 的 拓扑 性 质 对 流 形 M 
上 可 能 存在 的 避 结构 (也 称 为 几何 结构 ?有 很 强 的 限制 ,我们 将 在 下 面 各 章 中 逐次 
分 析 ,下 面 将 常 遇 情况 列表 9.3 所 示 . 


家 9.3 
名 称 仁 绍 构 必要 茶 性 
聊 角 流下 | oo | 
Loentlz 诈 撒 | Of 一 有 欧 打数 yw 0 
害 问 流 形 Slin,e,} FM 
定向 黎 曼 流 形 SOK nm》 WL D0.WiEHT( NM,..) 
自 衣 注 形 Spintn) WD0, WE HNM,.,) 
主流 形 Spln, ) n=2 ,TF ( NM, 7 0, HUM, #7 
复 流 开 | lA) Hi {RM 0 
厄 米 谅 开 LT) Hm {Mr 
Rahler 波形 | UC) HREM FE0 ,k= ID 
Calabi-Yau 流 形 | SUCw HACM, EIEN c= er EHIM. ) 
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屏 题 九 


1. 忆 知 -PP 的 元 胞 结构 19.5), 请 利用 Morse 不 等 式 , 找 到 - 书 的 各 阶 Bernli 数 . 

2. 请 利用 同 伦 群 同 态 正 合 序 列 证明 U 群 .0 群 及 主 群 均 存 在 稳定 同 伦 群 ,并 请 给 出 稳定 性 条 
性 .并 请 证 明 (9.45a) 式 . 

3. 请 给 出 F 空间 上 复 结构 集合 组 成 空间 的 陪 集结 构 . 

4. 什么 吗 流 形 M 的 好 覆盖 .请 其 体 给 出 5 ,5? ,5S 的 好 覆盖 . 
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分 析 力 学 (经 上 典 力 学 的 拉 格 斋 日 撒 式 与 哈密 顿 形式 ) 在 经 典 力 学 与 量子 力学 的 
对 应 中 起 关键 作用 , 经 典 力 党 中 描写 上 其 及 个 自由 度 的 点 粒子 ,可 用 个 坐标 
i 417 三]1,… ,nn| 来 标志 体系 作弄 空间 M. 休 系 的 运动 状态 需 由 坐标 及 速度 
来 描述 ,它们 组 成 位 型 空间 M 的 切 从 了 (ND) 的 局 部 坐标 .动力 学 体系 的 拉 柑 遍 日 
重工 = Ltg ,gg ) 是 定义 在 位 型 空间 切 从 上 晴 数 . 

位 型 空间 的 余 切 从 "(M), 即 体系 的 相 空 间 用 局 部 坐标 fg9' ,p,;i=1,…,n | 
来 描述 . p, 为 粒子 的 广义 动 殴 .动力 学 体系 的 只 密 顿 量 厅 = HC(g',p,} 是 定义 在 位 
型 空间 余 切 处 上 郴 数 ,动力 学 体系 的 相 空 间 19 , p; | 为 侦 维 流 形 ,是 其 有 六 结构 的 
辛 沪 拒 . 

为 描写 动力 学 体系 状态 随时 间 的 变化 , 需 用 态 空 间 ( 扩 展 相 空间 ) 描 述 ,具有 
2n +] 个 独立 变量 1g',p,;t| .总 含 时 间 的 哈密 顿 量 玉 = H(g ,六 ,站 是 定义 存 态 
宝 癌 上 消 数 . 态 空间 是 奇 维 流 形 ,是 具有 切 触 结构 的 切 甬 流 堪 , 梨 持 切 触 结构 的 变 
换 称 切 触 变换 . 分 析 力 学 中 保持 运动 方程 正则 形式 的 正则 变换 就 是 切 触 变换 ， 

本 音 将 着 重 分 析 具 有 辛 结构 的 广 流 形 { 辛 儿 何 ) 和 有 具有 切 甬 结构 的 切 触 流 形 
【 切 触 几何 )， 


8 10.1 辛 流 形 (CM，,o ) 


我 们 首先 来 分 析 流 形 .|- 辛 结构 ， 
定义 10.1 光滑 流 形 M 上 微分 2 形式 wE 4:(OM) , 若 满 足以 下 两 条 件 : 
(1) om 是 非 退 化 2 形式 : 当 在 流 形 上 取 局 城 举 标 系 ,2 形式 w 可 表示 为 
em 二 Fw0, (4 idr' A dr 

非 站 化 条 件 可 表示 为 上 式 系数 组 成 矩阵 行列 式 非 堆 

dettw,) 到 用 (10 1 
(2) w 是 闭 形 式 , 即 

dw 二 人 0 {10.2) 
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训 称 o 为 流 形 W 上 入 结构 . 
如 果 微 分 2 形式 ww 仅 满 足 条 件 (1), 则 称 ww 为 近 辛 结构 (almost symplectic 
structure) ， 
如 果 o 人 满足 茶 件 (2) , 则 称 ow 为 耶 半 结构 (Dresympleeric structure】. 
定义 10.2 光滑 流 形 M , 当 有 其 有 蔷 结 构 w, 则 (Mw) 称 广 流 形 . 
下 面 我 们 分 析 具 有 广 结 构 的 辛 流 形 ( MM ,ww} 的 一 些 基 本 性 质 . 
在 壮 该 形 M 上 每 点 的 切 空间 了 ,(M) 是 广 线 性 空间 , 即 其 中 任 师 向 量 XX ,YE€ 
TOM) 辣 可 定义 有 和 用 对 称 肉 积 . 
wlX, YS wR Yo w{Y,X) 
w 的 非 退 化 条 件 要 求 
wl KT) =0, YYET (MX=0 
戎 对 癌 量 X , 当 它 写 T,(M) 中 其 他 所 有 向 量 Y 的 内 积 为 零 , 则 必 有 关 = 人 0. 
斜 对 称 甜 阵 奇 维 必 人 奇异 ,因此 非 退 化 条 件 (1) 表 明 切 空间 必 侦 维 4 =24. 且 
eu" 三 Aw 天 1 C0. la} 
上 式 中 我 们 将 微分 形式 外 乘 用 算 次 简化 表示 ,这 足 因 为 mw 为 2 形式 ,其 外 条 与 普 
通 乘法 相同 . 此 式 表 明 在 流 形 M 上 存在 处 处 非 零 的 2z 形式 , 它 就 是 流 形 W 的 体 
积 扎 . 故 半 流 彤 M 上 必 为 俩 维 定向 流 形 , 但 其 道 不 一 定 真 , 例 旭 四 维 球 $1 是 下 绯 定 
癌 流 形 ,但 S$ 上 不 允许 有 辛 结构 ,这 点 可 由 下面 上 问 油 论 分 析 看 出 . 
当 流 形 M 为 暴 辛 流 形 ,w" 为 伍 止 体积 元 ,是 de Rham 上 问 凋 群 HP" (CMR) 
的 生成 元 ,上 同调 闫 [w" ] 关 0 导 敏 
[wi¥0 [wt]8A0, k= 1,2,,n 
cw | E HCM, ), k= 1,2,,n 
下 HH*(M,.) 均 韭 零 . 故 紧 辛 流 形 M 的 各 阶 偶 贝蒂 数 均 非 零 
ba = ding (M) > 0, & = 1,2,.n 
由 此 性 质 我 们 知道 维 数 关 2 的 球 S*"(n 关 2) 没 有 辛 结构 , 仪 在 与 3 同 胚 的 CP1 上 
可 定义 有 尊 结 构 . 
Darboux 曾经 证 明 如 下 重要 定理 ( 见 V. 1 Amold. Mathematical Method of 
Classical Mechanics. 1978. P230) 
定理 10.f 站 Janboux Theorem) 今 MT 为 2 维 光 滑 流 撒 ,名 为 在 点 zxz 安 针 邹 域 
上 韭 退化 闭 2 形式 , 则 在 点 x 邻 域 可 选 局 域 坐 标 iq' ，… ,gq ,p,… pi ,使 微分 形 
式 w 具有 如 下 标准 形式 : 


二 dp A de = 2dp, 站 dg {10.3) 
i= 


$10.1 主流 形 { MM.) 295 ， 
这 时 间 域 堂 标 : 疡 ,和 , 称 为 Darboux 坐标 ， 

羊 结 迟 w 满 下 的 条 件 (2j3o 为 团 形 式 ,表明 在 广 流 形 CM ow) 上 , 主 结 构 w 可 
积 . 供 持 广 结构 的 向 分 同舟 襟 换 称 为 六 和 白 间 构 . 出 上 述 定 理 可 得 结论 ,其 有 相同 维 
数 的 肝 有 羊 流 形 均 局 域 第 莫 间 构 . 即 在 至 流 形 下 作品 选 后 城 坐 标 使 辛 结构 w 具 标 

E 形 式 (10.2). 
在 结构 w 满足 的 条 和 件 C1) :rw 为 韭 退 化 2 形式 ,由 十 竹 结 网 om 韭 退 化 ,可 在 流 
形 M 的 切 场 节余 骨 场 ACT) 间 建立 对 应 关系, 即 仔 在 映射 六; 
PE) 
川 局 战 坐 标 系 .XX 一 全 0 ， 
-i wd (C0.4) 
因为 器 韭 退化 , 团 场 与 余 切 声 间 对 应 为 1 一 1 的 ,也 可 定义 逆 觅 射 . 

这 蜂 我 们 将 区 对 称 的 部 结构 所 3 -简单 对 比 . 度 规 张 景 常 能 
通过 誉 标 堂 换 在 一 点 化 为 对 胡 此 式 (好生 4.17,g, 二 土 辣 ,而 一 般 不 能 三 该 点 邻 域 
代为 对 前 形 ,除非 曲率 张 量 系数 Ri 全 为 地 .为 判断 于 坐标 系 是 否 存 在 , 需 猎 究 由 
Ks 风 一 阶 守 数 表达 的 易 率 张 甸 ， 仪 当 所 有 R, 均 为 专 , 才 可 能 存在 局 域 下 坐标 使 
8 三 “3 而 午 结 构 是 局 域 可 积 的 ,可 局 域 - 站 同 肥 于 标准 形式 ,可 在 任意 点 的 邻 域 
通过 你 : 六 结 枸 的 坐标 空 措 佬 为 标准 形式 (10.3), 即 可 取 局 城 Darboux 坐标 即 六 六 
何 实 咕 上 是 整体 (globai) 的 , 相 问 维 数 的 六 流 形 局 域 地 百 阿 向 ,如 和 珂 区 别 同 维 辛 流 
撒 的 整体 特征 .整体 六 不 变 直 的 研究 是 一重 要 课题 ， 

对 人 竹 总 光 济 流 形 虐 均 可 定义 获 召 结 均 , 们 是 ,不 是 任意 光 潜流 形 邦 趾 存在 辛 结 
多 . 存 在 六 结构 的 流 形 必须 是 倘 维 定 回 , 对 紧 流 形 还 需 各 偶 阶 贝蒂 数 太 上 上 答 . 例 如 
S {nn 交 1) 均 万 冯 结构 .对 紧 半 单 李 群 操 , 由 第 及 查 知 其 一 阶 同调 寿 平 市 : H? (0. 
玉 ) 一 0, 政 这 种 群 流 瞩 上 均 不 存在 辛 结构 . 

下 面 举 几 种 典型 的 广 流 形 为 例 来 说 昌 辛 流 形 的 一 些 特点 ,并 由 此 是 见 齐 流 形 
的 重要 性 . 
例 10,1 位 型 完 间 六 的 余 团 其 ,MM= 了 (N), 对 于 物理 应 用 来 洲 , 这 是 明 重 要 的 
流 形 ,这 里 N 为 任意 n 维 流 形 ,例如 为 描写 具 x 个 自由 度 的 点 粒子 体系 的 位 型 空 
问 ,在 一 点 馈 城 症 选 局 域 坐标 lg ,i =1,… ,ni 来 描写 . 流 形 N 的 切 从 为 

TN) = UT (NN) 

而 余 切 处 T (CN) = UT?(N), 其 中 TN) 为 了 (N) 的 对 侦 线 件 宰 间 , 厅 
选 对 偶 基 来 表示 . 

余 切 从 "CN}) = M 为 2n 维 流 形 , Mi 上 的 六 结构 可 由 流 撒 入 人 请 
上 决定 ,中 在 22 维 流 形 M= 了 (Ai 上 可 选 局 部 坐标 系 | 户 ,四 =1 7 可 引 
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人 正则 【形式 
= Vpdy EE AM) {10.5) 


此 正则 1 形式 与 位 卉 流 形 上 局 域 华 标 系 的 选取 无 关 . 由 其 外 微分 得 到 光滑 的 2 形 
全 


w= d= Vdp, Ado EAM) 


给 出 余 切 夫 MM= 了 (CN 二 的 痊 结 构 . 注 意 正 则 1 形式 上 能 在 AM 上 惠 体 定 广 , 称 
为 M 的 辛 执 .在 经 暴力 学 中 底 流 形 N 称 为 位 型 空间 ,其 余 转 从 工 "(N)= M 称 为 
哈密 顿 体 系 的 相 宅 间 ,而 余 切 和 拓 12 1 为 与 六 六 坐标 19 对 偶 的 广义 动量 . 

注意 并 非 所 有 辛 流 形 邦 能 由 此 方法 得 到 . 余 切 具 了 (CN) 一般 非 紧 流 形 , 肌 它 
的 于 此 式 w= dy9 为 址 合 形 式 . 而 辛 流 形 仅 要 求 w 为 闭 形 式 ,存在 着 非 正 合 的 六 此 
式 , 基 可 能 存在 着 不 同 种 类 的 辛 流 形 . 
例 10.2 李 群 的 余 伴 随 轨道 ， 

这 段 需要 用 到 较 多 李 群 .地 代数 及 其 表示 知识 ,与 流 形 上 微分 方程 组 有 关 . 通 
过 这 段 分 析 可 看 出 如 何 通过 流 形 的 对 称 变换 组 成 流 彤 的 辛 结构 ,为 下 面 几 千 对 流 
形 的 学 叶 , 约 化 相 空 间 ,动量 映射 等 打下 基础 . 

令 G 为 - 李 群 ,8 是 其 李 代 数 ,9 是 与 线性 空间 0 对 伟 的 线性 空间 ,正如 第 二 
章 的 分 析 , 李 代 数 g 作为 线性 空间 可 与 群 了 上 伍 等 无 处 切 空 间 人 0G) 同 构 , 进一步 
可 将 g 实现 为 群 G 流 形 上 上 左 不 变 间 量 易 代 数 .这 时 8” 村 实 现 为 群 G 流 形 上 左 不 
村 ] 形式 . 

G 对 自己 的 其 胃 作 用 

pr: C(O ghy’', YEAEG 
此 作用 在 及 =e 时 的 线性 化 得 G 对 李 代 数 g 的 作用 ,得 G 的 伴随 表示 
Ad;: CG Aulg), g/g, 
此 作用 诱导 G 在 a 上 对 但 作用 ,得 到 6 的 余 伞 随 表 示 
Ad’: GAul(lg’), gm Ad; 
而 对 应 的 无 穷 小 变换 ,如 相 应 李 代 数 g 的 伴随 表 水 ud 太 余 伴随 表示 
ad: 0-r End(a), X > ad 


而 

udxY = LX,Y], X,YEn 
府 李 代数 & 的 余 伴随 表示 

ad’: dQ End(lg), X + adx 


10.2 让 问 量 场 与 哈密 顿 向 续 场 ” 泊 松 括 缀 ， 2y7 ， 


今 gEn' 则 faeaya yy ol X,Y. 

在 空间 和 中 作 一 点 aEq' 在 群 G 作用 下 得 通过 sz 点 的 轨道 N, ,在 针 道 流 撒 
N, 上 与 李 代 数 元 XXEq 对 应 的 基本 向 量 场 记 为 ,可 用 下 式 来 定 闵 流 形 NU 上 上 的 
2 撒 式 mn 

of er) = Co [X,Y]; (10.6) 

令 GG 记 点 o 的 稳定 子 群 ,其 对 点 率 代数 记 为 , 则 切 空 间 了 NN 与 979, 回 构 .很 易 
证 明 2 形式 w, 在 TN 下 非 退 伦 . 所 以 由 (00.6) 式 引信 的 2 形式 w, 在 轨道 N, 上 
非 退 化 . 进一步 利用 李 代 数 的 ]aeobi 但 等 式 可 以 还 明 mm 为 闭 2 形式 .所 以 韭 退 化 
闭 2 形式 w, 为 轨道 N, 上 的 辛 结构 . 李 群 GG 在 "空间 中 的 余 伴 随 轴 道 (N ,ww) 为 
对 流 红 ， 

生 仿 10.5 中 我 们 将 分 析 章 性 壮 流 形 . 任 意 齐 性 辛 流 形 均 为 某 李 群 的 余 伴随 轴 
例 10.3 复 投 射流 形 及 Kahler 流 弦 ， 

在 下 章 中 我 们 将 介绍 县 有 复 结构 的 复 流 形 (M , 门 .任意 x 维 流 形 都 是 引 和 人 人 度 
规 结构 ,而 在 下 章 中 我 们 将 介绍 ,化 复 流 形 上 进一步 引入 度 规 结构 后 ,可 得 到 相 容 
的 竺 结构 .因此 下 章 将 介绍 的 复 投射 流 形 和 Kahler 流 形 都 是 辛 流 撒 .所 有 Kahler 
流 形 都 是 辛 流 形 , 代 反 之 不 一 定 对 ,请 见 下 章 计 论 . 
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三 辛 流 形 (M,w) 上 , 保 辛 结构 变换 的 碟 穷 小 后 成 元 XE WA) 被 称 为 辛 矢 
Liwm-0, XEIM) (10,7) 
注意 到 映射 
X 一 上。 
是 实 线 件 上 蚜 射 , 即 ,y= al + (a 记忆), 此 由 人 110. 了) 式 定义 的 六 失 场 集合 
是 辛 流 形 M 上 向 量 场 空间 的 子 空间 ,用 Sym{ M}) 标 志 辛 冬 声 集合, 进 一 - 止 注意 全 
i 一 上 yy1; 使 如 X 半 ,YESym(AI), 册 时 ,站 ] 也 是 痒 矢 场 ,于是 Sym( M4) 
形成 M 上 向 朋 场 全 代数 .4 MM) 的 李子 代数 . 
注 亚 到 辛 流 形 上 辛 结构 w 为 闭 形式 ,dw =0, 故 
Lxw = (de iv tiy* dw = divw 
使 六 失声 X 满足 方程 (10.7) 相 当 于 io 为 闭 形式 .因此 存在 下 面 命题 . 
命题 10.2 今 XE YM) 为 半 流 形 (M,w) 上 的 向 量 场 , 则 下 面 各 条 件 等 价 : 
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(1) 革 是 -学 矢 场 , 记 为 ESym(M)， 
(2) 辛 结构 灌 大 方 癌 李 导 数 为 零 :[ 三 人 
{3) aw 是 财 有 形式, 项 divew = 人 0. 
令 站 为 流 撒 寺 上 入 入 扬 , XE Sym(MD) ,这 时 iw 为 流 找 时 下 闭 ] 形式 ,而 

闭 1 形式 是 流 形 M 的 1 阶 de Rham 上 同调 群 廊 (M4，) 的 生成 元 , 令 关 和 iw 所 
代表 的 启 1M，) 中 上 同调 类 [eew | 相对 应 就 得 到 一 个 标准 的 满 线 性 鼎 射 px 

Sym M)— HI(M,.-) (10.8) 

X r[-ivw] 

它 是 (10.4) 式 映射 ja 在 辛 天 场 [ 的 限制 ,下面 进 一 步 分 析 此 映射 的 核 , 基 使 i\w 
为 一 正 合 形式 

iw=di, f/fEF(M) 
注意 人 到 辛 结构 w 为 盯 退 化 2 形式 ,(10.4) 式 映射 jy: 为 上 -上 工 对 应 的 实 线 忻 映射 , 存 
在 北上 蚜 射 pp ,对 于 流 形 上 件 意 光滑 函数 FrE 下 (M) ,映射 


a dE ATMM) 2» XE HM) (10.0) 
问 其 场 XX, -jy (1d 门 称 为 哈密 顿 矢 场 , 满 号 
一 下 = df {10. 08) 


我 们 知道 正 合 形式 必 是 闭 形 式 , 反 之 不 -: 定 .对 度 地 ,哈密 顿 拓 场 必 是 说 僚 场 ,反之 
个 一 定 .用 Ham( M) 胡 孙 凌 流 形 上 所 有 哈密 居 失 场 集合 ,以 上 分 析 太 明 
Hant MD CC Sym{ MD) CT (MM) 

易 泪 以 上 包含 关系 也 是 李 代 数 的 包含 关系 (是 子 代数 链 系列 ), 旦 存在 以 下 引 理 
引 理 10.3 如 关 , YE Sym(M1), 则 
(1) [X,Yi= Xn, € Ham( M) C10. 10a) 
(2) [XX,X,1= Xy,, X, EHHamt AT) (C10. tOb) 
证 《U 由 于 ix =[Lx ,1, 邦 

fr w= Laiyw — irl 

= (div tiydjiyw = dr iv riyw = dol YY,X) 

右 端 为 正人 台 1 形式 ,对 比 (9) 式 得 [X,Y ] = Xx nn 
(2) 因为 Xf = {df;%)= x wiX) = wlX,X;) 
而 险 密 顿 矢 场 X, 必 为 闪 矢 场 ,再 由 (10. 10a)} 式 得 

| X ,Xx,] tt 一 Xx 

由 此 引 理 可 推出 Ham( M) 不 仅 为 李 代数 Sym(M) 的 子 代 数 ,而 旧 Ham( MD) 

是 李 代 数 Symt M) 的 理想 . 
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由 蜡 射 (10.9) 知 ,对 流 形 M 上 任意 光 潮 函数 EE FLM), 可 存在 惟一 的 险 密 
顿 僚 场 X, 全 Hamt( AM) 即 存 在 实 线 件 映射 4 
a: FA -> Ham( M) 
jxX, 
此 映射 的 核 等 十 外 微分 算 了 的 核 ,是 流 形 M 上 局 域 常 函 数 H (M，). (10.8) 
表示 的 幅 射 yy, 结合 ,可 得 如 下 实 线性 映射 目 合 系列 ; 


中 


0 HOM, } > FONMD) Sym( M)} -= HM 0 (0.11) 
, 力 满 映射 
Kerx = Imga = Hamt M) 

哈密 顿 矢 场 都 是 壮 矢 场 ,及 之 不 --… 定 ,但 是 当 MM 为 单 连通 流 形 , 瑟 (0M，)=0, 映 
射 4 成 为 满 映射 ,这 时 所 有 癌 乞 场 都 研 哈 密 顿 失 场 . 

哈密 赖 矢 场 XX 在 点 x 处 为 零 的 充 要 条 件 吓 df|, =0, 这 时 > 为 X, 的 - -个 临 
界 点 . 当 M 为 紧 流 形 , 每 -哈密 顿 矢 场 在 M 下 至 少 有 两 个 零点 ,而 对 闪 矢 场 , 仅 
当 它 本 足 哈 嘱 顿 天 场 时 ,有 可 能 在 任 一 点 处 都 非 零 ， 

流 形 M 十 辛 结构 w 非 退 化 ,在 切 场 与 余 切 场 闻 的 映射 产 为 1-1 对 上 庶 的 实 线 
性 映射 ,存在 着 道 喘 射 yp .下面 我 们 更 认真 划分 析 下 映射 上 当 在 流 形 上 取 局 
域 坐标 ,六 结 均 w 可 表 为 


《0 一 Fw jd A dr 
第 阵 (w (3 )) 太 奇异 ,存在 逆 夭 阵 , 用 (47 (re)) 表 示 (w Cr 的 转 胃 首 阜 阵 , 即 
A (row {.r) 二 一 让 


(AD 也 为 反对 称 非 退 化 矩阵 ,可 利用 它 组 成 双 尔 


4 (10. 12) 


利用 此 双 矢 4 可 将 逆 映 射 ”表示 为 
ur ATCMY— 7AM) 
,dx 一 《人 .上 一 Ar 
df = dr = A,0, = X, 
侍 玉 流 形 M 上 ,利用 其 辛 结构 wm 或 由 其 决定 的 双 矢 A ,可 在 流 形 M 1: 光 清 函 数 
空间 F(A)E 上 引信 泊 松 (Poisson) 括 弧 1 ,| , 即 引入 由 FCM) x FCM) 到 FCMD) 的 实 


双 线 性 映射 ,对 流 形 M 上 下 任意 光滑 函数 /,gEF(OM) 定 义 它 们 间 泊 松 括 颖 如 
下 : 
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有 二 df 因 di = Mfg (10. 13a) 
= dg Xi = Xe =— Xf C10.13b) 
一 一 ix 四 3 是 |， 一 ‘iv ws X. 一 ww{( XX,, XX,) 


(10. Face) 
这 样 定 六 的 泊 松 括 弧 具有 以 下 性 质 ， 
1) 实 双 线 性 


1 十 要 一 二 | YabEe fhteE FM) 
(2) 和 儿 对 称 ai 
(3) Jacobi 等 式 ， 六 县 下 让 十 | 有 下方 上 十 六 二 下 二 
(4) Leibniz 规划 1f,ghl -glf ,hl+t [fgih (10.14) 

由 性 质 {1) - (3) 表 曲 泊 松 括 狐 使 FCM) 形成 为 李 代 数 . 进 - - 步 性 质 (4)Leib- 
niz 规则 表明 映射 产 ri 是 天 (MD) 上 的 量子 映射 ,因此 知 存在 与 对 应 的 矢 场 
Xi 使 得 XX,8 一 ,gi ,正如 010.13) 所 示 . 

在 辛 流 形 M 上 可 定义 浪 松 括 强 ,而 浪 松 括 尖 使 流 形 上 光滑 函数 FLM) 成 为 
李 代 数 . 当 我 们 在 流 形 的 de Rham 上 同调 群 (CM, ) 与 Hi(M,) 上 定义 zero 
括 弧 ,使 它们 均 形 成 李 人 代数, 则 系列 (10.10) 纽 成 李 代 数 正 侣 系列 ,而 由 泊 松 括 弧 所 
定义 的 本 代数 (CM) 的 中 心 是 MM 上 局 域 常 耳 数 窜 间 HM ) = 一 

出 Darboux 定理 知 在 于 流 形 M 上 ,是 选 局 域 Darboux 坐 相 1a,p, ,i 一 1,…， 
#4! ,这 时 


革 结 构 ww = Ydp, A de 
-1 


df 3 ar ) 
(这 jo oy 3p (10.15) 


(2f 98 ~ of ga) 


只 六 由 矢 场 。 Xi -六 
一 上 

Ni 

"i dp do A dp 


泊 松 括 强 Fg! = 


分 析 旋 学 的 哈密 顿 形式 就 是 用 动力 学 变量 yr ,p, 组 成 的 相 空 间 描 写 , 相 空间 
是 诗 流 撒 (M ow) ,可 选 局 域 Darboux 坐标 1 ,pp,! 描 写 .经 热力 学 体系 的 每 个 状态 
可 由 此 六 流 撒 上 -点 标志 ,而 动力 学 变量 可 出 M 上 了 清 数 f= f(gq,p) 表 水 .在 相 空 
间 上 选 定 非 稳定 函数 万 = 万 (9 ,pfdH 夫 0) , 称 为 哈密 顿 裔 数 , 这 时 (CWM ,oa ,万 ) 形 
成 哈密 顿 体系 . 对 于 给 定 的 哈密 顿 函 数 吾 , 利 用 流 形 的 竣 结 构 wt 呆 得 蛤 密 顿 矢 场 
Xs ,体系 状态 的 演化 就 由 哈密 顿 和 拓 场 描写 . 矢 场 % 可 产 牛 灌 失 场 积 分 曲线 的 单 
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参数 (网 :为 参数 ) 问 肽 变换 群 , 其 牛 成 元 就 趾 X, ,使 得 任意 动力 学 变量 f= fp， 
9) 沿 Xi 产生 的 单 参 数 变换 的 演化 为 


Ff pq) = Xi 二 iH ,fl| (0.16) 
例如 , 蛤 密 械 矢 场 Xa 的 积分 曲线 (1) ,pt1)1 满 中 

dd ， ， ， ，， nH 

Hd = Kg = iH,q := jp 

Sp 一 np = IH ,pp,! = 一 这 (10.17) 


此 即 大 家 熟悉 的 经 暴力 学 中 哈密 顿 方程 . 
放出 哈密 顿 失 场 的 定 关 知 
Ly = 
此 方程 表明 机 宗 间 体积 元 w* 消 哈 窗 顿 矢 场 不 变 . 此 即 大 家 熟知 的 相 空 间 体 积 本 
随时 则 改变 的 Liouvilis 定理 ， 
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上 下 表明 在 辛 流 形 M 上 上 任意 两 函数 六 g 辣 可 定义 广 松 括 狐 1 ,g1, 注 松 括 屋 
具有 性 质 {410.14) .为 在 流 形 上 晃 数 间 定 义 泊 松 揪 弧 ,可 在 流 形 上 给 定 改 矢 张 量 场 
上 如 (10.12) 式 , 它 是 反对 称 二 阶 遂 变 张 量 场 ,这 时 泊 松 括 狐 可 如 (10.15) 式 表示 . 
本 节 讨 论 的 省 松 流 形 是 辛 流 形 的 推广 , 流 形 M 上 定 广 有 满足 性 质 (10. 14) 的 泊 松 
括 狐 ,和 前 定义 泊 松 结构 的 双 矢 A 可 以 是 退化 的 , 仅 要 求 它 是 反对 称 二 阶 送 变 张 量 ， 
是 流 形 上 微分 形式 的 自 同 态 算 子 ,H 使 微分 形式 的 阶 减少 2 

AT 
a Ale) = CaiA) 

类 似 我 们 可 引入 上 冬 场 , 它 是 上 阶 完全 反对 称道 变 张 其 ,也 就 是 说 它 是 矢 基 

从 40(TA1) 的 可 微 截面 ,可 记 为 向 痢 场 的 反对 称 张 量 各 
XX 六 基 0 和 (TM) 
用 亡 可 表示 流 形 微分 形式 的 自 同 态 算 子 ,而 & 炙 场 使 微分 形式 的 阶 减 少 点. 

回 量 场 间 可 定义 李 括 弧 运 算 ,对 向 量 场 X,YEIM) 二 01( TM ) 

[X,YI=LY, E QI) 

拓 似 在 到 大 场 则 可 定义 Schouten 括 红 , 它 是 李 括 弧 的 推广 . 对 秋 妮 4 与 / 矢 场 
,要求 [ A ,B] 为 (+TE- TD) 矢 场 ,特别 是 对 什 意向 最 场 X ,Sechouten 括 弧 
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站 ,| 一 上、 六 E TITM), YAE UTM) (110, [8a) 
NK AA AY |] 


只 “ ~ A 
-22 (开罗 


其 中 符号 3 表示 把 X 去 掉 ， 
注意 到 流 形 M 十 可 微 阻 数 /E€ ECOM)U 以 看 为 畦 0 阶 泉 场 ,也 可 定义 与 向 
量 场 闻 Shouten 括 强 
[Xf1 = Lxf = Xf = (df.X\ 
类 似 可 推广 到 / 与 任意 矢 场 间 Schouten 括 弧 : 
[FX A AN]=COD XA A = CD dfiX A A X) 


上 
= 2 DXAFIK AAA 10.18b) 


这 样 定 习 的 戎 阶 天 失 场 间 Schourten 括号 尾 尾 一 的 .它们 蚌 普 通 李 括 弧 的 排 广 ,并 
包 舍 李 括 星 在 内 为 其 特例 , 航 仍 用 李 括 昨 机 间 符 续 . 且 易 证 在 各 阶 索 重 矢 场 间 的 
Schouten 括 弧 具有 如 目 关系: 
设 AEAE(CTM) ,BEQ(CTM),CEDN' (TM) 为 任意 和 多重 矢 场 , 则 
[AB. = -1 IB,A] (11). [9a) 
[A,BAC]= A,BIACtHC-D* MBATA,CI (10. 19b) 
ABCI= ABICI+E1 UB[AC)] (0,19c) 
由 (10.19b) 看 出, 矢 场 是 多 矢 场 分 级 结合 代数 的 (1) 阶 Z, 导 了 于. 
Schouten 括 强 [A,B 1] 对 (k++ 站 一] 形式 a 的 作用 可 表示 为 
iay oa A Bl =o) i ding + (— 1)*i,diaa (40.20). 
下 历 我 们 来 且 体 分 析 泊 松 流 形 及 其 上 的 泊 松 结构 . 
定义 10.3 流 形 M 上 给 定 一 斜 对 称 可 微 相 和 拓 场 AE RCTCM)), 如 满足 


Schoulen 括号 


iA,Aj=0 (10.21) 
则 称 七 为 流 形 M 上 泊 松 结构 .其 有 涪 松 结构 的 流 形 (M ,4 ) 称 为 泊 松 流 彤 ， 
首先 指出 ,利用 双 和 泉 4 ,对 于 流 形 M 上 酚 任 意 光 滑 国 数 帮 , 记 ,可 年 义 它 们 加 
泊 松 括 弧 


= df df ;AD 
这 禅 引 和 的 泊 松 括 强 满足 (10.14) 所 查 求 的 各 性 质 . 利用 (10.20) 式 叮 以 证 明 
[4,A1gF ,df ,df) = 24d 闻 ;A(Ltdf,Ydf;))+ 循环 置换 
= 24dfi;Atd(A(td 记 ) 37)))》 + 循环 崩 换 


§ 10.3 泊 松 波形 与 六 时 愉 houren 括 弧 


"M3: 


二 21 ,| 所 ,ff; :1 + 循环 置换 
因此 由 条 件 
[4A] = 0=>1,! 满足 jacobi 等 式 . 
具有 泊 松 结构 的 流 形 (MM,A) 上 可 定义 泊 松 括 弧 . 当选 局 域 坐 标 系 !X 17 ,让 
松 双 天 可 袁 为 
可 


3 > 9 机 
A 二 ATCr) jj 


dd 


3 a 9 
= 本 > 了 (10, 22) 


9x 
利用 发 矢 A 可 将 余 切 场 映射 为 切 场 ， 
A: AI(M)— HM) 

而 泊 松 结 移 的 秩 就 定义 为 此 线性 上 映射 的 秩 , 也 有 即 第 阵 (4* (x)) 的 秩 . 在 这 里 并 未 要 
求 映 射 非 退 化 .例如 任意 流 埠 均 允许 存在 平庸 的 河 松 铺 梅 , 即 4 =0, 使 仁 意 两 随 
数 的 举 松 恬 弧 为 零 . 辛 流 形 必 为 泊 松 流 形 ,但 其 道 非 真 . 泊 松 流 形 一 般 不 是 辛 流 形 . 
仅 当 在 流 形 上 存在 处 处 非 退 化 的 双 拓 场 4(r) ,40r) 有 道 , 其 赣 为 非 退 化 的 辛 2 
形式 w{ or) ,再 出 4 人 Cr) 满足 [A,4]1=0, 可 导出 为 闭 形 式 ,这 时 流 形 才 是 辛 流 
形 . 也 就 是 说 仪 妆 泊 松 结构 的 秩 处 姓 等 于 流 撒 M 的 维 数 , 泊 松 结构 满 秩 , 这 时 流 
形 M 上 才 会 存在 革 结 构 . 在 时 种 意义 上 可 说 泊 松 结构 是 予 误 结构 的 对 个 ,可 如 下 
家 所 示 . 


表 10.1 
加 了 芋 沪 形 (NM mw》 省 松 流 拒 (A.A) 
! dd A A 
2 NA NM) 取信 和) 
me a 
er 本 
J 


主流 形 (M io 


泊 松 双 矢 4 可 将 余 切 场 映 为 切 场 ,而 对 流 形 上 什 意 天 清 函 数 /Cr)EF(CM),df€ 
4 CA) 可 得 对 应 的 向 量 场 { 称 哈密 顿 向 量 场 ) 
X= ALdf) = A919, = ,A [fA {10.23) 
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这 虫 最 三 一 行 肌 了 Schouten 括 弧 (0.18b) 式 . 
人 而 流 形 上 任 两 国 数 同 宾 松 拓 颖 可 表示 为 


1 8 (10.24) 
特别 对 局 域 坐标 师 数 | x | 间 + jr sa | 一 A ' 
fpet Te yid og {10.24a) 


即 站 一 坐标 邻 域内 ,已 若 誉 标 了 两 数 间 的 泣 松 括 弧 就 能 决定 两 任意 两 数 间 六 | 松 括 纪 . 
这 里 我 们 注意 泪 松 结构 有 是 能 退化 , 当 力 数 EPFLMD) 对 FPF(MD) 吊 侍 襄 是 
数 gtr)EFCM). 喜 有 ?f(x),g(r)l = 从 , 则 称 了 为 MM 的 卡 西 米尔 {Casimir) 耳 
数 . 卡 隔 米 尔 顺 数 没 有 对 应 的 哈密 顿 天 场 . 
科 松 访 形 (CM ,4 上 可 短 送 数 集合 开具 有 泊 松 括 弧 运算 ,使 (FM | 
形成 一 李 代 数 . 可 以 证 册 


[XXX ] = Yu (10.25) 
于 是 在 他 代 数 (F;; ,1 与 冲 量 场 李 代数 (24{M); ,]) 间 在 在 回 态 映射 
了 一 A973, = [A.f| 
因此 代数 (和 1) 又 称 为 泊 松 一 上 代数， 
下 面 我 们 简单 给 出 (10.25) 式 的 证 明 , 邻 j ,gw ,hE FPF(M)， 
[XX = XR- XNA i {ght gsi ,hi 

= 六 站 二 
此 方程 对 作 意 疡 EFCMD) 均 对 , 故 得 [XXX ,= 名,j, . 
为 外 我 们 还 可 导出 下 列 等 式 : 

XN XK, EX,[A.gl!l- AS 
-TX Al g] +t [A,lX, ,8]] [A,[X,,gil 
= [LX,,Al,g | 
再 由 (25) 得 [[ Xj ,A1,g]=0, 此 式 对 任意 阴 数 gE FCM) 均 对 ,上 得 
XA]= LA-0 (10.26) 
由 以 上 分 析 我 们 可 得 以 下 结论 : 
命题 10.4 在 微分 流 形 M 上 
设 fg,hE FPOM),AEAITM), HSX,= [4, 门 

可 让 下 列 各 条 件 等 价 ; 
CI fg Ailtig, la FI!+ ih, fs!!=0; 
(2) [XX =X ,i 
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(3) [X,,Al=0: 
(4) [A,A!l=0. 
令 (M ,A ) 和 {M; ,A;) 为 其 泊 松 流 形 ,了 黄 者 间 如 存在 可 微 映射 p: Mi 一 M,， 
如 对 任意 f,g EF(CM,) 下 让 均 满足 ; 
py if,gli= Ip fp gl (10.27) 
风 称 四 为 从 (MA 到 CCAM ;A ) 的 泊 松 映射 (Poisson morphism) ,而 1 一 1 对 应 的 
泊 松 映射 称 为 泊 松 同 构 . 
在 泊 松 流 形 (AM ,4) 上 用 标志 无 穷 小 泊 松 自 同 构 的 后 成 元 , 即 X 保 泊 松 结 
梅 Lxa =0,X 的 积分 流 线 为 泊 松 自 间 构 gy 映射 , 即 王 面 各 叙述 相互 等 价 : 
{1) 汽 松 冯 矢 相对 区 的 李 导 数 为 零 
7L 4 =0 (10.28a) 
(2) 矢 场 X 是 泊 松 -~ 李 代 数 {F(CNMJ)5 1 的 导 子 : 
RIf,g) = Xe (10. 28b) 
(3) 矢 场 X 是 泊 松 自 间 构 * 万 穷 小 牛 成 元 ,而 对 两 任意 晒 数 ,gE F(M ) 泊 松 自 
间 构 q 满足 
六 lf,gl = lp fp gl, YFf,gt€ F(M) (10.28e) 
即 
区 和 二 
在 泊 松 流 形 CM ,4A) 上 ,对 任意 可 微 函 数 FE FCM) , 矢 场 X;=[A,/] 称 为 与 
了 相关 的 哈密 顿 和 失声, 它 是 无 穷 小 泊 松 自 同 构 生 成 元 . 从 任 一 点 p€ M 出 发 沿 哈 
密 瑟 和 失 场 X, 方向 作 积分 曲线 C,( 了 ). 流 形 M 上 通过 p 点 与 所 有 可 微 函 数 相 关 的 
积分 曲线 集合 S, = UC (Ff ) 形 成 流 形 M 的 泊 松 子 流 形 , 在 此 子 流 形 上 诱导 的 泊 松 
结构 4 |s, 满 秩 , 即 S, 为 辛 流 形 , 称 为 M 的 辛 叶 . 于 是 可 知 所 有 泊 松 流 形 都 是 浸入 
辛 子 流 形 的 并 ,这 些 辛 子 流 形 称 为 泊 松 结构 的 辛 叶 , 每 叶 都 具有 惟一 的 辛 结构 .这 
些 侍 叶 可 能 维 数 不 同 , 例如 在 8 10.1 的 例 2, 李 代数 g 的 对 偶 上 一 般 并 非 辛 空间 
{其 维 数 有 可 能 为 奇 维 ) ,但 是 a9" 可 能 利用 Kirillov 公式 {10.6) 得 到 一 非 平 良 的 泊 
松 结 构 . 令 zeo ,f,hEF(g' ), 则 df(a) 与 dh(o) 都 是 a* 上 线性 形式 , 即 都 属于 
李 代 数 9, 这 时 9 上 冰 数 间 可 如 Kirillov 公式 定义 泊 松 括 弧 : 
1 Fa = osldf(o), dh(o)]) (10.29) 
任意 泊 松 流 形 都 能 表示 成 痊 叶 的 并 .在 目前 情况 ,%'" 上 的 群 G 的 余 伴 随 轨 道 
就 是 辛 叶 ,在 通过 点 = 的 轨道 sS 上 ,用 X 与 了 记 与 函数 fh 相应 的 哈密 顿 庙 量 
场 ,它们 也 即 与 李 代 数 成 员 对 应 的 基本 商量 场 ,与 (10. 29) 式 相似 可 定义 轨道 5 


306 ， 第 + 章 辛 流 形声 触 波形 


上 非 简 并 > 形式 

w(K,Y)la) = fo, X,Y]; C10, 30) 
由 李 代 数 满 足 的 Jacobi 等 式 可 证 此 2 形式 ww 为 团 形 式 ,dw =0. 因 此 辆 道 5S, 为 辛 
子 流 形 , 群 6 企 g' 上 的 余 伴随 轨道 5, 就 是 泊 松 流 形 g* 的 辛 叶 , 在 辛 叶 上 存在 非 
退化 的 泊 松 括 强 1, i , 称 村 一 泊 松 结构 . 


3 10.4 尝 流 形 的 子 流 形 


27 维 辛 流 形 (CM ,ww) 的 于 流 形 N 一 般 不 再 是 辛 流 彤 .用 “表示 和子 流 彤 N 的 典 
范 典 人 映射 ,i: NM, 则 M 上 辛 结构 ww 诱导 出 N 上 的 2 形式 w=i"w. ws 虽 
然 仍 为 团 形式 ， 

dw = 0 
但 是 一 般 不 再 是 非 退 化 , 即 
Tankew SS dirmiy 

即 辛 流 形 (M , ww) 的 子 流 形 { NN ,wy) -- 舱 为 半 痊 流 形 .这 点 我 们 可 举 一 些 特例 明显 
看 出 ， 

根据 Darboux 定理 , 辛 流 形 (M,w)} 上 局 域 可 选 典 范 Darboux 坐标 1p,， 中 
其 仔 结 构 可 表示 为 


名 一 Sdp, A do 
?二 | 
下 面 利 用 对 坐标 函数 加 以 约束 得 到 - 些 特殊 的 积分 子 流 形 
例 10.4 邻 N=|(p,,9)jEM! 所 有 p=0,i=1,…;n!,n 个 约束 使 积分 子 流 形 
NN 为 n 维 ,而 这 时 ws =0, 为 零 秩 .此 子 流 形 N 称 为 (M ,ww)}) 的 拉 格 朗 日 子 流 形 . 
和 例 10.5 令 N=}i(p ,gEMIp = =0,7=k+1, ,nn!.2(n 一 下) 个 约 东 使 积 
分 子 流 形 N 为 28 维 , 而 这 时 
wy = Ddp, A dg 
rankw, = dim™ = 2k 
故 流 形 (N ,ow ) 为 M 的 辛 子 流 形 . 
在 一 般 情 况 下 rankwsy dimN , 故 储 流 形 (Mow) 的 子 流 形 {N， ww) 为 予 访 流 
形 . 
为 简单 起 见 ,我 们 仅 分 析 积 分 子 流 形 N ,由 辛 结构 w 诱导 的 2 形式 mw、 为 常 秩 
+. 首先 分 析 在 一 点 zE NCM 处 切 空 间 的 性 质 . 
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邻 V= TT, (MD) 是 2x 维 向 量 空 间 , 上 共有 非 退 化 的 辛 结构 w, 故 是 辛辣 量 空间 ， 
此 空间 的 任意 两 向 量 X,YEY 间 可 定义 伴 内 积 : 
(XY)》 = 一 《YX》= wiX, Yl|, 
当 : 久 ,Y)=0, 则 称 此 了 两 向 量 针 和 YY 斜 目 和 . 
令 W= 了 ,(N)CYV, 是 4=dimN 维 向 量 空间 ,作为 辛 向 量 空 间 Y 的 子 空间 ， 
存在 W 的 正 突 补 空 间 
Wi = IXEVIXY =0OYYE Ri 
由 于 辛 结构 非 退 化 , 斜 积 非 退 化 , 故 
damW + dimW+ = 2n 
注意 斜 积 的 特点 ,《 关 , 义 ) 一 0, 正 交 补 空间 WW- 可 能 与 原来 空间 W 有 交 . 用 ms 标 
志 W 中 辛 结构 w 在 WW 上 诱导 的 2 形式 ,W 上 的 2 形式 w 有 可 能 退化 ,其 核 是 
kerws = IXE WIi@s =0= WNMW 
令 让 二 dimKerwv ,Kerw、 在 向 量 空间 环 中 的 余 维 数 r= dimW -二 就 是 ms 的 秩 ， 
即 


玉 十 上 由 一 过 

欧 空间 的 子 空间 仅 一 不 变 景 :了 空间 的 维 数 . 而 对 关 空 间 的 子 空间 ,除了 子 空 
间 的 维 数 4 以 外 ,原来 辛 结构 w 在 子 空间 上 诱导 的 2 形式 wxv 的 秩 ” 也 是 实质 不 
变量 .于 是 存在 一 些 特殊 的 了 空间 儿 
1) 送 向 于 空间 , WCW-， 
2) 余 迷 辣子 空间 ,WD Wt1. 
1 拉 格 朗 日 子 空间 . W = 到， . 即 癌 时 为 迷 向 吧 余 迷 同 . 

) 辛 子 空间 . WN 间 W1! =0, 即 诱导 2 形式 ww、 非 退 化 ， 

27 维 辛 向 量 空 间 VW 的 由 种 特殊 子 空间 多 及 其 特性 列 如 下 表 . 


d= nn 


辛 流 形 (M ,ww) 的 子 流 形 (N ,ms ) 一 般 是 予 辛 流 形 ,由 w 诱导 的 2 形式 是 闭 形 
式 但 一 般 可 能 退化 ,rankwvsdimN . 当 2 形式 w、 为 常 秩 ,这 时 TCN) 是 TOM) 的 
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完全 可 积 的 向 量子 从 ,得 到 的 各 分子 流 形 (N , w, ?的 特性 可 用 其 上 各 点 x 的 切 空 
间 (T, CN) os) 的 特性 林 志 , 如 上 表 所 示 . 当 辛 结构 w 在 N 上 诱导 的 2 形式 mv = 


0, 则 CN ,ws ) 称 为 六 向 子 流 形 , 迷 向 子 流 形 的 维 数 必 小 于 等 于 x = dimiM. 最 大 


巡 向 子 流 形 上 其 sn 维 , 称 为 拉 格 明日 子 流 形 . 当 诱 导 的 2 形式 wy 在 N 上 非 退 化 , 则 
(NN ,wx ) 为 辛 子 流 形 . 

动力 学 体系 的 哈密 顿 形式 用 位 型 空 间 上 余 切 从 ( 相 空 间 M ) 来 描写 , 相 空间 具 
有 和 白 然 的 辛 结构 ,可 采用 局 域 上 典范 Darboux 坐标 ,使 运动 方程 等 写成 正则 形式 .而 
当 我 们 分 析 约 束 体 系 动力 学 时 ,将 运动 限制 在 相 空 间 M 的 子 集合 ;约束 相 空间 N” 
是 相 空间 MM 的 子 流 形 ,一 般 仅 为 子 辛 波形 . 如何 将 予 辛 流 形 (N ,ws ) 辛 约 化 ,得 到 
具有 半 结 购 的 约 化 相 空 间 古 是 一 重要 问题 .这 里 我 们 和 假定 2 形式 w、 具有 常 秩 > 
0, 其 NN 下 这 从 Kerws 可 积 .用 了 标志 商 流 形 NN AKerws ,用 x 标志 正则 投射 

TT:N—T = N/Kerw, (10.31) 
订 dim 矿 = rankwa ,在 卫 工 存在 辛 2 形式 wr 使 得 
Wy = XK er 

则 称 举 流 形 (了 , w.) 为 与 巴 辛 流 形 (N ,ws ) 相 关 的 约 化 辛 流 形 . 这 里 我 们 仅 需 注意 
约 化 相 空 间 王 为 商 空 间 ,与 (CN ,ww ) 相 关 , N 为 辛 流 形 M 的 子 流 形 ,而 卫 -- 般 不 
能 实现 为 M 的 子 流 形 ,一 般 也 不 能 成 为 某 位 型 空间 的 余 切 空间 . 

辛 流 形 的 辛 约 化 对 约束 体系 的 动力 学 问题 非常 重要 . 常 可 对 辛 流 形 的 对 称 性 
质 进行 分 析 ,利用 保 辛 结构 的 正则 变换 来 实现 辛 约 化 ,这 是 我 们 下 节 将 分 析 的 问 
是 . 


$10.5 齐 性 辛 流 形 与 约 化 相 空 间 ”动量 映射 


两 同 维 辛 流 形 CM, ， of AT os) 间 微 分 同 且 映射 一 AT ,如 保 辛 结构 ， 

即 
f Hy 一 I 

则 此 映射 称 为 辛 射 . 

萤 流 形 (Mow) 的 辛 自 同 肝 宰 换 集 合 形成 一 群 , 称 辛 自 同 构 群 , 它 是 流 形 的 微 
分 辐 胚 群 的 子 群 . 辛 几 何 的 基本 对 象 就 是 研究 辛 流 形 在 凌 自 同 构 变 换 下 的 不 变量 . 

下 面 分 析 李 群 G 对 音 流 形 (M ,w) 的 作用 , 群 G 对 M 的 作用 可 表示 为 

$F: GxM »-M 
grr $lg rt) = r= pgr 
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于 居 相 对 于 G 的 李 代数 。 中 元 素 XX, 可 得 到 M 上 基本 失 场 
Xuf(z) = Sf(eri) lm, YAEFM),XES (10.32) 
当 避 对 (Mow) 的 作用 为 辛 射 , 即 风 满足 
8 (10.33) 
或 
Lx = 0， YXEo 
即 基本 向 量 场 X， 为 辛 矢 场 . 在 辛 射 作用 下 , 泊 松 结构 也 不 变 , 这 时 对 消 松 双 括 A 


.=A 
Lx A=/0 (10. 34) 
也 可 用 对 任意 函数 ,hE F(M) 的 泊 秘 括 弧 表 示 为 
$7 ff hi = 1$*f,$ hi, YagEG 
Rulf sh! = Xuf hh) + {1f, Xvhl, YXED (10.35) 


有 共有 和 群 G 茸 作 用 的 辛 流 形 (M ,wmw, 避 ) 称 为 六 G 空间 ,进一步 如 李 烙 G 对 M 的 作 
用 传递 , 则 称 (M ,ay,C ) 为 齐 性 辛 G 空间 .这 时 G 的 李 代 数 g 中 任意 元 素 X ,在 
M 上 对 应 有 基本 失声 Xv ,所 们 都 是 储 和 开场 . 
如 果 所 有 基本 和 拓 场 Xw 都 是 哈密 顿 矢 场 , 则 这 时 G 对 JM 的 辛 作 用 称 为 哈密 
顿 作用 ,这 时 基本 矢 场 Xy 满足 下 式 : 
ivw=-dHe, YXEn (10. 36) 


这 里 机 (x)€ FLM) 是 基本 矢 场 的 持 成 函数 , 称 为 与 XEs 对 应 的 哈密 顿 函 数 ,此 
明 数 并 不 确定 ,可 差 一 任意 常数 . 当 我 们 选 定 与 各 元 素 XEa 对 应 的 哈密 顿 函数 作 
为 基底 ,可 得 线性 映射 


WW; 0—* P(NM) 
X-* Hy 

称 为 险 密 顿 映射 .这 时 人 在 (NM,w) 的 每 一 连通 片上 两 哈密 顿 函 数 问 泊 松 括 弧 | Hx ， 
Hy :与 用 YY 问 可 善 一 常数 

1 有 = HLX,.Y] + CX,Y), YX,YEN (10.37) 
这 里 常数 C(X,Y) 必 满足 

COX,Y)= — CC(Y,X) 

CTX,Y] ,ZI+CIY7,Z]X)+CITZ,X],Y)=0 (10. 38) 
在 李 人 代数 上 满足 以 上 关系 的 双 线 性 斜 对 称 函 数 称 为 此 李 代 数 g 的 2 上 闭 链 . 
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如 果 能 够 选 基底 1 | ye ,使 所 有 CCX Y)=0. 即 满足 
iH, ,Hyi = Hjyy;, YX,YEN (10.39) 
这 时 G 对 CM,w) 的 作用 称 强 哈 密 顿 作用 , 员 流 形 (M ,ww) 称 为 强 齐 性 G 空 间 . 
对 强 哈 密 顿 映射 *.g 一 FM ,我 们 可 讨论 其 对 偶 映射 . 令 9’ 是 与 a 对偶 的 线 
性 空间 ,可 定义 与 哈密 顿 映射 对 悼 的 准 动量 映射 
re: Mrg 
Xp(1) 
满足 
utr), Ny = H, (rx). YXEn (10.40) 
这 时 对 李 代 数 中 所 有 元 素 XEg, 与 He (rE FUM) 对 应 的 险 密 顿 向 量 场 X;; 与 
基本 回 量 场 Xw 相 一 致 
Ky = Xr 
在 准 动量 映射 4 作用 下 ,使 群 G 对 MM 的 强 险 密 顿 作用 与 群 G 对 a* 的 余 伴随 作用 
Ad” 相关 ,如 下 图 所 示 : 
MM 
ay tr 
8 ag 
Ad: 
如 上 图 可 交换 , 即 Ad ;op 二 pg 这 时 烙 G 对 MM 与 对 9" 的 作用 等 价 ,这 时 映射 x 
称 为 动量 喘 射 . 这 点 与 群 的 上 同调 有 关 , 一 般 不 一 定 能 做 到 ,但 当 GG 足 紧 狼 或 半 
单 , 这 时 常 可 做 到 使 上 图 可 交换 . 
动量 映射 wx 为 满 映 射 ,对 g 中 点 = , 道 动量 映射 & “的 像 集合 
AT (hy = Ad (10.41) 
用 忆 , 表示 GG 对 9 余 伴 殖 作 用 4d 时 对 点 a 的 稳定 子 群 . G, 对 MM 作用 的 轨道 
集合 形成 商 空 间 六 


N= MG, 110.42) 
称 为 具有 对 称 群 G 的 体系 的 约 化 相 空 间 , 当 G。 紧 致 且 它 对 M, 的 作 几 没有 国定 
点 , 则 约 化 相 空间 N 为 一 光滑 流 形 , 流 形 N 在 群 G 作用 下 为 齐 性 流 形 , 其 切 空 
间 T,(N) 与 商 空 间 8 入, 同 构 ,这 时 9,6。 是 与 ,G, 的 对 应 李 代数 . 令 XE 9 为 
N 上 GG 传递 作用 的 生成 元 ,用 X、 表 示 与 XX 对 应 的 N 上 基本 向 量 场 , 府 切 空间 1 
CN) 由 Xs| ve 张 成 ,由 于 G 对 (M ,w) 的 作用 是 强 哈密 顿 ,哈密 顿 函 数 1 Hy | 在 
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G, 作用 下 不 变 , 故 1 ! 能 定义 在 流 形 N 上 ,日 能 在 N 上 用 下 式 定 义 徽 分 二 形式 


A 

wn X,Y) -= 了 [vi (10.43) 
努 证 这 样 定义 的 N 上 2 形式 是 闭 形 式 且 非 退 化 , 破 约 化 相 空 间 (N ,w、 ) 为 侦 维 辛 
流 形 . 


这 里 我 们 应 注意 ,虽然 (N ,ww) 是 齐 性 辛 空间 ,但 轨道 空间 MAG - 般 非 六 ， 
它 甚 至 于 可 能 为 奇 维 流 形 .但 是 利 肯 动量 映射 p 将 和民 /分 层 得 到 约 化 相 空 间 ww 
二 MAG, , 约 化 相 空 间 {N ,av ) 为 辛 流 形 . 

由 于 动量 映射 的 重要 性 ,我 们 举 两 简单 例子 来 具体 表述 . 

中 粒 于 运动 的 二 维 欧 空间 ”为 位 型 空间 N , 尚 标 为 (1 xr? ,x ) .其余 切 从 M 


= 了 " ,任意 余 切 矢 可 表示 为 > dr ,M 上 具有 正则 六 形式 


了 
ww = dp’ A de 
M 是 平移 群 G 的 齐 性 六 空间 ,其 李 代 数 汪 成 的 基本 矢 场 


Lx, dx” = dLyx 7 = da =0 (10.44) 
即 平移 群 对 余 切 矢 作用 平庸 ,因此 将 N 上 矢 场 自然 延 拓 至 余 切 欠 M=T* FF? 得 
Xw = Dia 地 


本 用 下 式 可 得 和 到 对 应 的 哈密 晤 函数 万 , : 


i 全 Da'dp: 二 df > a'p') = dip(r,p), xX) 
1—1 


动量 映射 px; Mz>g* 一 汪 
(xp)* p(x,p)-—p 
平移 群 诱导 的 动量 频 射 像 限 值 为 动量 . 
下 面 分 析 三 维 空间 转动 群 SO(3), 其 李 代 数 生成 EF; 上 基本 矢 场 


:9 
Ny = Mar ay =— a, 
全 2 a uw + 


Ly dx 二 dL 7 二 dlar) = aydr 
即 转动 群 对 余 切 坐标 p' 作用 使 一 2a,p. 
} 


0 ， 9 
= Ya,(r .i 1 一 
bs 0s Dr 十 疡 ap 
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一 Tu 二 Nalrdp pdr) = Ya,(ridft + pdr') 
也 训 


一 Ya,d(lr'p) 一 唱和 er 


SO(3) 诱 导 的 动量 映射 
uM > 人 
‘xp)-= p(x,p)=xxp (10,45) 
转动 群 诱导 的 动量 映射 像 取 值 为 角 动 量 ， 
动量 映射 即将 由 空间 映射 到 9” ,使 a9" 元素 用 相 空 间 坐 标 表 示 , 为 守重 晤 ,可 
用 来 找 约 化 由 空间 
N= M/E, 


为 症 流 形 . 
$10.6 切 触 流 形 (M ,7) 


在 下 节 对 经 典 力 学 的 分 析 中 , 曾 假设 动力 学 灾 量 f= jg ,5) 与 哈密 顿 丙 数 
这 = Hg ;都 不 显 含 时 间 , 相 当 于 力学 中 保守 体系 , 它 在 相 空间 运动 轴 迹 的 切线 
方向 仅 是 相 空 间 位 置 (q ,pp) 的 也 数 ,对 非 保 守 力 体系 ,动力 党 变量 及 哈密 顿 消 数 均 
显 含 时 间 , 这 时 对 相 空 间 应 再 和 多加 一 独立 变量 ,应 分 析 局 域 毕 标 为 i1 ,yq ,p ;i= 
1 的 2241 维 态 空间 ,22 + 1 维 态 空间 为 奇 维 定向 流 形 ,为 具有 切 触 结构 的 
切 触 流 形 ， 切 角 结构 {contact structure) 是 偶 维 辛 流 形 土 闻 结 构 在 奇 维 流 形 上 的 类 
似 结构 . 
定义 10.4 令 M 为 2n+1 维 光 滑 流 形 ,8 为 M 上 可 逢 1 形式 月 处 处 满足 

日 Ad” AFD, YrEM {10.46) 

则 6( 可 再 乘 以 可 道 前 数 门 称 为 M 上 切 甬 结构 . 

具有 切 甬 结构 的 流 形 M 称 为 切 触 流 形 (AT ,9), 其 处 处 非 零 的 27 1 1 形式 8 
入 (d0)" 是 流 形 M 的 体积 元 , 故 男 触 流 形 (AM ,9) 是 -有 有 维 定向 流 形 ， 

在 经 典 力 学 中 ,动力 学 体系 位 型 空间 的 余 切 从 为 辛 流 形 , 而 位 型 空间 上 切 触 元 
的 流 形 为 切 触 流 形 . 下 面 我 们 先 介绍 切 触 元 {eontact element) 的 概念 . 

在 3 维 欧 空间 请 , 切 触 元 (z,o) 代 表 五 " 中 一 点 xz 及 通过 的 一 个 于 平 面 c， 
oaE P(EW)(E 的 投射 空间 , P(E) = RD2) 决 定 空间 的 方向 ,点 x 太 通 过 该 点 的 
方向 o 组 成 切 触 元 (+ ,o). 在 空间 E' 的 自 同 构 变 换 中 ,保持 将 一 切 触 苑 映射 为 另 
一 切 触 元 的 变换 称 为 切 触 变换 ， 

令 六 为 za+1] 维 光 湛 流 形 , 切 触 吉 (za) 有 由 只 上 点 rr 达 通 过 > 点 的 切 空间 了 
CN) 中， 维 超 而 = 组 成 ,aoEPfT CON) 此 超 而 r 局 域 可 用 处 处 非 专 的 可 微 1 形 
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式 8 如 下 式 决 定 
(GO,X)1,=0, XEP(TN) (10.47) 

此 方程 也 可 写 为 法 甫 方程 : 

ss 三 丹 = 
这 轧 f 为 没有 零点 的 实 值 消 数 .法 由 形式 eE P(T’*{N)) 为 流 形 N 的 投射 余 切 从 
M=P(T'(N)) 中 元 素 . 将 微分 1 形式 8 延 拓 到 流 形 M 上 ,决定 光滑 超 面 场 的 法 
甫 丧 式 8 满足 非 简 并 条 件 

ahfd6)” 去 站 
战 M 为 2n + 1 维 切 触 流 形 . 任 意 光 涓 流 形 N ,其 投射 余 切 从 MT = PIT CON)) 为 
一 切 触 流 形 . 

下 面 我 们 再 分 析 下 切 触 流 形 (M ,9) 上 的 切 触 结构 ( 相 容 坐标 长 集 ) 及 保 切 触 
变换 的 生成 元 . 

奇 维 流 形 M 上 存在 开 蓝 盖 } U, | ,ej = UU。 如 在 每 一 邻 域 U。 上 存在 满足 
(10.46) 式 的 切 触 形 式 ,而 在 两 邻 域 的 要 置 区 这 两 切 触 形式 仅 差 用 非 零 函 数 相 
乘 , 则 此 流 形 (M ,8) 称 为 具有 切 触 结构 的 切 触 流 形 . 流 形 M 的 保持 此 切 触 结构 的 
微分 同 用 变换 称 为 切 触 同 胚 (contactomorphism) , 它 仅 使 切 触 形式 可 差 一 卡 零 晒 数 
相 乘 . 

切 艇 流 形 (M ,9) 上 单 参数 切 触 同 胚 变换 群生 成 元 XE 并 MI) 称 为 切 触 矢 场 ， 
或 称 无 穷 小 切 触 变换 , 切 和 触 矢 场 保 切 触 结构 9 , 即 满足 下 述 方程 : 

Li = 1, 了 和 下 (MI) (10.48) 
所 有 切 触 矢 场 的 集合 记 为 Cont(M ,9). 

切 触 流 形 (AT ,2) 的 无 穷 小 自 同 构 生 成 元 矢 场 8E 允 M) 称 为 强 切 触 天 场 , 即 

满足 
LA=0 (10.48a) 
所 有 强 切 触 失 场 集合 记 为 Conto (M ,8). 

注意 到 Lix yl = [Lx ,Ly ], 集 合 Conto CM ,8) 与 Cont{ M ,9) 均 形成 李 民 数 ， 

与 人 于 流 形 相似 ,对 切 触 流 形 也 存在 相应 Darboux 定理 : 具 相 癌 维 数 的 切 触 流失 
局 域 切 触 同 且 , 即 流 形 (M, 6) 上 存在 局 域 人 举 标 (z, gl,…, ,pi ,pp,) 二 
1X" 1 .使 得 切 触 形式 日 能 写 为 


n 有 
9= dz — Spdy = YO (x)dr 
+ 一 上 -i 


二 dx" 一 > Yd (10,49) 
1 
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、 ，， ， 四 _ 
这 里 记 要 = ,p= 二 y=r "gr 


在 切 触 流 形 tM ,的 上 存在 一 个 处 处 非 零 矢 场 EE 如 人 ) 满 足 
zi = 1 ， ivrd = 0 (10. 50) 
问 量 场 E 称 为 切 触 形式 8 的 特征 矢 场 (Reeb 矢 场 ), 易 证 Reeb 矢 场 瑟 满 足 Lz8= 
0, 即 二 EConw(M,8). 用 局 域 Darbowx 坐标 ,Reebh 舌 场 


B= 去 
设 XECont( ,9), 即 满足 
Ld= 8, 了 EROM) 
则 可 证 下 式 中 f= EC(6,X). 
证 == (di tivd)d=d(0, XY +ivdd 
两 边 与 Recb 矢 场 EE 取 标 得 
f= (di, X), E+ dO X,E) = EO,X) 
由 (10.50) 式 知 Reeb 矢 场 EE ker d9, 韭 零 Reeb 矢 场 生成 切 从 了 (AT 的 和 容 1 子 
估 , 称 垂直 从 . M 上 任意 矢 场 XE 如 AM) 能 分 介 为 
X= +- iidE) (10.51} 
其 中 第 一 项 为 垂直 部 分 是 秩 1 的 徘 直 从 . 而 第 二 项 
和 -il 了 € Kerb 
为 水 平 部 分 ,是 具 秩 2n 的 水 平 从 , 即 切 触 流 形 (CM,8}) 的 切 从 了 (A) 能 分 介 为 
T(M) = Kerd OD Ker dg 
男 一 方面 , 余 切 欠 耳 " (M) 也 可 分 介 为 两 部 分 , 即 流 形 MM 土 任 意 余 切 场 aE 
A (MI) 可 分 解 为 
t= e+to= (ipa)d+ ta- (ire)d) {10. 52) 
其 中 e= (isa)0= g9 (gg=iga€F(M)) 为 由 非 堆 8 生成 的 秩 1 的 余 和 撩 从 .而 c=a 
-isa)8 满足 
idg = tg,E)y=0 (10. 53) 
0 形成 2n 秩 余 矢 从 , 称 为 是 Semi basic 形式 当 用 局 域 坐 标 和 ze 1-o1，. 表达 


厅 二 Ya (rdr EE Semi basic 形式 


r=1 


其 中 (x)= g(r ,xr ,Y ), 当 其 中 所 有 函数 so.(z) 均 不 含 x', 则 称 为 是 basic | 形 
式 . 
在 经 典 力 学 中 ,我 们 常 需 分 析 相 对 Reeb 和 失 场 EE 的 积分 不 变量 ,可 将 微分 形 
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式 @ EA(M) 分 成 如 下 三 类 . 
it1) a 为 上 B 的 不 变 散 , 即 满 足 
[Lua — 0 (10.54) 
好 五 为 上 的 无 穷 小 自 同 构 变 搞 生 成 虑 ， 
(2) as 为 的 绝对 在 变 量 !( 积 分 不 变量 ) , 即 满足 


Lea, = 0, iza, = 0 (10.55) 
注意 到 上 na 二 Lywa tdfAiva ,由 上 式 可 社 

Lxa = 0, TE FLOM) {10. 536) 
男 外 条 件 (55) 也 完全 等 价 于 

tigak = 0， ieda, = 人 0 《10.57) 
即 x; 属于 可 和 的 闭 理 想 ,由 Frobenius 定理 ， 生存 在 相同 各 分子 流 形 ,as 称 为 是 吾 


矢 的 初 积分 ， 
(3) a 为 E 的 相对 不 变量 , 即 满足 isda, = 


采用 局 域 Darboux 坐标 jz | , 巨 = 让 5 ,而 微分 形式 w 可 表示 为 


a = He rd A A dee (10. 58) 


林 以 计 朋 关 其 所 有 分 量 晒 数 Qa 不合 7 ， 则 a 为 
Reeb 从 场 互 的 不 变量 . 
证 可 将 上 表示 为 
a = a tpB hdr! {10.59) 
其 中 ae 不依 dre", 这 时 
Laes = (die + do = C1) dB, + ietdB rt A dr i=0 

当 进 -一 步 加 条 件 iekg =0, 即 a = a 不 含 dr" ,这 时 a 为 Reeb 矢 场 的 绝对 不 
亚 量 ， 

经 暴力 学 中 5 体 动力 学 可 用 位 型 空间 煞 从 上 含 时 间 z 的 拉 格 妆 日 函数 上 = 工 
(g ,9,1) 措 写 ,也 可 用 位 珊 空 间 余 切 从 上 会 时 间 的 哈密 顿 咀 数 太 = 廊 (o,p,:) 描 
与 .和 主意 到 显 含 时 间 ,可 将 万 关 成 是 (2% + 1}) 维 态 空间 上 函数 .在 态 空间 上 将 日 看 
咸 与 时 间 上 对 侦 的 动力 学 变 景 ,可 引信 含 作用 莉 基 岗 的 作用 1 形式 


d= > pdo' — Hd 
i—l 
很 易 证 明 
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" 可 
8 A (de)" = (S22 于 
r 一 上 


3 ~ HJ)dt AA(dp A dq’) 


会 gr 如 = ,如 要 阔 


i = Dpy “日 关 0 
风 这 时 作用 1 形式 8 满足 
a A (dg)" #0 (10.60) 

即 态 空 间 (S ,8) 为 具有 切 触 结构 的 切 触 流 形 .保持 切 甬 结构 不 变 ( 可 差 飞 可 道 消 
数 ) 的 变换 称 为 切 触 变换 . 在 经 典 力 学 中 的 正则 释 换 就 是 切 触 变换 . 

在 上 式 (10.,60) 中 看 出 , 当 8 疏 为 8+ dy 仍 满足 该 条 件 , 即 切 触 结构 等 价 类 可 
其 正 合 形式 dg ,下 和 面 以 经 典 力学 态 空 间 正则 变换 为 入 说 明 此 问题 . 令 

人 = gp tl P= Plg,p,r) 

新 变量 的 哈密 顿 函 数 记 为 Y= 交 和 ,PP,r), 则 保持 态 空 间 切 触 结 梅 的 正则 变换 应 
满足 


8-8 = dp 
即 
Npdg — Hdr — Spdo + wdrt = dg 
,= 上 :一 1 
其 中 p= plg,QQ,t) 称 为 正则 变 措 的 后 成 函数 ,如 将 jg ,Q ,1t| 这 2n 1 1 个 坐标 
看 成 独立 变量 , 则 由 上 式 看 出 


_ ap ap | dg 
Pog’ ag “7 H+ 


用 此 形式 我 们 得 到 保持 运动 方程 正则 形式 不 变 的 正则 变换 . 


习 题 十 


1. 请 证 明 . 对 f ,gE FCMD) ,XI ,为 相应 哈密 顿 失 场 ， 
if,g: 二 一 Lx 一 Lrf 
2， 当 辛 流 形 上 取 正 则 举 标 (of ,请 }, 即 在 形式 为 


请 证 明 
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3. ,gE FtM) ,请 证 明 它们 对 应 的 险 密 顿 矢 场 间 有 下 列 关 系 
Xa =— [Ki, RX,] 
4， 当 群 G 时 痊 流 形 { MM,w) 作 用 为 保 辛 结构 的 辛 射 , 即 满足 二 
请 让 明 , 与 6 的 李 代 数 中 元 素 区 对 应 的 基本 辣 量 场 X 满足 
Lx = 败 ， 


Kaif rg| = [Naf hlit {i Xahl, fhE FM 


317 ， 


第 十 一 章 复 流 形 


$8 11.1 复 流 形 及 其 复 结构 ” 近 复 结构 
与 近 复 流 形 (AM ,J) 

复 流 形 扁 域 像 .x 维 复 流 形 M 是 一 池 请 流 形 , 局 域 与 ” 维 复线 性 空间 
的 开 集 同 胚 , 即 流 形 上 任意 点 郎 域 都 存在 局 域 复 坐 标 系 .整个 流 形 MM 需 用 右 王 个 
开 集 1 Ui 所 覆盖 ,MM = UU. ,而 相关 的 坐标 卡 集 (atlas) ;i (UU ,go,) ,要 求 坐 标 映 身 
5 :已 一 人 为 局 域 全 着 坐 标 , 且 在 记 亚 区 局 域 坐标 变换 满足 全 纯 (holoniorphic}y 条 
件 ,. 愉 有 上 述 性 质 的 泽 标 卡 集 就 在 M 上 定 勾 了 复 结构 .全 纯 条 件 比 实 解 机 条 件 强 
多 了 ,使 得 复 流 形 上 复 分 析 更 加 丰富 客 彩 .下 面 我 们 先 分 析 复 流 形 的 复 结 构 , 然 后 
将 它 进一步 推广 讨论 实 流 形 上 的 近 复 结构 , 它 在 切 空间 水 平 上 具有 复 结构 特点 , 具 
有 近 复 结构 的 流 形 称 近 复 流 形 , 复 流 形 必 为 近 复 流 形 ,而 近 复 流 形 不 一 定 为 复 流 
形 , 仅 当 近 复 结构 可 积 , 这 时 才 为 复 流 形 .本 节 我 们 分 析 上 述 各 基本 概念 , 下 节 讨论 
近 复 结构 可 积 的 各 种 判别 式 . 

1 维 复 流 形 , 相 当 于 2w 维 实 流 形 , 我 们 首先 将 1 个 复 坐 标 用 2n 个 实 坐 标 表 


示 (i=w 一 1) 


2 二 1, 01 .和 
dd (11.2) 
二 一 3 3 一 ii， (11.3) 
j= 7 (到 -i 

过 一 ?3 = 中 二 1 | (11.4) 


对 流 形 上 任意 复 值 汕 数 JE C* CM), 取 局 咸 坐 标 系 后 ,可 进行 外 微分 运算 
df = afdm + fdz" =9F +19f (11.5) 


如 函数 了 满足 
af=0 (11.6) 
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则 称 函 数 为 全 纯 耳 数 . 下面 我 们 来 认真 分 析 一 下 全 纯 条 件 


3f=0 
任意 复 值 水 数 可 时 两 个 实 值 尖 数 表示 
f=utiv (11.7) 
条 忻 (11.6) 即 Cauchy-Riemamn 条 件 
六 -全 区- 区 0 
在 流 形 M 莫 点 侣 域 取 局 域 坐 标 ; x" ;a = 1,… ,nn , 作 局 域 坐 标 变换 
2 z= F(z), = 1 ,A (11.9) 
如 要 求 此 坐标 变换 满足 全 纯 条 件 , 即 鉴 求 各 严 == wr + izw 均 满 足 (11.8) 式 
,pl 0) 
令 
yr (11.11) 
并 引信 2n x2n 和 矩阵) 
0 -了 
1=|, ， . (11.12) 
其 中 工 为 n x 单位 矩阵 .这 时 可 将 Cauchy-Riemann 条 性 (11. 10) 统 -… 表 示 为 
Ea 2 1 2 Da 
Di jr | 0 dr | 1 
(和 )= 加 (0 
Dr oy EE 
(11.13) 
或 以 工 = (5 等 ) 代 表 坐 标 变换 是 阵 ,上 式 可 记 为 
L =~-JL (11.13a) 
(11.12) 式 引入 的 先 阵 /满足 
1 = (11.14) 
而 在 局 域 坐 标 变 换 下 满足 
J = 1 (11.15) 


上 式 表 明 /是 与 局 域 坐 标 选取 无 关 的 (1,1) 型 张 量 场 .满足 上 两 性 质 的 (1,1) 型 张 
量 了 称 为 流 形 M 的 复 结构 ,而 (11.12) 式 是 复 结构 也 的 典范 形式 . 
我 们 知道 (1,1) 型 张 量 场 是 急 场 XM) 上 自 同 构 算 子 ,也 是 余 切 场 A!' (MY) 上 
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自 同 构 算 子 , 即 

TE Rom 好 衬 Rom Ah AI 
当 我 们 如 (1.11) 式 选 实 坐 标 系 1r 1" = 1 ,vw 1 ;对 休 切 场 A1(M) 取 自然 标 罩 
ldr 47 ,将 we" 排 成 列 拓 量 , 而 J 琅 典 范式 (11.12), 令 (Jdxr)' 志 dx', 极 易 得 到 


Jdr = dy, Jdy = dr (11.16) 

代 人 人 (11.2) 式 得 
Jdz" = jd + ildy =— dy +idr" = idx’ (11.17a) 
Jdz” = Jdr -ijdy =- dy -idr =— idz" (11.17b) 


即 qz” ,dz” 均 为 的 本 入 余 切 场 ,本 征 值 为 1 与 一 i 

了 的 本 征 值 为 i 的 余 切 场 , 称 为 11 ,0] 形 式 , 是 以 1dx" | 为 基底 ;J 的 本 征 值 为 一 
i 的 余 切 场 , 称 为 [0,1] 形 式 ,是 以 1dz" | 为 基底 ;局 域 全 纯 坐 标 变换 是 保 复 结构 的 
变换 .这 时 余 切 场 的 类 型 也 不 变 ， 

流 形 上 切 场 与 余 切 场 相 于 对偶 

3M SE Home (A (MD), FCM)) 

类 伐 我 们 也 of 分 析 复 结构 算 子 对 急 场 的 作用 .利用 对 侦 闫 系 ,我 们 可 以 定义 .上 

述 复 结构 算 子 了 在 切 场 上 作用 的 伴随 算 子 ,为 简化 记号 仍 记 为 , 即 要 求 
Cw i) = (fw, KR) (11.18) 

再 由 (11.16) 式 可 得 刘 


= aa 
《dz "Jap = dr 5 Cdy EE 页 


J = 
类 似 可 证 
1 才 
1 0 
J = /+137) = (地 1) = 3 (11,19) 


3. 为 了 的 本 征 什 为 i 的 向 量 场 , 称 [1 ,0 向量 场 .3. 为 了 的 本 征 值 为 -i 的 测量 场 , 称 
上 0, 匡 癌 草场 .向量 场 类 型 的 这 种 划分 ,在 作 保 复 结构 的 局 域 全 纯 坐 标 变换 时 不 变 . 

以 工 我 们 认真 的 分 析 了 复 流 形 的 结构 ,找到 在 作 局 域 全 纯 坐 标 变换 个 不 变 的 
一 阶 逆 变 一 阶 协 变 的 张 量 场 了 ,满足 三 = -了 ,此 张 量 场 / 称 为 复 流 形 上 的 复 绪 
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构 . 下 面 我 们 考 上 处 更 一 般 的 情况 ,讨论 在 实 光 滑 流 形 上 的 近 复 结构 , 它 是 这 样 定 义 
的 : 
定 头 11.1 光滑 流 形 M 下 如 存在 一 和 阶 道 变 一 阶 协 变 的 光 病 张 量 场 上 满足 
扩 = -1 上, 则 张 基 场 了 称 为 流 形 导 的 近 复 结构 {altnost complex structure) .具有 近 复 
绪 悔 的 流 形 {AM ,六 称 为 近 复 流 形 . 

一 阶 递 变 -和 阶 协 变 光滑 张 量 场 j, 是 切 场 集合 30M 上 的 自 同 梅 算 子 , 邯 对 任 
意 切 场 XE NM) 

JX € HM) 

在 湖 形 M 上 任意 p 点 处 ,J 是 切 空间 TT,{M) 到 自身 的 线性 映射 ,在 p 点 邻 域 


取 局 域 坐标 系 (x :i= 1,…,m), 利 用 切 场 的 自然 基 欠 组 11, 可 将 近 复 结构 ) 
对 基 矢 的 作用 表示 为 
Ty Hr) E AM) (11.20) 
| dT 


其 中 冰 数 组 1*(.x) | 满足 
FriB(r) = 一 多 
上 式 即 5= -1 的 具体 表达 式 . 逢 阵 (J(x)) 的 本 征 值 为 + i;, 且 必须 成 对 出 现 , 故 
团 空间 了 T,(M) 必 为 偶数 维 ,可 令 =2n, 即 流 形 M 必 为 实 偶 维 流 形 . 
近 复 流 彤 蚌 复 流 形 的 一 种 推广 , 它 在 ( 余 ) 切 空间 水 平 F 具 有 复 流 珍 特 点 ,下面 
我 们 更 仔细 的 分 析 近 复 流 形 (M ,六 的 ( 余 ) 切 从 的 线性 结构 . 
由于 了 的 本 征 值 为 纯 虚 数 +i, 将 流 彤 各 点 切 空间 及 余 切 空间 进行 贷 化 将 使 分 
村 简化 . 余 切 空间 了 (0M) 庆 人 (4) 上 实 线性 浇 数 集合 
Ts (MD = Hom( T,(M),R) 
而 复 化 后 的 余 切 空间 是 T,( M) 上 复 值 线性 顺 数 集合 . 
TM) BC = Hom( T,(M),C) 
它 是 复 维 向 量 空间 . 复 化 的 复 六 维 向量 空间 T* (M1)C 可 与 原来 实 六 维 向 
空间 了 。 (IM) 采 用 相同 的 基 矢 组 , 仅 菜 数 可 允许 取 复 数 . 复 化 后 向 量 空间 中 任意 
元 素 8€ Ti (MDEOC 均 可 表示 为 
= otiw, do 区 了 (MT 
(1M) 上 的 线性 映射 算 子 J 了 在 余 切 空间 了 ;CM) 上 诱导 出 一 个 线性 上 映射 算 子 , 仍 
记 为 / 
(a,JX) = (Jo,X) (11.21) 
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所 将 必用 在 余 切 空 间 上 的 近 复 结构 算 子 ,自然 地 复线 慎 延 折 到 复 化 余 切 空 间 上 上 , 即 
规定 
J = fo +t ilw 
J 的 本 徙 值 为 二 i. 的 本 征 值 为 i 的 余 切 问 策 , 称 为 [1,9j 坊 余 团 各 最 ,对 应 十 本 征 
值 为 -i 的 余 切 向 芋 , 称 为 .0,1j 型 余 切 向 量 . 全 体 [1,04] 型 余 切 向 量 集合 记 为 
Tt ,全 体 [0,1 型 余 切 条 忆 集 合 记 为 了 (MD) (为 简化 记号 略 去 下 指标 pp). 
TM = TN T(tAD) eT MD TT (MM) (11.22) 
往 意 流 形 M 为 实 2n 维 近 复 流 形 , 故 了 (4M) 为 实 2n 维 向 量 空间 ,了 (NM) 宇 Hom 
(TCMD),*) 为 实 2 维 疝 节 空间 . 本 CMD) 的 位 Hom(T (MT)， 为 复 2 维 向 
量 空间 . 
流 形 M 上 近 复 结构 J 可 在 流 形 上 每 点 PP 的 切 空 间 了 ,(M) 与 余 切 空间 
1 《M) 请 导出 线性 空间 上 复 结构 算 子 几 , 它 是 满足 彤 = 一 了 了 为 司 等 映射 ) 的 实 
线 竹 日 同 构 算 子 , 当 我 们 将 实 线性 空间 TT; {M) 复 化 ,我 们 可 如 下 将 实 线 性 算 子 J 
扩张 为 作用 在 荆 ; (MD 的 “上 的 复线 性 映射 算 子 


{wd a) = 和 的 a， YuE TM), a€ (11.23) 
且 可 进一步 在 了 ;MD 的 空间 定义 复 共 罗 运 算 
wa= wn (11.24) 


复 化 出 量 空 间 的 复 共 生 运 算 使 了 (MD) 与 T5 (MM) 间 有 同 构 对 应 , 故 二 者 洁 
为 复 ? 维 阿 量 空间 .在 Th(M) 中 取 ;个 线性 独 并 余 切 向 量 1 产 1? 作为 基 拓 , 则 
i ,大 组 成 了 (MD) 的 的 一 组 基 矢 ,用 这 组 基 大 作为 基底 , 近 复 结构 uf 表示 
为 

it, 0 
= | | (11.25) 
0 一 
仅 当 将 余 切 空间 复 化 , 才 可 使 对 角 化 . 
多 为 切 空间 上 复 值 线性 丽 数 ,可 如 (11.20) 式 分 解 成 实 部 与 虚 部 
外 = +iw, 加 一] 【11.26) 
其 中 oe 与 w' 均 为 坟 复 化 前 实 余 切 向 最 , 易 让 


六 = 了 (人 1 PF) 


w= 一 让 (一 他) {11.27) 


上 式 表明 ,这 2 = ym 个 实 余 切 向 量 }e* ,wr | 可 以 作为 复 化 余 切 空间 的 一 组 基底 ， 
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相互 线性 独立 ,因而 也 是 原 米 实 22 维 余 切 空间 的 一 组 基 瓜 .利用 基 天 组 ia ,ew 1 
可 给 流 形 M 的 余 切 空间 :个 站 =27 维 二 积 元 . 
Tyn 一 A on 内 ww ) 

下 面 我 们 将 证 明 ,用 流 形 上 过 复 结构 ) 选 出 的 体积 元 cy 让 作 举 标 变换 半 人 和 
为 重 正 . 即 在 作 坐 标 变换 后 ,可 在 复 化 余 切 空间 取 另 一 组 基 矢 19” ,9" ,上 其 中 8” 
为 |1 ,0 型 余 切 向 量 , 政 为 1 多 | 的 个 复线 伯 独 六 的 线性 组 合 ,相应 乱 折 入 了 
Jacobiy 天 0， 

自由 


故 A (0°AG)=4 A (PAP) 

而 =|9: >0 

利用 ;8* ,8" :得 到 的 实 余 切 空间 基 矢 组 le”*,w” {所 形成 mm 维 体积 匹 
T ;= A a Aa*) = | yr,, 


两 个 局 维 体 积 元 间 仅 差 让 数 因子 ， 表明 它 们 给 出 流 形 余 切 空间 相同 的 定向 . 尾 意 
两 个 利用 流 形 近 复 结构 了 按 上 述 方式 选 出 的 基底 给 出 的 *,, 有 相同 定向 ,此 即 证 明 
站 
定理 11.1 近 复 流 形 是 实 偶 维 定 同 流 形 . 

从 本 上 季 前 半 部 分 对 复 流 形 的 分 析 看 出 , 复 流 形 上 必 存 在 近 复 结构 , 复 流 瞩 是 近 
复 流 形 ,但 是 , 近 复 流 形 不 一 定 是 复 流 形 , 近 复 流 形 不 一 定 可 选 局 域 复 解析 坐标 卡 
集 . 下 面 我 们 先 利 用 微分 撒 式 方法 说 明 在 什么 条 件 下 近 复 结构 可 积 而 成 为 复 结构 . 
在 下 节 述 将 从 不 同 关 产 分 析 近 复 结构 可 积 条 件 的 各 种 等 价 叙述 ， 

前 面 对 流 形 每 点 张 量 空 间 的 分 析 , 可 推广 到 流 形 M 上 的 张 量 从 与 此 量 场 .在 
六 三 2 维 近 复 流 形 上 ,这 | 允 为 站 个 复线 性 无 美的 [1,.0] 型 1 形式 , 则 ; | 汐 
个 复线 性 无 关 的 [0,1] 砸 形式 .利用 ij 六; ,了 [以 及 流 形 M 上 的 复 值 光滑 两 数 ， 
可 组 成 流 形 M 上 和 人 9] 型 微分 形式 a ,€ Ar ， 


a A A A 


性 


= 51 BToTi ad 轧 
(p,q) 型 复 值 微分 形式 A** 为 复数 值 隔 数 环 上 的 模 , 具 有 下 列 性 质 ， 
中 如 aEA?, 则 gE At; 

2) MM aE A EAT, NaA BE AP mt, 

3) 如 pp 或 qg 交 nc, 则 A?*=0. 

对 .1 ,0 型 微分 形式 } 关 1 ,其 外 微分 是 2 形式 ,可 表示 成 


dF = FAP + A +hS A 
hres hs E 3 (M) (11.28) 
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近 复 结构 可 积 条 位 是 

dF CCADBA" (11.29) 
即 (11.28) 式 中 所 有 5 =0, 此 条 件 岂 可 表示 为 

dF = 0 modiF! 【11.29a) 


即 由 } 父 | 组 成 的 理想 为 财主 想 ， 

当 近 复 乡 构 满 足 串 积 条 件 (11.29) ,由 号 2.3Frobenius 定理 , 知 存在 局 部 复 坐 
标 系 | xz"| ,使 得 [f,0] 型 微分 形式 均 为 1dz" ;的 复线 性 组 侣 ,在 此 局 域 坐 标 系 的 自然 
基 矢 中 , 近 复 结构 了 的 分 基 取 典范 形式 (11.25). 

整个 流 形 常 宕 用 若干 个 开 集 i Ui 逢 盖 , 在 每 一 开 集 UU ,有 相应 的 ,. 析 丙 开 
集 的 交 秋 区 [, 门 上 ,, 车 J 与/; 均 满 是 可 积 条 件 (11.29), 则 可 分 别 取 局 城 复 坐标 
系 |z | 号 iw | ,使 J = 均 具 有 上 述 典 范 形 式 ,这 时 1dz | 为 1drw*| 的 线性 组 合 ， 
这 表明 ja 为 | 所 | 的 全 纯 函 数 , 即 可 组 成 复 解析 相 容 的 坐标 卡 集 , 故 流 拒 M 为 复 
流 形 . 即 存 在 下 述 定理 : 
定理 11.2 如 流 形 M 上 有 一 个 可 积 的 近 复 结构 , 则 流 形 MM 必 为 复 流 形 . 

复 流 形 必 为 近 复 流 形 , 近 复 流 形 必 为 实 偶 维 定向 流 形 ,这 两 论点 的 道 都 不 一 定 
对 ,例如 S™ 均 为 侦 维 实 定向 流 形 ,只 有 S* 为 复 流 形 , 与 CP' 流 形 同 及 .1969 年 
Adler 曾 证 明 ,S 有 近 复 结构 ,不 可 积 ,其 余 S* (rzr 关 1,3) 均 无 近 复 结构 ， 

出 以 上 分 析 中 我 们 应 注意 微分 流 形 的 朱 扑 结构 ,微分 站 构 , 复 解析 结构 ,与 这 
三 种 拓扑 结构 相应 存在 三 种 特殊 的 拓扑 映射 .一 般 的 同 胚 映射 有 可 能 改变 流 形 的 
微分 结构 , 而 保 微 分 结构 的 微分 同 胚 映射 有 可 能 改变 复 结构 , 保 复 结构 的 全 纯 映射 
是 一 种 特殊 的 .最 光滑 的 拓扑 映射 .可 以 说 , 复 流 形 有 二 种 特殊 的 拓扑 映射 ,其 光滑 
程度 不 同 , 相 应 特性 也 不 同 . 

1 在 流 形 M 在 作 同 短 映 射 下流 形 的 不 释 性 项 称 为 流 绒 的 拓扑 性 质 . 同 旦 映射 保 
流 形 的 拓扑 结构 ， 

2) 在 流 形 M 作 微 分 同 肝 映射 下 流 形 的 不 变 性 质 称 为 波形 的 微分 同 胚 性 质 , 微 分 
同 肝 映射 堡 流 形 的 微分 结构 . 

3) 复 流 形 在 全 纯 上 映射 下 的 不 灾 性 质 为 流 形 复 结构 的 不 变量 ,全 纯 映射 保 流 形 的 复 
结构 . 

注意 到 全 纯 映 射 必 为 微分 同 胚 映射 ,微分 同 胚 映 射 必 为 同 用 映 射 ,但 反之 并 不 
对 . 即 全 纯 映 射 为 保 复 结构 的 最 光滑 的 同 肝 映 射 . 


$11.2 近 复 结构 可 积 条 件 Nijenhuis 张 量 


上 节 我 们 曾 利用 外 微分 算 子 分 析 近 复 结构 的 可 积 条 件 (11.29) ,本 节 我 们 将 分 
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析 近 复 结构 对 作用 在 张 量 场 上 各 种 微分 算 季 ( 协 变 导数 算 子 与 李 导 数 算 子 等 ) 的 限 
制 与 影响 ,并 引信 近 复 结构 的 挠 率 这 一 重要 概念 ,最 后 将 近 复 结构 可 积 条 件 的 各 种 
等 价 形式 列 在 一 上 起 ,以 备 参 考 . 
首先 我 们 介绍 流 形 的 近 复 结构 对 流 形 上 联络 的 限制 . 
对 具有 近 复 结构 J 的 波形, 在 定义 联络 时 , 带 要 求 所 定义 的 联络 保 近 复 结构 ， 
要 求 / 相对 于 联络 定义 的 协 变 导数 Y ,平行 输 运 , 即 满足 条 件 
VljY) = JVYyY, VX,Y EE 2M) {11.30) 
满足 上述 条 件 的 联络 称 为 近 复 仿 射 联络 (almost complex affine connection) ,是 复线 
性 标 架 外 于 的 联络 . 
利用 近 复 仿 射 联络 得 到 的 曲率 张 量 R 满足 方程 
有 RAY T= 1 R(X,Y), X,Y EAM) (11.31) 
下 面 我们 证 由 ,对 近 复 流 形 M ,可 允 许 存 在 满足 (11. 30) 式 的 近 复 仿 射 联络 . 
首先 ,在 流 拒 M 上 可 选 一 什 意 的 无 措 仿 射 联络 ,由 它 定义 的 协 变 微分 记 为 
YY ” ,有 ， 
Vo YY yX-[X,Y]=0, YX,YEY (11. 32) 
利用 此 无 挠 仿 射 联络 及 流 形 的 近 复 结构 可 定义 一 个 一 阶 道 变 二 阶 协 变 张 量 场 
Q 忆 , 它 使 两 个 任意 向 量 场 ,YE42 映 射 到 向 量 场 Q(X,Y)E4: 


QI = FV DX+ I DT DT 


(11.33} 
易 证 (利用 (VV Dj +Jv'y =0) 
Q(XY) -JQ(X,Y) = (Vy TY 

利用 上 式 易 证 用 下 式 定义 的 协 变 导 数 w ,满足 (11.3) 式 : 

VY Vy YY Q(X,Y) (11.34) 
寺 是 利用 流 形 M 上 任意 无 乒 仿 射 联络 (其 肉 变 导数 记 为 VY′) 通 过 (11. 34) 和 
(11.33) 可 得 到 保 近 复 结构 的 近 复 仿 射 联络 (其 协 变 导数 沁 为 V ) ,位 是 所 得 近 复 
仿 射 联络 的 挠 率 - 般 非 零 ,计算 此 近 复 仿 射 联络 的 指 率 张 节 个 , 易 证 

TIX,YY = VY -YX- [X,Y)=- Q(X,Y)+ Q(Y,X) 


= 本 | 人 (YD - VY OX (Vv, 一时) 
Vm YY UXD -IVY OO -Yo | 


= FX IY] [X,Y] JX, YJIX,IY) (11.35) 
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上 式 中 第 二 ,一步 曾 利 用 了 YY ”中 腾 络 为 无 挠 仿 射 联络 , 即 利用 了 (1.32) 开 . 

F 式 看 端 一 般 非 零 , 其 性 重 完全 由 流 瑚 M 的 近 复 结构 J 的 性 质 决定 ,上 式 对 
任意 切 场 X,Y 拘 对 ,利用 上 式 存 眶 可 定义 流 形 上 一 新 张 量 场 

NX.Y) = [X,Y] -XY -X,Y -X,Y, 
YX,YE AM) (11.36) 

张茵 场 N 将 两 任意 切 场 久 ,Y 上 映射 到 切 场 N(X,Y)}E 43, 故 N 基 --- 阶 逆 变 二 阶 协 
灾 张 量 场 , 称 为 近 复 结构 的 找 率 张 最 {torsion). 当 近 复 销 构 决定 的 指 些 NN 非 
零 ,联络 保 近 复 结构 与 联络 无 挠 不 相 容 . 流 形 上 无 挠 腾 络 W 不 保 近 复 结构 ,而 保 近 
复 结构 的 近 复 联络 VY 有 挠 . 仅 当 近 复 结构 无 挠 (CN =0), 才 能 得 到 无 找 的 近 复 仿 射 
联络 { 丁 =0). 

当 在 流 撒 上 缀 局 部 坐标 系 Cx ,i = 1,…, 1), 近 复 针 构 对 自然 医 拓 的 作用 如 
(411.20) 式 ,这 时 ,由 (1.36) 式 可 求 出 近 复 结构 的 乒 率 张 量 NN 在 自然 基 矢 中 的 
分 展 , 可 表 下 为 ; 


N= he Ph it, fo,) (11.37) 
努 验 证 牙 流 形 上 上 典范 近 复 结构 J 人 11, [2) 无 找 , 故 复 流 形 人 允许 有 保 复 结 构 的 大 


挠 仿 射 联络 ,好 有 
定理 11.3 复 流 形 1 存在 有 无 找 的 近 复 联络 . 
由 (11.36) 或 (11.37) 式 引信 的 近 复 结构 的 挠 率 , 是 判断 此 近 复 结构 是 否 林 各 
的 基本 判 据 , 在 汪 竹 最 后 将 说 明 此 判 据 与 上 节 直 大 的 近 复 结构 可 积 条 件 等 价 . 于 面 
先 分 析 近 复线 构 对 地 导数 的 限制 ,说 明 近 复 结 构 J 是否 有 挠 对 ) 的 自 同 构 代 数 的 
影 啊 ， 
如 近 复 流 形 M 上 存在 一 向 量 场 XX, 使 
Lo =0 (11.38) 
则 向 量 场 X 能 卢 牛 近 复 结构 /的 无 穷 小 自 同 构 灾 换 .由 (11. 38} 式 及 和 李 导 数 特性 
易 证 
RY]= Ltr) = J[X,Y?], ¥YYE NM) {11.38a) 
或 
adsy tJY) = Jady{ YY), ¥ YE AM) (11.38b) 
当 疝 量 场 X 满足 上 述 条 件 ,7X -… 般 不 再 满足 上 述 条 件 . 
定理 11.4 如 癌 量 场 X 为 近 复 结构 庞 穷 小 自问 构 变 换 ,JX 仍 为 近 复 结构 无 穷 小 
日 问 构 的 充 村 条 件 是 
N(X,Y) = 0, YYE NN) {11.39) 
这 里 N 是 近 复 结构 /的 找 率 张 量 ， 
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因此 , 当 近 复 结 梅 了 可 积 (其 挠 率 N 为 堆 ), 近 复 结构 的 无 穷 小 自问 构 李 代数 
企 了 作用 下 稳定 ,对 0 中 任意 元 素 站 ,YY, 可 证 
JIXT = [X,Y;= (X,Y)| fil.407 
如 果 令 X,Y 均 为 了 的 本 征 值 为 的 本 征 问 基 , 即 ,YE 10] 地 向 量 场 , 由 上 式 
导出 和 X,Y] 竺 为 [1,0j] 型 向 量 场 , 即 [1,0] 弄 矢 场 在 李 括 弧 运 算 下 封闭 . 类 似 可 证 
[0,1] 型 和 撩 场 也 在 李 插 缀 运算 下 幸 闭 . 
流 形 上 与 近 复 结构 相似 的 任 -个 ~- 阶 协 变 一 阶 道 变 张 量 场 KE. i (M) 是 
作用 在 切切 上 的 张 其 算 子 
K: AM) = HAM) 
利用 (11.36) 式 可 定义 与 张 世 算 子 K 相关 的 各 ,2 型 张 量 场 N 
NX,Y)} = [KX,KYT -TX,YI—- KIKX,Y]- KIX,KY] 
YX,YE HM) (11.36a) 
此 (1,2) 型 张 量 N 称 为 算 子 KK 的 找 率 张 最 ,你 称 为 Nijenhuis tersion tensor ,共有 性 
质 


NIX,Y)}+ NIY,X)}=0 (11.41) 
它 是 张 基 算 子 KK 的 可 积 性 的 障 三. 
如 引 理 11.4 所 示 , 近 复 结构 了 可 各 的 充 要 条 件 是 与 了 相应 的 Nijenhuis 接 率 
下 曾 总 结 引 理 11.4 以 及 (1 19), 8011.40) 诸 式 ,可 得 下 定理 
定理 11.5 ( 近 复 结构 J 的 可 积 条 件 ) 在 近 复 流 形 M 下, 近 复 结构 J 的 可 积 条 件 
有 以 下 各 种 相互 等 价 的 定义 ,主要 有 二 大 类 : 
]. 利用 近 复 结构 JE 7!(M) 为 张 量 算 子 . 

中 近 复 结构 无 挠 是 近 复 结 构 可 积 的 充 要 条 件 . 即 近 复 结构 J 应 满足 
NIX,Y) = -TXT 一 YY -JI Y =0 
YVR,YE NAM) 

中 , 利用 切 向 明 场 及 李 括 弧 运 算 来 判断 . 

对 于 具有 近 复 结构 的 近 复 流 彤 ,可 将 流 形 每 点 急 空 间 复 化 ,利用 的 作用 ， 
将 复 化 切 空 间 分 解 为 了 的 本 征 值 为 +i 的 两 子 空间 的 直 和 ,相应 地 可 得 到 [1,0] 瑰 
与 10,1 ;型 复 化 切 向 量 场 , 黄 者 在 复 共 罗 运 算 下 有 1 一 1 对 应 关系 ,对 于 给 定 近 复 结 
构 了 的 近 复 流 堪 M ,其 上 复 值 向 量 场 能 惟一 邮 分 解 为 :1,0] 型 与 10,1] 型 向 量 场 的 
志和 .任意 11,0] 型 切 向 量 场 2 均 可 表示 为 

之 = 其 (11.42a) 

其 中 XE 术 M) 为 流 形 M 上 某 实 切 场 , 上 式 表 示 的 切 场 Z 满足 
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J2=i2 (11.42b) 
凤 汶 近 复 结构 j 的 本 征 值 为 ;的 本 生 切 场 , 与 复 余 切 场 对 偶 , 有 性 质 
FZ) 0， (11.42e) 


上 二 式 可 作为 Z 为 [1,0] 型 切 场 的 等 价 定义 ,对 !0,1] 型 切 场 也 可 有 完全 相似 的 定 
义 ( 仅 将 i 一 i, 庆 一 拘 即 可 ). 

利用 近 复 结构 将 复 值 切 场 分 介 为 两 不 安子 空间 ,下列 条 件 都 是 近 复 结构 J 
可 积 的 先 要 条 件 : 
四 [1,0] 型 切 场 在 李 括 类 运算 下 封闭 是 近 复 结构 /可 积 的 充 要 条 件 . 
3 0, 了 型 切 场 在 李 插 是 运算 下 封闭 是 近 复 结构 7 了 可 积 的 充 南 条件. 

有. 利用 微分 形式 及 外 微分 运算 来 判断 . 

在 mm 二 2n 维 近 复 流 形 下 ,利用 近 复 结构 对 复 值 微分 ] 形式 的 作用 ,得 到 复 
值 微分 | 形式 的 :组 基 {B ,Pa=1 2 有 利用 它们 及 流 翅 M 上 的 复 信 志 数 
3 (AT) ,可 组 成 流 尼 M 上 复 值 微分 形式 .为 判断 近 复 结构 的 可 积 性 ,下 列 从 条 件 
相互 等 价 ,都 是 近 复 结构 可 积 的 充 要 条 件 


井 dFEAMDAT, YFEAM 

© dEAV PDA, YFEA 

© days EA “DAT Vo EA p,qg=0,1,,n 
DD 中 一 机 十 也 

@ 天 =0 

© 9 =0 

地 


do ton=0 
上 述 10 个 条 件 相互 等 价 , 对 近 复 流 形 M ,如 有 上 述 条 件 中 在-- 条 件 满足 , 则 
近 复 结构 可 积 ,由 定理 11.2 知 此 流 形 为 复 流 形 ,存在 复 解析 相 容 的 坐标 卡 集 .在 此 
流 形 上 ,不 仅 外 微分 算 子 ,日 协 变 导 数 算 子 及 李 导 数 算 子 都 有 很 好 的 性 质 , 即 存 在 
无 挠 的 近 复 联络 (定理 11.3) , 近 复 结构 的 无 穷 小 自 同 构 李 代数 在 了 作用 下 稳定 
{定理 11.4) 等 . 
极 易 证 明 上 述 三 类 10 个 条 忻 都 相互 等 价 ,下 面 仅 在 每 类 中 选 一 个 为 例 来 说 明 

证 明 步 又 .首先 证 明 条 件 中 外 等 价 . 令 世 与 到 均 为 [1,0] 型 切 场 ,由 (11.42a} 式 知 
它们 可 表示 为 

Z=X-UX, W= YY-UY, X,YEH#M) 
易 证 

ZU 有] =- NX,Y) -N(xX,Y) 
条 件 @ 加 即 要 求 上 式 左 端 为 零 , 其 充 要 条 件 为 ,对 任意 切 场 ,NU(X,Y) 为 零 , 此 即 条 
件 个. 
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下 而 证明 条 件 鲍 与 条 件 加 等 价 , 令 Z 与 W 均 为 [1,01j 型 切 场 ,条 件 信 说 [2Z， 
Wj] 也 为 [1,0j 型 切 场 , 它 们 雹 满足 届 1,42c) 式 ,而 由 (2.56) 式 知 
dF ZW) = ZW)— WEIZ})-- F(Z, WI)=0 
故 d 产 不 含 [0,21 弄 微分 形式 ,此 即 条 件 厨 .反之 ,从 条 件 辐 出 发 ,如 ZZ 与 古 均 为 
-1,01 型 切 声 ,代入 (2,56) 式 得 
F(Z, Wl}=0 
此 式 对 任意 8 E A"! 均 成 立 . 邦 [Z,W ] 为 [1,0] 型 切 场 . 


8$11.3 ， 近 辛 流 形 上 近 复 结构 “ 近 挡 米 流 形 (M,o ,有 万 ， 


前 面 我 们 曾 分 别 讨论 了 微分 流 形 M 上 二 种 重要 的 几何 结构 :具有 度 规 张 量 
场 g 的 球 坚 流 形 (M,g), 有 具有 辛 结构 的 童 流 形 (M,w), 及 具有 复 结构 的 复 流 形 
(ndT 

度 规 张 量 场 8 居 流 形 上 二 阶 协 变 对 称 双 线性 非 简 并 形式 . 

近 兰 结构 w 是 流 形 上 二 和 阶 协 变 反对 称 非 简 并 形式 ， 

近 复 结构 ) 是 流 形 上 一 阶 协 变 一 隆 送 变 张 量 场 . 

这 三 种 二 阶 张 量 场 紧密 相关 ,在 本 节 我 们 将 着 重 分 析 三 者 间 关 系 . 常常 可 由 其 
中 任 岗 个 可 导致 第 三 个 ,本 节 将 着 重 分 析 具 有 这 三 种 结构 的 近 厄 米 流 形 (M ,， 
17). 

首先 分 析 近 辛 结构 与 近 复 结构 的 柑 容 性 . 

令 (M,w) 为 近 辛 流 形 , 即 mw 为 流 形 M 上 非 退 化 反对 称 2 形式 . 当 M 上 纵 定 
一 近 复 缚 梅 J ECMD) ,如 J 满足 下 两 条 件 则 称 与 w 相 容 
(1) wtflX, JY)= wl X,Y), YER, YE HM)Y. 
(2) w( 久 ,JX) 之 0, 对 所 有 非 零 的 六 ENUM Y. {11.43) 

条 人 性 (1) 表 明 J 保 近 辛 结构 .进一步 由 条 件 (2) 及 w 为 非 退 化 2 形式 ,可 用 
(X,JY) 来 定 广 非 退 化 对 称 双 线 性 形式 


g{X, Y=u(X YY) = ofYX) = g(Y,X) {11.44) 
即 为 黎 曼 度 规 张 量 场 , 旦 近 复 结构 保 此 度 规 
8(IXJY) = g{X,Y) {11.45) 


其 有 相 容 近 辛 结构 w 与 近 复 结构 J 的 流 形 (AM,w,J) 称 为 近 应 米 流 形 . 其 上 常 可 定 
义 一 个 复 值 二 阶 协 变 斜 对 称 张 量 场 
HAM) x HM C0 (M) 
H(X,Y) = g(X,Y) ivotX,Y), YX,Y EM) (11.46) 
即 其 实 部 与 谥 部 分 别 为 度 规 结构 与 近 辛 结构 ,这 样 定义 的 二 阶 协 变 张 量 场 太保 近 
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复 结构 /, 即 满足 

HOUX,JY) = H(X,Y), YX,Y EE AM) (11.47) 
而 且 满 足下 列 性 质 : 
{1) 已 (X, 了) 相对 其 宗 量 是 实 双 线性 

Hf{iaX 十 下 了 et = acH(X, 2) + beH(Y,Z) 


YER,Y ZE HM), ab, ce.: (11.48a) 

(2) 复 余 对称, 即 HCX,Y)}=H(Y ,XX) (11.48b) 
这 里 上 横 线 代表 取 复 共 斩 . 

(3) HOUX,Y)= iH(X, Y) (11.48e) 

(4) H(X,Y}+H{(Y,X)>0 (11.48d) 


具有 上 述 4 性 质 的 二 阶 协 变 斜 对 称 张 量 场 归 称 为 厄 米 度 规 . 具有 厄 米 度 规 的 近 复 
流 形 , 称 为 近 此 米 流 形 (Calmost Hermitian manifold) 

具有 相 容 近 复 结 构 的 近 辛 流 形 (M ,w, 了 就 是 近 厄 米 流 形 . 

下 面 我 们 进一步 分 析 两 相关 命题 
命题 11.6 任意 近 复 流 形 允 许 有 顾 米 度 规 . 
证 骨 首先 由 定理 4.2 知 任意 微分 流 形 上 均 可 定义 黎 曼 度 规 张 量 场 g ,对 于 近 复 
流 形 (M,/) ,利用 8 与 近 复 结构 J 可 如 下 定义 一 个 /作用 不 变 的 麻 规 张 量 场 


GOXY) = FCg(X YY) + gOUX YD), YX.YE HM) (1.49) 


如 此 定义 的 度 规 张 量 场 6 在 7 作用 下 不 变 
人 (JJ TY) = G(X,Y) (11.50) 
进一步 可 用 下 式 引 人 与 卫 相 容 的 近 辛 结构 : 
二 YY) = G(X,Y) 
于 用 (11.46) 式 得 到 满足 (11.48) 诸 式 的 近 厄 米 结构 
H(X,Y) = G(X,Y) -IG(UX,Y) (11.51) 
命题 11.7 任意 近 辛 流 形 (M ,o) 上 都 存在 满足 (9.43) 的 相 容 的 近 复 结构 / ,因而 
允许 有 厄 米 度 规 . 
证 明 设 (M,a) 为 近 辛 流 形 , 令 gg 为 其 上 一 度 规 能 量 场 . 利用 w 及 g 可 得 到 满足 
下 式 的 张 量 算 子 4 和 了 (AD): 
wlX,Y) = g(tAX, YY), YX,Y € IM) (11. 52) 
为 明确 起 见 我 们 对 A 对 流 形 M 上 一 点 的 切 空间 了 ,(M) 的 作用 进行 分 析 . 
因为 w 及 g 艾 为 非 退 化 形式 ,上 A 为 了 ,(M) 的 可 道 自 同 构 算 子 , 而 TCM) 的 在 
一 是 首 自 同 构 算 子 必 可 作 极 北 分 解 


$11.3 近 玉 流 形 上 近 复 结构 近 所 来 流 形 (Ma 331 ， 
A = BU 


其 中 B= (AA')3 为 自 伴 对 称 恒 正 算 子 ,而 
O= 有 AIO=AB 
满足 
OF = B'AAB!= BBB!: i 
OO=AB A A(AAD)'A= i [11.53) 
中 已 为 让 变 算 子 . 
由 (ll.51) 式 因 w 为 反对 称 ,g 为 对 称 , 故 算 子 4=- 4, 玉 = 日 ,得 
他 = 一 口 , 代 入 (11.53) 
0 = -id (11.54) 
即 心 为 近 复 结构 算 子 .有 c 可 证 
wOX OY) = g(AOX,OY) ~ g(OAX, OY) 
= g(AX.Y) = wlX,Y) 
满足 (11.43a) 式 ,O 保 近 辛 结构 ,而 旦 可 让 
(ON = g(tAX,OX) = OBS DODX) = g(BX,X) 
由 于 B 为 自 伴 对 称 恒 正 算 子 , 故 |] 式 恒 正 (11. 43b) 式 也 被 让 明 . 政 如 十 引 作 的 近 
复 结构 算 子 〇 ( 沁 为 也 为 与 近 辛 结构 相 容 ,而 (Mo ,站 为 近 厄 米 流 形 . 
下 面 我 们 再 认真 分 析 近 厄 米 流 形 (M,w,T) 上 的 厄 米 度 规 张 量 场 万 , 它 满足 
(11,48) 各 式 ， 
HOX,Y) = wo{X YY) -iafX YY) = g(X,Y) iw(X,Y) (11.55) 
由 上 节 分 析 我 们 知道 ,对 近 复 流 形 ,可 将 切 场 及 余 切 场 复 化 ,可 得 到 的 本 征 
值 为 + i 的 .1,0] 型 与 [0,1] 型 切 场 及 余 切 场 .下 面 设法 将 厄 米 度 规 张 量 用 复 化 余 切 
场 的 11,0] 型 基 矢 组 }# | 与 [0, 匡 型 基 矢 组 } 多 1 表示 . 
由 (114.2 的 向 可 选 go ,wr ia=t ,| 为 复 化 余 切 场 的 基 , 同 时 也 是 原 实 余 切 
场 的 - -组 基 , 有 


jo ow or = a, 
设 |e。, 忆 i 为 在 实 切 场 集合 元 M) 中 与 1 ,wr | 对偶 的 一 组 天 矢 组 ,利用 对 慢 关 系 
《11 .2 和 及 (1.52) 式 易 证 


失 场 X,YE2TN 可 表 为 
A 二 Ee, 十 并 下 一 和 7e。 十 nFE, 
由 
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FF = tiw, Fo= 0 i 
利用 1a ,ew 与 1e, Fi 的 对 蛋 性 可 证 
1 
利用 (11.53} 及 厄 米 度 规 性 质 易 证 
HOX,Y)= (8 TE NH i He, ,es) 
= 再 (es ,er) ,X,Y) 


全 
hs = H(e, ,es) 
则 of 将 度 规 张 量 场 FH 表示 为 
H= ha OF (11.56) 
可 将 其 对 称 部 分 表示 为 
ds = ha = Ha DP+P OY) (11.57) 


其 反对 称 部 分 w 加 表示 为 
wm = Fh A = Sha DOP- FD) 


进一步 如 近 复 结构 J 可 积 , 即 为 复 结构 . 这 时 (IM ,w, 了 站) 为 具有 恒 正 定 应 米 度 
规 的 复 流 形 , 称 厄 米 流 形 .下 节 我 们 将 对 它 认 真 分 析 . 


8311.4 天 米 流 形 (AM ,HH) 


当 近 所 米 流 形 (M ,ww , 站 上 近 复 结构 上 无 挠 , 即 为 复 结构 . 这 时 流 形 M 为 具有 
正定 厄 米 度 规 的 复 流 形 , 称 为 厄 米 流 形 {Hermitian tnanifold) 

忆 米 流 形 (AM ,H) 上 复 结构 耳 可 积 ,在 其 每 点 邻 域 可 选 局 域 复 坐 标 系 | 17. 
可 选 余 切 场 基 矢 组 ;dx* ,dxz* 17 ,它们 分 别 为 [1,0] 型 与 [0,1]j 型 余 切 场 .同时 可 选 其 
对 俩 基 矢 13, ,17 为 切 场 基 矢 组 ,它们 分 别 为 [1,0] 型 与 [0,1] 型 切 场 .这 时 可 将 
厄 米 度 规 的 对 称 部 分 (11. 56) 与 反对 称 部 分 (11.57) 表 示 为 


ds” = hiadz" de (11.58) 
w = hod A de (11.59) 

其 系数 13; 可 排 成 nx xn 阶 对 称 非 奇异 正定 抵 阵 
H= (ha)€ .(n) ( 复 n x 证 阵 ) 11.60) 


其 行列 式 hh 圭 detH >0. 可 用 1 表示 五 的 逆 算 阵 的 矩阵 元 , 即 满足 
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hh = ,hah = 6 (11.61) 


2 维 复 流 形 为 实 22 维 流 形 ,可 进一步 如 (11,1) 一 (11.4) 式 选 实 切 从 及 实 余 
切 从 的 基底 ,将 复 结构 J 表 为 标准 形式 . 当 将 ;个 坐标 : x" ir 排 成 一 排 , 记 为 x 三 
(zi, dz 二 (dz! dz ,可 和 将 ds: 记 为 
ds = dzHdz! = 3 (deHdz’ + dzHdz') 


进一步 将 (ds ,dz) 排 成 ] x2n 和 矩阵 ,可 将 上 式 记 为 


1 _ | 互 01|dz' 
ds* 一 本 tdz ds) 一 | 
LDO H!ldz! 
1 I TH 0 if fdr'! 
= 二 (dz ,dy) | 站 | ! 
2 i -i 0 Hl 这 有 dy 


进 - :上 B 各 (11.11}) 记 = zx”, 记 2xn x2n 算 阵 
G=4| I | 0 | -3 H+H | 
2 io 瑟 i 2 HH- 证 H+H | 
注意 到 五: = 百 , 上 式 为 对 称 正 定 实 和 矩阵 ,为 实 2 维 流 形 的 黎 曼 度 规矩 阵 ， 
ds = dr G dx' = g,dx'dr, i,j = 1, ,2n (11. 58a) 
即 复 » 维 厄 米 流 形 (AM ,上 ) 为 具有 黎 曙 度 规 的 实 2n 维 获 菇 流 形 , 且 具有 保 度 规 的 
可 积 的 复 结构 了 ,为 同时 具有 相 容 的 复 结构 和 度 规 结构 的 复 流 形 ,也 可 记 为 ( M， 
引用. 其 度 规 结构 
ds’ = hade" dz”, n= 1, .n (1E.58) 
= gdr'dr, i 1 ,2 (1].58a) 
及 相应 的 基本 2 形式 
oo = hod A de 
为 流 形 的 近 辛 结构 , 易 证 它 是 实 形 式 , 且 其 次 外 守 w" 关 0( 因 忆 二 det( ha) 关 人 0) 为 
流 形 M 的 处 处 非 零 的 体积 元 ,是 2 维 上 同调 群 H2rtM,e) 的 生成 交 , 即 
H™”Y(M,*:) 0 (11.62) 
对 于 流 形 M 上 任意 两 切 向 量 场 . 
其 = 名 3 二 名 3-， Y = + 玉 册 (1.63) 
可 利用 上 述 度 规 张 量 定义 向 量 场 间 内 积 


(X,Y) = h(E + 入) (11.64) 


:334 ， 第 十 - 章 复 流 形 


也 可 在 同 险 微分 形式 疗 引 人 整体 内 积 运算 ,为 此 需 对 厄 米 流 形 引 人 Hedge * 运算 . 
Hodge * 是 保持 张 量 线 任 结构 的 线性 算 子 ,可 由 它 对 微分 形式 的 基底 作用 完全 确 
定 ,其 定义 如 下 : 


i 2 


* (de A A de Adet A A ds) = 加 Cn plln oq}! 
和 EBs dz A A da A dz A A dz s 


11.65) 
其 中 台 为 推广 的 Lievi-Civita 完全 及 对 称 张 量 
Eo = I, he= detha), asp = esn 
EE" Hy 二 AE Es, a (11.66) 


易 证 


#] = 加 (Dripdet AAA 二 


= hdz Ady A Adr"Ady= 竹 (11.67) 


它 是 流 形 M 上 最 优 体积 元 ,与 {4.25) 式 比较 ,h*= |det(g,)| ,二 者 结果 … 致 ,为 了 
更 明显 地 看 出 二 者 的 一 致 性 ,以 一 维 复 空间 为 例 
x#gdz = *(dr+idy) = dy — idr =— idz 
xdz = # (dr —idy) = idz 


dz A dz =—2idx A dy 
* {dz A dz) =- 2i¥ (dz A dy =—2i 


*1= drAdy=3drAde 


以 上 运算 表明 (11.65) 定 义 的 * 算 子 与 $4.2 定义 的 实 2n 维 黎 曼 流 形 上 Hodge * 
算 子 相 一 致 ,这 里 可 将 * 称 推广 的 Hodge * 算 子 . 
对 任意 ( p,q) 形式 gE A? (M ,有 ) 
Oo Te z,2)dz"t A 下 de Ad A A de 
(11.68) 
可 证 


其 Fp 三 并 弛 p 


(11.69) 


:9 
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即 * 算 子 是 可 与 复 共 思 e 运 算 交 换 的 实 算 子 ,而 且 呆 以 证 明 


* ga = (— 1 "Go 


po {11.70) 
与 (11.32) 比较 二 者 仍 是 相符 会 的. 下面 分 析 是 $4.2 节 的 简单 推广 , 即 利 用 
Hodgc* 算 子 可 在 两 朵 型 微分 形式 间 引 人 整体 内 积 , 可 引 人 与 微分 算 子 对 偶 的 余 
微分 算 字 ,并进 - 步 引 人 Laplace 算 子 等 . 仅 这 时 注意 由 于 在 复 流 形 上 有 | x* ,x1 两 
种 坐标 ,所 有 陋 数 也 者 取 值 在 复数 域 , 故 形式 上 比较 复杂 些 , 要 小 心 处 理 ， 

设 (AM ,为 肾 致 闭 这 米 流 形 ,对 于 两 同型 微分 形式 mr A (Mh) 
问 .可 利用 对 偶 算 子 (Hodge * 算 子 ) 定 义 其 整体 内 积 . 即 cr, 如 (011.68) 式 形 
式 . 


tp To oa Ede A A de A de A A de 
(11.68a) 
HH 令 
gr 5 可 (11.71) 
易 证 
fo 站 交工 一 2 | 
pg oe phoa! 0 
= Too Mg, ‘11.72) 


即 为 流 形 M 最 优 体 积 元 的 倍数 ,于 是 可 在 两 相同 型 微分 形式 间 定 义 整体 内 积 
(global inner produet ) ， 
- 一 FP 
(op.as ropa) 一 |。， A Thy = | 
这 样 定义 的 肉 积 (;) 具 有 以 下 性 质 ， 
1) 斜 线 性 : 当 og,r,pE A**(CM AI) 


| 11.73) 


(a;r) = (ro) 
(ac + brip) = a(o;yp) + blr;o), abte 《11.74) 
2) 正定 
(0;0) 六 0 和 ,等 导 成 立 当 上 间 仅 当 o = 0 (11.75) 
于 是 可 对 任 微分 形式 aE A” (WM ,pn) 可 定 六 其 模 
lg l=v (eo) (11.76) 


在 厄 米 流 形 (M , ) 的 微分 形式 A (M,h) = 时 D514”?(MM ,有 ) 上 可 定义 外 
微分 算 子 
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I } 可 1 器 一 0 本 
= ~、 ‘+ dy = 2 + dz j= 9+3 
d 2 de 3 dy 9 d <- 十 习 和 


~ de de 
(11.77) 
其 中 
0 一 de 2 人 
2 
可 We Ei Dry yp ADP-l 
过 和: A A 
当 微 分 形式 5E A (MM ,五 ) 满 号 
aa -0 


则 称 e 为 全 纯 (holomerphic) (pp,g) 形 式 .这 时 a 可 表示 为 
ohn sds" A A de A de A A de 
其 中 系数 函数 大 -。a 吉 (z) 满 趾 9f=0, 即 函数 (>z) 为 全 纯 丽 数 , = 微分 形式 当 
其 系数 函数 为 全 纯 函 数 时 ,被 称 为 是 全 纯 微 分 形式 . 
由 于 厄 米 流 形 上 复 结构 可 积 ,0 及 0 算 子 内 有 性质: 
9:0=0, .=0, 5- -Da ‘(11.78) 


在 厄 米 流 形 (CM ,5)= (CM,g ,J) 上 可 如 (4,33) 式 引入 余 微 分 算 子 5, 复 > 维 厄 米 流 
形 为 实 2n 维 著 曼 流 形 , 帮 按 (4,33) 式 


8 = xdx = 一 (7+0)x 一 中 上 可 
其 中 
= ax AP p APl'e 
A A (11.79) 
这 里 注意 , 余 微 分 算 子 相当 于 在 对 俏 空 间作 外 微分 , 与 5 算 子 对 偶 的 余 微 分 算 子 是 


9= 一 *9x ,而 且 注 意 ,在 作 Hodge * 运算 后 , 当 进 一 步 作 3 运算 时 ,推广 的 LeviCi 
vita 张 量 含有 度 规 张 量 hfz ,z) ,对 它们 也 需 作 用 ,因此 在 具体 计算 时 形式 上 足 比 
类 似 于 d 与 8 相对 于 流 形 上 微分 形式 内 积 是 相互 伴 随 算 子 
(da;B) = (Ca;8B), a EM (MM), BE A'(M) 
可 以 证 明 , 相 对 于 此 米 流 形 上 微分 形式 的 整体 内 积 ,0 与 83,3 与 3 是 相 并 伴随 的 算 
(a.B) = (a dF), a€E A BE A (11.80a) 
Da,B) = (a,98), oa EE AMT BE A (11. 80b) 


$11.4 厄 米 流 形 (M ,日 ) : 437 ， 


证 由 * 算 子 定义 {11.65) 可 看 出 , 当 aeEA ,8E A”"* 则 
eg A#B EA 
de A #8) = 90 A #8B)= 9 xB+t(- I) a Aaxp 
= Da A xtah xoxp 
= daA #8-aAx*p 


(Qa;sf) — (eid08) = | A 有 


上 故 当 M 为 紧 狐 闭 流 形 ,3M =0, 利 用 Stokes 定理 得 
(9a1B) = (a;98) 
(11.80a) 得 证 ,类 似 (11.80b) 也 可 证 明 . 
黎 曼 流 形 上 Laplace 算 于 定义 为 
A= (dt8): = d+8d 
它 是 自 伴 随 算 子 
{Aa38) = (eAB) 
类 似 在 厄 米 流 形 上 可 定义 男 外 两 种 偏 1.aplace 算 子 
DD=9+8 
问 = 本 +83 (11.81) 
利用 (11.78) (11.80) 式 可 以 证 明 它 们 都 是 白 伴 随 算 子 
(LlaiB) = ta;L]B) 
(Dja;B) = (ci 口 8) (11.82) 
月 如 a 满足 口 z =0, 当 和 且 仪 当 34 =9a=0, 如 a 满 是 a=0, 当 有 目 仅 当 30 = Bo = 人 0. 
在 尼 米 流 形 上 有 三 种 Laplace 算 子 A, 口 , 癌 , 一 般 它们 互 不 相等 .在 -- 般 必 米 
流 形 上 ,含有 * 的 微分 算 子 的 计算 都 很 繁 . 厄 米 流 形 上 存在 有 讶 规 结 构 及 复 结构 . 
二 者 虽然 相 容 , 但 是 一 般 不 存在 与 二 者 均 相 容 的 无 挠 联络 ,这 是 我 们 在 下 节 韶 着 再 
分 析 的 内 容 . 因此 像 口 与 口 等 二 阶 微分 算 子 的 计算 很 复杂 .我 们 这 里 先 初步 分 析 
厄 米 流 形 上 Hodge * 算 子 与 复 结构 J 的 特点 及 相互 间 关 系 . 正 由 于 顾 米 流 形 上 存 
在 度 规 结构 ,可 定义 Hodge * 算 子 . 它 仅 依 赖 于 黎 螺 度 规 结构 与 定向 , * 为 实 线性 
算 子 , * 1= 气 为 实 2 形式 ,处 处 非 零 , 为 流 形 M 的 最 优 体积 元 ,利用 * 可 定义 流 
形 M 上 整体 内 积 (也 称 为 Hodge 内 积 ), 并 可 引入 余 微 分 算 子 5, 它 是 外 微分 算 子 
相对 Hodge 内 积 的 伴随 算 子 . 另 方 面 在 厄 米 流 形 M 上 还 存在 可 积 的 复 结 构 了 , 利 
用 复 结构 /可 在 复 化 切 从 及 余 切 肉 上 引 人 人 双重 阶 化 [ p,q] 张 量 ,使 流 形 上 Fv 形式 
可 进一步 分 解 
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A'(M) -四 YAM 


旦 可 让 明 这 种 直 和 分 解 相对 Hodge 内 积 是 相互 正 交 . 
证 邻 sEAM(M),rEA ,pt+g=r+s .省 它 们 间 gA *z 为 [nx 一 rip,n—s 
49] 形式 .因此 当 H 仅 当 >=Pps=g 时 ,Ayxr 才 为 2n 形式, 否则 ecAxr 将 为 
夫 

下 委 讨 论 记 米 流 形 下 联络 表明 , 保 复 结构 与 度 规 的 红 米 联络 常人 存在 挠 率 , 无 挠 
保 度 规 的 歼 曼 联络 不 保 复 结构 ,使 得 在 分 析 门 与 口算 子 时 将 很 复杂 , 仪 对 Kahler 


流 形 上 一 切 简化 , 口 = 了 = 34， 


S311.5 风 米 波形 了 上 上 仿 射 联络 


厄 米 流 形 CM ,下 ,存在 度 规 结构 及 与 它 相 容 的 复 结构 . 监 求 联 络 满足 
1) 你 度 规 


v0=0 (11.83) 
2) 保 复 结构 
VY = YY, YX,YE HM) (1E.84) 
有 时 要 求 联络 满足 无 撮 条 件 . 
3) 无 措 
VxY— YX= X,Y| {11.85) 


以 上 三 条 件 常 不 能 同时 满足 .满足 (11.83}(11.85) 志 的 元 乒 棵 上 度 规 的 联络 称 
歼 闸 联络 ,正如 第 四 章 的 分 析 , 此 两 条 件 可 惟一 确定 联络 形式 :将 联络 用 度 规 张 量 
场 一 阶 导数 表达 的 Levi-civita-Christoffel 联络 .由 联络 决定 的 和 乐 群 为 S02n) 用 
黎 曼 联络 常 不 能 保 复 结构 , 遇 (11.84) 式 一 般 不 能 满足 . 

胃 方 面 ,满足 (11.84),(11.85) 式 的 保 复 结构 的 无 挠 联络 , 常 称 近 复 联络 . 近 复 
联络 决定 的 和 乐 群 为 GIL(n ，), 近 复 联 络 常 不 保 度 规 ,好 (11.83} 式 一 般 不 满足 . 

如 放弃 无 挠 条 件 , 则 可 存在 同时 保 复 结构 与 度 规 结构 的 联络 , 即 要 求 联络 仅 满 
足 411.83) ,1.84) 式 ,这 种 联络 称 为 厄 米 允许 联络 ,一般 仅 由 (11.83), 011.84) 式 
不 能 惟一 确定 联络 ,可 进 - 步 要 求 联 络 1 形式 为 [1;0] 型 | 形式 ,这 种 联络 称 为 [1， 
中 增 顾 米 联 络 , 可 证 这 时 曲率 2 形式 为 [1,11 型 ,而 挠 率 2 形式 为 [2,0] 型 . 下面 就 
来 分 析 这 些 问 题 . 

在 复 n 维 流 形 M 上 , 选 局 域 复 坐 标 系 iz* 17 ,为 明确 起 见 , 令 希 腊 文 指标 a ,8 
取 ] 到 ,而 令 入 省 文 指标 j,k… 取 了 …,;1,… ,7 . 选 自 然 标 架 13, |, 用 浴 变 早 
数 算 子 立 来 定义 仿 射 联络 


$11.5 厄 米 流 形 上 仿 射 联络 C39 


V3,9, 一 ma, (11. 86) 


仿 射 联络 原来 定义 在 实 向 量 从 上 , 现 进一步 复线 性 延 拓 到 复 向 量 从 上 , 令 
-7 (11.87) 


注意 到 复 自然 标 架 为 复 结构 本 征 矢 
Ja = 让 ， 各 =- 过 


故 对 保 复 结构 的 近 复 联络 ,由 条 件 (84) 可 证 


rd4) 
Ya = 这 ,aa = ia = 1Y,9, = Ja 


得 
m=0=7 (11. 88) 
如 进一步 娄 求 联络 无 找 : T= ,结合 (11.88) 式 可 证 ,联络 三 ,的 非 零 分 量 仅 有 
5 或 读 


即 所 有 其 有 混合 指标 分 莉 的 联络 均 为 零 . 保 复 结构 的 无 挠 联络 的 和 乐 群 为 
CGLa，D) ,这 种 联络 称 为 近 复 联 络 . 
如 放弃 元 挠 条 件 , 而 要 求 联 络 保 毛 米 度 规 即 联络 满足 
vhs=0 {11.89) 
再 结合 联络 保 复 结构 条 件 (11.88) ,得 
dh = haly + hel (11.90) 
满足 此 式 的 联络 态 称 为 龙 米 多 许 联络 . 由 上 式 看 出 仅 由 保 复 结构 与 保 厄 米 度 规 
两 条 件 还 不 能 完全 确定 联络 .如 进一步 楼 求 所 得 联络 1 形式 也 为 [1,0] 形 式 , 即 
m= [de 
即 要 求 
T=0 (11.91) 
这 时 可 解 得 
Ts, = hoghy (11.92) 
所 得 联络 称 为 尼 米 流 形 上 [1,0] 型 联络 .可 以 证 明 , 在 局 域 坐 标 作 全 纯 变 换 时 ,[1， 
0] 型 联络 仍 保 持 为 [1.0] 型 联络 , 即 如 此 定义 的 [1,0] 型 下 米 联络 是 与 局 域 坐 标 系 
的 选取 无 关 的 . 
将 (11.92) 式 写成 征 阵 表达 式 即 
T= (H)''9H (11.92a) 
将 它 代 人 曲率 2 形式 n 的 表达 式 : 
N=drT+TAT=-(H)3H A {HH + (H}Y'99H (11.93) 
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此 式 表 上 明 曲 雍和 矩阵 2 为 由 [1 ,1 型 微分 形式 榕 成 年 阵 . 而 将 [1,0] 型 联络 (11,92a) 
代 人 撞 率 的 表达 式 立 即 看 出 其 挽 率 矩阵 由 [2,0] 型 微分 形式 给 成 . 

总 之 ,在 厄 米 流 形 的 切 从 上 存在 惟一 确定 的 站 ,0] 型 允许 联络 , 它 的 曲率 矩阵 
为 [1,1j 型 , 挠 率 和 矩阵 为 [2,0 ] 型 ,这 种 联络 又 称 为 厄 米 联络 , 厄 米 联 络 的 和 乐 群 是 

U(r) CC GLin ,0) (1 Oc2n) 
可 将 以 上 结果 别人 表 11.1 以 使 参考 比较 : 
囊 11.1 厄 米 流 形 上 三 种 联结 及 其 满足 条 件 
保 复 结构 条 件 

国 国 本 


和 所幸 
无 CLII， ) 


歼 虹 联络 无 V, guy = 人 0 (HN2n) 
rs=0= Vhs=0 
厄 米 联 络 -一 二 二 Utn) 
[2 ,的 型 操 率 [1,0] 型 ,T¥p =0 


在 厄 米 流 形 上 存在 有 复 结构 ,还 有 在 复 结构 了 作用 下 不 变 的 厄 米 度 规 .在 厄 
米 流 形 上 存在 两 种 性 质 不 同 的 无 挠 联络 ;平行 移动 复 结构 的 无 挠 联络 称 近 复 联络 ， 
其 和 乐 群 为 GL(n ,5) ;平行 移动 黎 曼 度 规 张 景 的 无 挠 联络 称 歼 曼联 络 , 其 和 乐 群 
为 O(2n). 这 两 种 无 措 联 络 一 般 并 不 相 容 .无 挠 联络 往往 不 保 厄 米 度 规 , 保 米 度 
规 生 保 复 结构 的 [1,0] 型 联络 , 称 厄 米 联络 ,其 曲率 形式 为 [1,1] 型 , 找 率 形式 为 [2， 
0j] 型 . 


$11.6 Kihler 流 形 
厄 米 流 形 (M ,5 ) 上 定义 有 恒 正 厄 米 度 规 
ds* = hadz” de 
及 其 相关 的 基本 近 辛 形式 
名 三 hade’ A de 


它 是 实 形式 ,w= w, 常 称 为 Kahler 形式 .如 果 流 形 M 的 Kabler 形式 可 积 , 即 为 辛 
形式 ,满足 闭 撒 式 条 尾 


dw = 0 (1t.904) 
则 称 流 形 (M,w ,六 为 Kahler 流 形 , 由 dw =0 条 件 得 
hg _ ha ha _ dho 
Ig” er ’ EE 痢 yd (11.94a) 


即 hj 可 局 域 表 示 为 
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ps = F(z,z) 
中 Orda 
这 里 F(z,z) 为 实 苞 数 , 称 为 Kahler 热 . 这 里 应 注意 ,虽然 厄 米 度 规 张 量 hs 可 在 
Kahier 流 形 上 整体 定义 ,个 是 Kahler 势 F(z,z) 仅 可 局 域 定义 , 且 不 惟一 ,在 
Kahler 势 作 下 列 变换 下 ; 
Flz,r)— Fe,z)+ GI {ze}+ G,(z) 
其 中 G1(G;) 为 任意 全 纯 ( 反 全 纯 ) 函 数 ,所 导出 的 厄 米 度 规 张 量 h5 不 变 . 
将 (11.95) 代 入 流 形 基 本 辛 形式 w 的 表达 式 得 


(11.95) 


w= had A da? = 500F(z,z) (11.96) 
此 即 在 复 流 形 上 推广 的 Poincare 引 理 ;对 任意 闭 形 式 ww; 
dw = (a+ayom= 0, dw = 0,9w = 人 0 (11.97) 
必 可 局 域 表 达 为 双 正 台 形 式 ， 


在 Kahler 流 形 M 上 ,由 于 尼 米 度 规 hs 满足 约 东 条 件 (11.94a) , 故 这 时 [1,0] 

型 厄 米 联络 (11.92) 式 
了 = haghs = Ds {11.98) 

三 米 联络 挠 率 为 零 1 尼 米 联络 挠 率 为 零 是 厄 米 流 形 为 Kahler 流 形 的 充 要 条件 .无 
找 顾 米 联 络 也 称 为 Kahler 联络 . 

Kabhler 度 规 是 复 流 形 上 最 优 度 规 , 其 上 度 规 结构 , 复 结构 ,以 及 无 抗 条 件 都 相 
容 . 无 挠 的 数量 度 规 也 保 复 结构 .Kahler 流 形 在 各 种 物理 问题 中 经 常 出 现 ,我 们 将 
对 它 作 更 认真 分 析 . 

在 Kahier 流 形 上 ,Kahler 联络 受 很 强 的 限制 ( 保 度 规 , 保 复 结构 ,无 乒 ) ,联络 
系数 的 非 零 分 量 公有 


ry = 1 = Ty, = (11.99) 
曲率 张 量 系 数 非 零 分 量 仪 有 
Ry = TH = Rg (11. 100) 


注意 这 时 由 率 张 量 比 通常 黎 曼 曲率 张 量 多 By 变换 的 对 称 性 . 上 式 也 可 通过 与 度 
规 张 量 的 缩 并 得 四 阶 协 变 曲率 张 量 的 表达 式 

一 oh wm dha hy 
erD dr’ dx 
HF Pe 2 F BF 
Da dae’ Dy dar dr de ord dw 


可 
下 二 ha pp 


(11.101) 
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上 节 曾 提 到 在 厄 米 流 形 上 作 余 微分 运算 时 ,由 于 Hodge * 运算 后 会 出 现 度 规 
张 量 场 ,因此 在 进一步 作 微 分 运算 时 会 很 复 染 .但 是 在 Kahler 流 形 上 ,Kahler 联络 
无 挠 ,在 微分 形式 上 普通 外 微分 与 协 变 外 微分 作用 相同 ,而 且 度 规 场 的 协 变 外 微分 
为 零 .因此 在 对 偶 空 间作 外 微分 时 仅 需 对 系数 作协 变 外 微分 ,使 问题 简化 很 多 ,可 
得 


dos = 一 #0,p = 四 ET "fo a 
de" A A dz A dz A A de (11.102) 
Bop =— #0x gp0 = -全 -二 jzF dz" 
plita— 0)1! 1 
A A dz A de Ad (11.103) 
下 面 计 算 Kahler 流 形 上 的 Laplace 算 子 . 
A= d8 + 6d= (3+0)(9 + 0)+ (8 1+)(0 +3) 
= (39 + 6) + (38 + 89) + (BH + 和) + (39 + 交 ) 


珂 以 证 明 
1) a8+89=0, 39+o=0 (11.104) 
2) 口 = 口 = 了 A (11.105) 


了 


证 99,., = ST oT a dz Adzel A A dz Adzt A hd 


1 .- - - 
THT pT gif sp hm de 人 Ad 和 Ad Ad 


(11.106) 
结合 (11.106) 与 (11.108) 式 得 
yg 2{— 1)F1i 加 wp dL 
2 
dzi 站 【11. 107) 
一 2{—1) 产 
le yh fe. A wr 疯 Yo+l 
"dz A A dot A dei A A deh-! (11.108) 
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fo a sl Rm = 0 {11.100) 
F 式 最 后 - - 步 是 由 于 上 晶 训 张 量 非 沦 分 明和 仅 . 1,1] 型 如 (11.100) 式 , 国 此 
+ 淆 =0 
类 似 可 证 绍 +99=0 以 及 口 = 39+ -8+ 鸭 - 口 为 实 算 子 , 政 
上 = 门 + 门 =2 =2 了 


满足 Ao, ,=0 的 -p,q 1 形式 0 , 称 为 [p,y1 谐 和 形式 ,Kahler 流 形 上 基本 六 
形式 ww 是 是 [1 ,与 谐 和 形式 . 即 木 促 满 足 dw = 二 0, 而 且 吕 证 
Sw — (+ 9)w = Dm = Om = 人 0 (11.110) 


证 w= 于 As Ade 


; i 得 4 lin _ 3 
车 rp 到 4 【7 一 1 Go yy, A ,所 站] 
dz A Adr 1 Adz' A hd 


i i 2i( 一 1 和 an 1+ 本 和 
| ) Gr 各” | 


der A Adet tc AST A A de 


证 意 到 (重复 指标 求 和 ) 
Ah 一 
(RN )》 = 一 有 二 TAR, + hh hs 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 (11.94a), 令 yy 一 a 并 对 a 求 和 得 
(hh ), — - hh ,+ hh hp" = 0 (11.111) 
故 Ax m0 
类 似 可 证 ,3#* w=0, 戌 9w =0=Bw ,Sw =0. 口 
在 Kahler 流 撒 上 ,对 全 纯 形 式 a€ A (M1) 
dg =0 
可 以 证 明 ( 利 用 (11.109) 式 1) 习题 9.5) 
ez -0 
故 
Cs-0 


再 由 (11.108) 式 知 
AT = 二 0 
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即 = 必 为 谈 和 形式 .在 Kahier 流 形 上 ,其 全 纯 形 式 相 对 Kahler 度 规 自动 为 谐 和 形 
式 .反之 也 对 , 即 由 Ac=f 可 得 ac=0, 使 每 一 谐 和 形式 必 为 全 纯 形式 . 
紧 致 Kahler 流 形 有 很 强 扼 扑 限 制 ,Kahier 形式 的 各 阶 外 和民 
志 二 加 ， 村 
直到 ”个 w 外 于, 均 非 零 , 月 都 是 谐 和 撒 式 ,它们 是 各 偶数 阶 上 同调 群 厅 (MM, :) 
(rr 二 2,4,… ,27) 的 牛 成 元 ,它们 都 沾 会 在 整个 流 形 上 表达 成 正 合 形式 ,这 因为 ,n 
个 名 的 外 科 


Aw = EE A(dz A dz)= nlxl 


由 于 上 = det(h3) 0, 故 对 紧 训 流 形 M 有 
V = | Aw >0 
如 果 有 / 个 w 外 乘 为 正 合 形式 , 即 下 式 成 立 ; 
Aw =wA- Aw= da 
出 
ja AAw= [da AAw)=0 


下 牛 . 故 Kahler 形式 的 各 阶 外 乘 均 非 整体 正人 台 形 式 . 黎 Kahler 流 形 的 所 有 偶数 阶 
Betti 数 均 非 零 . 

复 流 形 上 是 否 存在 Kahler 度 规 ,是 电流 形 的 拓扑 性 质 决定 的 .这 里 我 们 注意 ， 
任意 复 流 形 均 可 定义 尼 米 度 规 , 龙 米 流 形 条 件 与 具有 复 结 均 条 件 相同 ,它们 都 是 偶 
维 定向 流 形 ,对 紧 致 流 形 , 其 最 高 阶 Betti 数 非 零 .而 对 Kahler 流 形 , 需 要 有 更 强 的 
条 件 .各 偶 阶 Betti 数 均 非 零 ( 参 见 $7.8 表 ), 下面 我 们 举 一 人 允许 有 复 结构 (允许 有 
毛 米 度 规 } 但 不 允许 有 Kahler 度 规 的 流 形 例子 ;Hopf 流 形 . 

例 11.1 Hopf 流 形 : 存 C" -40 中 由 等 价 关 系 =2xz (1 所 i 所 #) 生 成 的 离散 群 
记 为 卫 , 由 它 产生 的 商 流 形 
C—O Ss” '!xS! 
称 为 Hopi 流 形 , 它 是 复 流 形 ,但 是 由 Kunneth 公式 知 
Hi(S! x S2 1 = 0, 中 六 2 
故此 Hopf 流 形 不 是 Kahler 流 形 . 

一 般 可 以 证 明 , 任 意 两 奇 维 球 的 乘积 S* x S" 常 有 复 结构 ,但 不 是 Kahler 流 
形 , 不 允许 有 Kahler 度 规 . 

下 面 举 可 以 具有 Kabler 度 规 流 形 的 例子 ， 

例 11.2 M = 人 "具有 自然 的 Kahler 度 规 


号 11.5 Kiahjer 流 形 ” 343“ 


ds? = > de dz 


tw = 3 Dd A de = Ndr A dy (11.112) 


A 


由 十 w 具 常 系数 ,dw =0, 为 Kahtler 度 规 , 也 可 表示 为 
w= 3937, f= > | ze 
例 11.3 M= 2 P" ,这 是 一 种 重要 的 Kahler 流 形 ,DZP" 为 了 -10 中 通过 原点 复 
直线 集合 ,每 复 直 线 变 单位 球面 S”'' , 且 仍 可 差 复 相 角 变换 ， 
DT SALT) 
即 当 取 S$” 中 点 的 坐标 ; 


要 求 度 规 在 相 角 变换 下 不 变 
ze ce 
这 时 
dz 一 eds + iz dg), de re*(dz - iz dp) (11.113) 
可 如 下 引信 在 上 上述 变换 下 不 变 的 厄 米 度 规 
ds ”= Sidede - (V1 wd )( YRdz) 
由 此 度 规 决定 的 ,用 2P"” 中 齐 次 坐标 表达 的 基本 辛 形式 可 表示 为 
| 之 | Pde A da 一 ze de A de 
a 


此 式 在 = 的 尺度 变换 下 不 变 , 即 是 定义 在 LP” 工 .在 z" 去 0 的 邻 域 ,可 到 在 此 邻 域 
的 局 域 华 标 系 


名 一 2 a 二 1,2,…,n 
de Ade - Eeede A de . 
写 3 1 1 a 1 A 
w= TT 1 | -= 99In(l + >, F8) 


(11.113) 
即 -P" 流 形 为 Kahler 流 形 . 小 述 相关 度 规 称 为 Fubini-Srudy 度 规 ， 


当 n=1, 2P' 之 S? ,可 用 球 极 投射 学 标 (球面 半径 "= 部) 
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2_ dz'dz _ dri+dy 11.116 
de 1. ) 


idzAdz drAdy -1 _ 
多 二 万 (ira (+ Fr yy 7 Intl + zz) (11.117) 


$11.7 Kihler Einstein 特殊 Kahler 流 形 及 竖 Kahler 
流 形 的 Hodge 分 解 定理 


住 黎 坚 流 形 上 度 规 张 量 场 g(r) 为 对 称 、 双 线性 、 非 简 并 张 量 场 ,利用 度 规 可 
引入 歼 曼联 络 与 曲率 ,曲率 张 量 的 缩 并 可 得 Ricei 张 量 六 ,Ricci 张 量 场 :#, (x) 也 
为 对 称 双 线性 非 简 并 张 量 场 ,一 般 黎 曼 流 形 w, 与 六 间 关 系 复杂 .在 Einstein 研究 
广义 相对 论 时 , 曾 在 用 Ricci 张 量 表达 的 引力 场 方程 中 ,再 添加 与 度 规 场 成 比例 的 
宇宙 项 , 且 研 究 了 仅 含 宇宙 项 的 真空 场 方程 . 这 种 令 Ricci 张 量 场 与 度 规 张 量 场 成 
比例 的 空间 称 为 Finstein 流 形 . 下面 我 们 分 析 在 Kahler 流 形 上 类 似 关系 . 

在 上 节 曾 指出 ,在 Kahler 流 形 上 上 ,其 基本 辛 形式 

好 二 Sy hade’ da? = 了 95F(s ,7) 


为 实 闭 [1,1] 形 式 , 满 足 
HU 一 中， dw = 0 


这 时 无 挠 歼 受 联络 保 复 结构 , 保 复 结构 太 厄 米 度 规 的 联络 挠 率 为 零 , 非 零 腾 络 分 量 
公 { 见 (11.99) 式 ) 
, = Ty = hhg,,, ry = 1, 
因此 擎 况 曲 率 张 量 的 非 零 分 量 仪 ( 见 (11.100) 式 )， 
Ras = Rs =— Ts 

将 它 与 一 般 歼 最 曲率 张 量 对 比 它 有 两 突出 特点 ， 
1) 由 后 两 指标 特点 看 出 ,用 它 组 成 的 曲率 2 撒 式 必 为 [1,1] 形 式 ， 
2) 中 间 两 指标 交换 对 称 , 使 得 黎 曼 曲率 张 量 的 缩 并 运算 (得 Ricci 张 量 ) 与 曲率 2 
形式 的 取 迹 运算 (得 示 性 类 ) 祖 联系 . 

在 Kahler 流 形 上 ,Ricci 张 量 R。 = Ri 具有 性质 


TS 


Ink 


dw dt 


Ra = Rs =— a=- (Rh = det(h®)) (11.118) 
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可 引信 Ricei 形式 
0 = 次 adz" A dz = — i90lnh 
显然 Ricei 形式 是 实 闭 形式 ,满足 
P= Pi do =0 {J1,119) 
在 Kahler 流 形 上 有 两 种 实 闭 2 形式 ;Kahler 形式 w 与 Ricci 形式 p, 二 者 关系 一 般 
复 洒 .但 在 特殊 情况 下 , 当 Kahler 流 形 的 Kahler 热 下 = FF{ xz ,zxz) 满 足下 述 方程 ; 


2 
2in det (58) + AF = G1(2) + G2) C11. 120) 

其 中 CCGa ) 为 任意 全 纯 { 到 全 纯 ) 函 数 ,， 为 实 常 数 , 则 由 上 式 推出 
p= ju (11.121) 


这 种 Kahler 流 形 称 为 Kahler-Finstein 流 形 ,其 度 规 张 量 为 Einstein 度 规 . 
例 11.4 M= PSS ,如 (1.116) 式 取 Kahier 势 


F= nfl1+ cz) 
FF 1 


避 之 科 之 (| + ze) 


2In 7 + Aln(l + zz) = ln(t] + zz)(A —4) 


| 
(1 + zx) 
芍 当 4 =4 满足 条 件 {11.120). 

对 于 - - 般 复 投射 空间 4 , 当 取 Fubini-Study 度 规 (11.115) 式 ,可 以 验证 其 
Kahler 热 


满足 条 件 (11. 120) , 且 取 
= 27 2 C11. 122) 
即 .PpP" 是 Kahler-Einstein 流 形 . 
流 形 M 的 黎 曼 联络 曲率 2 形式 0 的 迹 称 为 M 的 第 一 陈 类 


= = Rh dz’ Adr EH(M.) 14.123) 


当 流 形 上 存在 Kahier 度 规 时 ,由 (11.118) 式 引 人 的 Ricci 形式 o 与 第 -… 陈 类 0 等 
价 (忽略 比例 常数 因子 二 者 相等 ), c;, 是 流 形 的 拓扑 示 性 类 ,表明 Kihlei 流 形 上 
Ricci 形式 po 是 流 形 的 拓扑 示 性 类 , 它 与 流 形 M 上 和 乐 群 约 化 的 拓扑 障 但 相关 ,下 
面 就 来 分 析 此 问题 . 
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2 维 黎 曼 流 形 , 其 联络 和 乐 群 可 约 化 为 O(n), 这 因 歼 盟 联 络 保 度 规 , 它 保持 
矢量 问 标 积 在 平 物 时 不 变 . 联 络 保 度 规 表 现在 其 黎 曼 曲率 张 量 前 两 指标 反对 称 
Rn = Rg 


歼 曼 曲率 2 形式 只 可 作为 和 乐 群 O31) 的 牛 成 元 . 

对 Kahler 流 形 , 其 艇 曼联 络 也 保 复 结构 ,使 2n 维 歼 曼 流 形 同时 为 ” 维 复 流 
形 , 其 和 乐 群 为 

Utn) = SU(n) x TH) 

Ut ) 群 不 是 尘 单 李 群 ,为 己 积 流 形 , 相 应 度 规 可 否 进 - 步 约 化 ,什么 是 进 -- 步 约 化 
的 拓扑 障碍 ” 

Kahler 流 形 上 Ricci 形式 p 实质 上 是 流 形 上 正则 线 从 ( 流 形 上 全 纯 ”形式 线 
从 ) 上 的 曲率 形式 ,是 U(1) 焙 的 生成 元 . 仅 当 Kahler 流 形 上 Ricci 形式 0 为 止 合 形 
去 ,这 时 称 为 Ricci 平 Kahler 流 形 ,其 和 乐 群 可 由 U(x) 约 化 为 SU( x ) 和 乐 群 可 约 
化 为 SUt3i) 的 流 形 称 为 特殊 { special)Kahier 流 形 . 

对 nn 维 复 流 形 , 其 第 一 陈 类 ., =0 的 充 要 条 件 是 存在 处 处 非 零 旦 非 奇 异 的 全 
纯 ”形式 ,1959 年 Calabit 猜想 c, =0 的 Kahler 流 形 可 以 允许 有 Ricei 半 Kahler 
度 规 , 和 乐 群 为 SU(n)》. 1977 年 Yau 进 一 步 证 实 了 Calabi 猜想 , 故 通常 将 c, =0 
的 Kahler 流 形 称 为 Calabi-Yau 流 形 , 其 上 存在 惟 一 的 Ricei 平 Kahler 度 规 ,其 和 乐 
群 为 SUCn ) , 即 Calabi-Yau 流 形 为 一 种 特殊 Kahler 流 形 . 

Kalyza-Klein 理论 将 物理 上 真实 的 四 维 闵 空间 看 成 由 遍 维 空间 部 分 紧 至 化 得 
到 ,而 内 部 紧 臻 空间 的 和 乐 群 表 坝 为 物理 时 空 场 的 内 部 对 称 群 . 物理 学 中 常 将 内 部 
对 称 群 选 为 紧 致 半 单 李 群 ,例如 SU(n) 套 .对 Kahler 流 形 ,和 和 乐 群 必 为 U{n), 如 要 
求 利 乐 八 为 SU( za ) , 流 形 上 相应 度 规 将 很 复 灯 ,和 乐 群 的 进一步 约 化 存在 拓扑 障 
碍 .因此 c, =0 的 Calabi-Yau 流 形 在 弦 场 论 等 理论 物理 中 得 到 重视 和 应 用 . 

在 本 章 最 后 我 们 简短 介绍 下 紧 致 Kahler 流 形 上 Hodge 分 解 定理 , 它 是 分 析 
Kahler 流 形 拓扑 性 质 的 重要 工 上 只， 

对 紧 敏 流 形 M ,存在 de Rham 上 同调 群 ,可 由 具 复 系数 的 4 闭 形式 表示 : 

HFM,) = Ker d/lm ad 


在 紧 致 Kahler 流 形 CM,w,J) 上 ,J 为 可 积 复 结构 ,可 引信 双 重 阶 化 微分 形式 
[p,gqj 形 式 . 


A:(M) = 3 Are(M) 


户 1 多 二 上 


这 种 直 和 分 介 相 对 整体 内 积 是 相互 正 交 .由 于 5.5=0, 可 引信 Dolbeault 上 同调 群 ， 
由 0 闭 [p,4] 形 式 表示 
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AT OM)) = Ker 3/Imd 
对 具有 Kahler 度 规 Kahler 流 形 上 ,存在 Hodge 分 介 定 理 ,de Rham 群 与 Dolbeault 
群 都 可 用 诺 和 形式 表示 . 
oe AM),Aw = 0 
i = lo €E AMTAM), Dw = 0 
每 上 同调 类 孝 存在 一 个 谐 和 形式 . 即 存 在 同 构 关 条 
HM HM ,CC) 
WM) = POM NY) TT H(AM) 
可 以 扯 朋 线性 独立 谐 和 形式 维 数 为 有 限 , 流 形 M5 的 Betti 数 
beth) = dim (CM) = dim M,C) 
为 拓扑 示 性 数 . 串 称 
HI*(CM) = dim WET MY) = dim HB (M) 
为 流 形 M 的 Hodge 数 , 它 是 M 的 复 结构 不 变量 ,不 依赖 度 规 的 选择 .在 Kabhler 流 
形 上 ,AZ2 口 , 口 均 为 实 算 子 ,日 相等 ,在 Betti 数 与 Hodge 数 间 , 可 以 证 明 存 在 下 
列 关 系 ， 
1) HAM, = > HM), b= ~, he 
lu= 身上 避让 
2) HMY=HE?M), hr = he 
3) 由 于 存在 处 好 非 零 体 积 元 #1 = wr /An 
A = A, :HH "(NH NT) 


hh” 0 p= hi 
再 结 台 前 两 性 质 ,得 5， 为 偶数 . 
4) hi*=h*!= 方 如 为 拓扑 不 变量 . 

5) 如 流 形 为 cj=0 的 Calabi-Yau 流 形 ,c, = 和 的 充 理 条件 为 存在 处 处 非 零 的 全 绩 
?形式 ,利用 此 全 纯 nw 形式 ,可 使 谐 和 [p ,0 形式 与 谐 台 [aa - 户 ,0] 形 式 对 偶 , 即 有 
he ~ h" 户 滑 
| 
例 日 ,SS 复 3 维 Calabi-Yau 流 形 Mi, 其 Hodge 数 57 可 排 成 攻 形 方块 ,由 于 性 质 
(2)1p** 二 有 ?图 中 应 左 厂 对称 ,性 质 (3)h" "7? =p", 使 图 中 相对 于 中 心 反 演 
对 称 . 故 只 需 研 究 图 11.1 坦 线 所 划 左 下 方 的 Hodge 数 . 

没 MP 为 单 连通 ,x {MM) =0， 
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b (MY) = dmH(M’) 


ji 
和 村 = tA =0 
| i A …h"" 二 0 并 由 性 质 (5):h =p" 1， 
hn =h" =0. 
所 寺 寺 寺 4 和 故 对 复 > 维 Calabi- Yau 流 形 ,独立 的 Hodge 
人 仪态 1 与 生 ? ,而 流 形 的 欧 垃 数 
hi | (Me) = Si D6 = 5 (1) 
， Ev pre 
和 一 20 ~ Ah) 
例 11.6 复 2 维 Calabi-Yau 流 形 MT ,如 
区 11.1 连通 及 单 连通 , 则 如 上 例 分 析 知 
ph 一 he 二 1 ， pi = 0 
其 Hodge 莹 形 可 表示 为 
1 
0 0 
1 hr 1 
0 0 
1 


欧 拉 数 ;y= 二 及 1 十 十. 
在 超 弱 理论 中 ,分 析 芝 对 偶 特 性 时 常 遇 到 的 并 ;, 面 ,是 2P? 中 由 4 次 齐 次 多 项 
式 的 零点 集 组 成 的 复 2 维 超 面 
Ky = {goes E SP I zd + zt + rit+ z= 人 0) 
它 是 连通 且 单 连通 的 Calabi_Yau 流 形 
YX = +4=24， hh'"=20 


习题 十 一 


1. 在 维 球 $" 中 ,哪些 是 复 流 形 ? 哪些 是 近 复 流 形 * 哪些 是 群 流 形 ? 哪些 是 可 平行 化 流 撒 ? 
2. 对 近 复 流 形 M ,如 设 
-atiw € ThtM) 
请 证 明 -so-iw €Th(M) 
3. 请 证 明 ,如 近 复 结构 无 挠 ,由 Wx =0 可 推出 Vat=0. 
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4. 请 证 明 厄 米 流 形 上 基本 2 形式 


i 
wm 二 dz A de 


为 扫 形 式 ， 
5. 在 厄 米 流 形 上 raE A“3 ff ,请 证 明 (11. 这) 式 
6， 请 证 时 在 Kahler 流 形 上 ,Kabhler 磋 络 系数 的 非 零 分 量 仪 和 有 
Ty 
而 曲率 张 匡 的 非 夫 分量 仪 有 
Rs = Rm =— .3 


7, 请 证 明 Kahler 流 形 上 全 纯 形 式 必 为 谐 利 形式 . 
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第 十 二 章 ” 旋 量 ” 自 旋 流 形 


旋 量 在 物理 中 非常 重要 . 基本 粒子 都 具有 本 征 角 动 量 : 自 旋 .粒子 自 旋 的 奇偶 
性 与 多 粒子 体系 遵守 统计 密切 相关 . 旋 量 是 相对 论 量子 力学 ,量子 场 论 夏 究 的 基本 
对 象 ,但 是 旋 量 没有 自治 的 经 典 访 学 模型 对 应 , 旋 量 是 与 空间 轨道 运动 无 关 的 转动 
牛 成 元 . 

自 旋 几何 是 歼 曼 几何 的 特殊 课题 . 自 旋 结构 依赖 度 规 ,依赖 度 规 的 共 形 等 价 
类 ,与 室 间 复 结构 相关 .这 是 我 们 在 第 1 节 介 绍 旋 量 概念 时 着 重 强调 的 内 容 . 

紧 埃 流 形 上 旋 量 场 的 整体 存在 可 能 存在 扩 扑 障碍 ,但 流 形 局 域 总 可 定义 旋 景 
场 ,在 平 空间 总 可 定义 旋 其 场 . 在 第 2 节 分 析 物 理 时空 (4 维 闵 空间 } 的 Lorentz 变 
换 与 具 旋 变换 ,介绍 物理 学 中 常用 的 旋 量 张 量 分 析 . 第 3 节 分 析 各 维 空间 中 Dirae 
旋 明 ,Weyl 旋 量 , 纯 旋 明 (pure spinor) ,第 4 和 分 析 各 维 旋 量 空间 的 实 结构 ,分析 是 
否 存 在 Majorana 志 象 .在 第 5 节 我 们 将 分 析 紧 致 流 形 上 自 旋 绩 构 及 Spin" 结构 的 
存在 问题 .第 6 节 讨 沦 自 旋 结 构 的 联络 与 Tirac 算 子 . 


$12.1 旋 量 


旋 量 是 流 形 上 一 种 重要 的 几何 结构 .首先 要 强调 的 尾 , 旋 晤 不 仅 与 方向 有 关 
( 流 形 定向 的 改变 会 使 自 旅 反 向 ) ,而且 与 流 形 的 度 规 结构 有 关 . 保 度 规 的 线性 变换 
群 为 正 交 群 ,经 典 李 群 中 仅 正 交 群 有 旋 量 表示 。N 维 殖 最 流 形 上 正 交 标 架 变换 群 
SO(CN ) 为 连通 李 群 ,但 非 单 连通 ,其 单 连通 覆盖 群 Spin( N) 的 基本 表示 ,也 称 为 
SOCN) 的 旋 芋 表示 ,存在 下 述 群 同 态 正 合 系列 
-2 FSpin(N)— SO(N)})— 1 (12,1) 
群 Spin( N) 的 基本 表示 是 SO(N ) 群 的 “ 双 值 表示 ” ,表示 空间 S$ 称 为 旋 量 空间 ,其 
成 元 称 为 旋 量 ,相当 于 矢量 的 “ 开 方 ” ,两 柑 互 4 反 向 的 旋 量 对 应 于 -个 矢量 . 

量子 万 学 中 Schrodimger 方程 : 


1 到. 


三 
2 
不 满足 Lorentz 协 变 性 .在 量子 力学 建 并 不 外, 将 量子 力学 与 狭义 相对 论 结 介 ， 
提出 Klein-Gordon 方程 


i = (E+ Vr))y (12.2) 


§12.1 旋 其 ”353 ， 


-2 
一 hy = (— he V+ me (12.31 


此 为 满足 Lorentz 协 变性 的 4 维 闵 空间 变动 方 程 ,由 于 方程 愈 对 时 间 二 阶 导 数 , 存 
在 负 概 率 困 难 .物理 学 中 国 果 性 原理 党 要 求人 研究 只 会 时 间 的 一 阶 徽 商 的 方程 ,区 许 
有 直接 概率 解释 .1928 年 Dirac 提出 将 (12.， 3 网 边 丹 方 ,有 端 能 里 算 子 


E 二 一 we 十 四 me 
和 引信 Dirae 方程 : 
i 下 2 = Hy = {— ilicg :V+ Bme* )y (12.4) 
其 中 y 为 窒 有 4 个 分 量 的 旋 量 , 称 为 Dirac 旋 量 ,而 & 与 8 均 为 4x4 年 阵 ， 
0 六 J 0 
ai 二 ;PB = {12.5) 
dl! 0 — 1 
5, 为 3 个 Pauli 短 阵 ,J 为 2x2 单位 拓 阵 
0 1 人 人 0 0 
0 2 ol 7 1 7 | 
(12.6) 


Dirac 利用 矩阵 完成 了 在 四 维 牺 理 时 空中 时 = cp + me 的 开 方 ,而 引 和 人 旋 量 vw 
这 一 重要 概念 . 

二 和 白 年 前 数学 家 欧 拉 也 曾 发 静 三 维 欧 空 间 EF? 中 矢量 的 “ 开 方 " 得 放量. 即 对 
EE* 中 矢量 


VY= ri+ 好 + 2k， 有 【12.7) 
1770 年 欧 拉 研究 矩阵 (+ 只 + 2 三 WW? 的 开 方 
W = al 十 yr + sos = - ”> (12.8} 
T+ 1 一 
detW = (r+y + 2) 
将 整个 空间 转动 , 令 转轴 平行 于 (天 ,nm， 人 转角 
9 = 2arctan 放 vm tnt+e {12.9) 


利用 W 欧 拉 发 现 户 中 转动 有 的 种 新 表示 : 


Uw 2 
W = = 


1+ (mtn +1) 


(12.10) 
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注意 转角 8 表达 式 {12.9) 中 国 子 2, 当 8 转动 为 4x 时 W 转 回 至 原 位 ,而 这 时 夫 蜡 
V 已 转 两 周 , W 为 矢量 V 的 二 重 覆 盖 . 欧 拉 所 找到 的 这 种 转动 群 的 新 表示 , 即 转 
动 群 0(3) 的 旋 量 表示 . 

以 上 我 们 强调 旋 量 的 引 估 与 空间 庶 规 结构 有 关 ,将 矢量 用 度 规 缩 并 后 再 开 方 
本 得 旋 量 , 旋 量 是 矢量 的 双重 覆盖 .其 次 我 们 强调 旋 基 结构 仪 依赖 度 规 的 共 形 等 价 
类 , 存 4 维 闵 空 间 ”中 光 维 结构 共 形 不 变 .De Sitter 空间 中 零 模 (nu 山 矢 量 ( 模 为 
零 的 非 零 矢 量 ) 决 定 空间 光 维 结构 .最 简单 的 旋 基 是 零 模 矢 量 的 开 方 . 称 为 纯 旋 重 
(pure spinor) ,1938 年 Elie Cartan 曾 利用 空间 的 零 模 天 量 来 引 人 旋 量 , 为 说 明 此 
点 ,我 们 先 分 析 下 古老 的 勾 . 股 . 弦 问 题 (Pythagorean triples)， -个 正 整数 (r,y， 


空 ): 


z {12.11) 
好 (rwvyg) 组 成 3 维 De Sitter 空间 E*' 中 零 模 矢 量 , 可 将 它 用 2x2 对 称病 阵 表达 
人 十 -rr y | 
二 ， detS 二 也 【12.12) 
时 & 一 了 
存在 2 分 量 族 最 $ [。], 使 得 
1 |z 十 工 了 | I (la: ap 
万 .= $$' = (ab)= (12.,13) 
.YY zr) | labp Bb’ 
即 
z=a +h, r=a -4, y=2a (1]2.14) 


当选 任 啊 相对 互 素 整数 (a ,2) ,由 上 式 可 得 满足 勾 股 苇 规 律 (12. 11}) 的 整数 解 . 反 
之 也 对 ， 
类 似 我 们 分 析 三 维 欧 空间 中 电场 五 与 磁场 召 ,将 它们 组 成 复 矢 量 
F=E+iB E 人 (12, 15) 
上 呆 将 它们 看 成 是 复 化 欧 空 间 
Fi oo 3 (12.16) 
中 矢量 .真空 中 电 伐 场 满足 
FE: = B’, E-B=0 {12.17) 
这 时 复 矢 是 下 = 下 + iB 为 零 模 矢 量 (F-F=0), 可 用 下 面 对 称 和 矩阵 表示 : 
F| +iF, iF | 
S= |， detS=0 (12. 18) 
iF, F) — iF,] 
进一步 可 将 满足 (12.17) 式 的 电磁 场 表 达 为 4 维 闵 时 空中 零 模 矢 量 , 即 令 
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kh" =|IE.=1B| 

Erk=ExB (12.19) 
易 证 

如 Kk-k=0 
可 将 零 模 矢量 (&" ,' ,上 ,写成 纯 旋 时 相 乘 


~ 


$$) = Pp (12.20) 


上 了 ， 


v= kg 二 


a 


其 中 mm= 了 :ic 为 Pauli 和 拖 阵 . 零 模 失 量 y( 满 足 dety= 中 可 “ 开 方 "得 旋 朋 更. 

出 以 上 分 析 还 可 看 出 ,为 得 到 旋 明 表示 ,党 将 表示 空间 复 化 { 止 交 群 的 旋 量 表 
不 常 是 复 表 水 ). 旋 量 常 与 流 形 切 从 的 复 化 有 关 , 与 流 形 是 省 存在 与 度 规 相 容 的 近 
复 结 构 有 关 . 
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四 维 流 形 .特别 是 4 维 物理 时 空 :简称 4 维 央 空 间 Mi , 旋 量 分 析 特 别 有 效 和 
方便 ,我 们 在 这 里 善 重 介绍 如 下 . 
和 在 M 中 选 正 交 归 一 基 矢 | e, 站 
(ee) = 区 


1 
加 (12.21 
| 
ds = pdrda, pv = 0,1,2,3 (12.22) 
任意 矢量 
v= Ve, = tegt+ re + yes + ees 
(vv) 二 | 了 {12.23) 
通过 原点 的 光 锥 上 点 ( 零 模 矢 量 ) ,其 坐标 (7 ,x ,y,z) 满 足 
-ry -2 =0 (12.24) 
可 用 光 锥 与 上 =] 超 而 的 交 ' 来 表示 将 来 零 模 方向 空间 ,其 坐标 满足 
7 ++ = 1] (12.25) 


空间 同 腑 于 二 维 球面 S*, 称 为 { 道 ) 大 休 球 (celestial sphere}) 5' , 球 E' 表示 观察 者 
视界 ,又 称 为 天 空 映 射 (skymapping). 5 上 各 点 坐标 (x ,xz) 可 用 … 复 数 上 表示 
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= 了 Li tr- ereot 5 (12.26) 


Ce -Yi (12.27) 


J 解 得 {12.26} 式 的 道 变 换 


oN A yh (12.26a) 
tot+l +l bot! 
为 了 表 涉 整个 将 来 光 维 方向 ,应 将 用 黄 个 复数 之 比 表示 
上 = /7 (12.28) 
这 样 可 解 得 光 锥 上 各 零 模 矢量 坐标 . 
= = 方 ( 共 - 列 )， + 大) 
万 (全 + 网) = 万 (他 - 天 (12.29) 


可 将 零 模 和 失 量 的 坐标 排 成 2x 2 厄 求 方 阵 , 其 行 姑 式 为 堆 
itz rtiy| (和 


1 


.1= (€,7) (12. 30) 


人 一 £—2! i (区 Wp) 全 
即 


零 模 矢 量 的 “ 开 方 "为 旋 量 wp 
C&,) 的 任意 复线 性 变换 , 果 导 致 (7 ,x ,vy,x) 的 实 线性 变换 ， 


“|= |: ?| 
py 7 ,| 


op = Ap, deA=1 (12.31) 
易 证 两 逐次 旅 量 要 柳 的 组 人 台 仍 为 满足 上 和 条件 的 旋 旺 变换 ,日 任意 旋 量 变换 符 阵 有 
道 短 阵 


é 
| ay, 及 ,7 ,六 天 a0- Bl 
?7 


即 旋 量 变换 ， 
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即 目 放 变换 集合 形成 群 
a pb 


Y + 


SL(2c) = {A = | | detA = 1| (12.32) 


将 自 旋 变 换 (12.31+ 代 人 (12.30) 可 得 零 模 矢量 的 变换 


十 t+ iy 
| ~ A (12.33) 


， 1 | 下 {lz TY tiy| 
二 = 


.ii tf —z |! TT—y fg 
此 为 (rzr,yyz) 的 实 线性 变换 , 且 保 持 
deth = detA4= -rw-e =0 

即 迹 换 (12.33) 定 义 了 保持 1* - zx: -yy 一 z* 不 变 的 零 模 矢量 变换 ,而 零 模 拓 和 量 你 
路过 整个 向 量 空 间 , 导致 整 个 向 量 空间 的 变换 ,于 基 可 得 秋 晤 间 Lorentz 变换 
Sook1,3). 这 里 下 标 0 表明 是 与 恒 等 抑 连续 连通 部 分 ,又 称 为 限制 Lorentz 群 
{restricted LOrentz group). 以 上 分 析 表 明 

每 . 自 旋 变换 (12.31) 相 应 于 一 个 限制 Lorentz 变换 (12.33); 反 之 :每 -限制 
Lorentz 变换 相应 于 两 个 自 旋 变 忆 ,其 中 一 个 是 另 一 个 的 道 . 即 自 旋 变换 群 SIL(2 局 ) 
为 Lorentz 群 Sm (1,3) 的 双重 覆盖 ， 


存在 SL(2C) 不 变 和 矩阵 : 
[0 1 
en = er =1 E=| {12.34) 
\'—-1 0 
可 利用 它们 在 旋 量 空间 升降 指标 , 伺 注 意 其 反对 称 性 ,约定 指标 左上 十 下 缩 并 , 即 
x 一 EX， Xa 一 Xe En 一 EC EraEaa (12.35) 
e 知 阵 在 SLI2,2) 下 不 变 , 即 令 
A= (a)ESLO,L), detA=1 
} | 0 中 et 有 
AeA = = edetA = & 
— detA 0 
即 
Eapaiat = ery {12.36) 


流 形 寺 张 量 妨 代数 是 切 场 及 余 切 声 的 各 种 张 量 积 代数 ,类似 , 在 4 维 流 形 M 
上 ,基本 旋 量 场 有 四 类 
1. 逆 变 旋 量 ES7 ,为 2 分 量 的 列 矢 量 . 

在 e=fog)jESLI2,D) 作 用 下 如 下 协 变 : 


HA = pat (12.37) 
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2， 册 变 旋 展 pn 包 与 
在 SL(2, 站 的 作用 下 , 按 we= (et 的 转 置 道 第 阵 8= ax 变换. 


Ra h 二 Ba ns, 六 = a = (8:) (1]2.38) 
易 匈 变换 前 后 旋 量 间 内 乘 $1 不 变 


Se 一 oi 一 E Ean = 有 1 一 人 
即 yy 是 的 对 偶 旋 荆 ,S =(0S_-) ,它们 的 指标 可 用 椒 变 张 量 e 来 下 降 或 上 升 ， 
另外 还 存在 与 S$ 共 轿 的 , 按 a 变换 的 旋 量 S' , 即 
3. 道 变 共 印 旋 量 x*€ 51! 
在 白 旋转 动 SL(2, -) 的 作用 下 后 a = (a$ ) 作 用 协 变 


-ey = Yoana’ (12.39) 
4. 协 变 共 斩 旋 量 tS， 
在 SLC2 ,作用 于 按 8=a ! 变 换 


cx * bi = Bits (12.40) 
这 里 我 们 注意 ,不 变 张 量 本 号 选 为 厄 米 和 矩阵 
En = EN “= Ep 
即 
本 'D -| . 
En 一 6 一 一 1， 二 | 一 er! 
1 0 
共 斩 旋 量 带 构 指标 提升 与 下 降 用 = 矩阵 ,在 SL(2, 纪 ) 作 用 下 旋 量 内 莱 不 变 
MX = pa 


即 $, 是 x* 的 对 偶 旋 量 ,S, = (5S')* ,它们 的 指标 可 用 不 变 张 全 < 来 下 降 或 提升 . 
这 四 种 旋 晤 场 是 四 维 流 形 M 上 大小 旋 量 场 ,它们 的 各 种 张 量 哥 可 组 成 流 形 
M 上 各 种 张 量 场 ,例如 

Ss = S05) = Hom(S. ,8S )= TM) (2.41) 

团 从 的 正 交 变换 SO(4, >) 可 由 左右 旋 量 变换 的 张 量 积 表示 
SO(4, 2) = SL(2, 5) x SL(2, 5)/Z, (12.42) 
注意 到 不 变 张 量 e 为 厄 米 矩阵 ,在 SL(2, 2) 的 子 群 SUI(2) 作 用 下 不 变 ,可 取 上 式 
SO(1,3) = SU{2) x SU(2)/Z, (]2.43) 
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为 研究 四维 物理 时 空 M* 中 向 景 与 旋 量 关系 ,中 引入 2 维 丁 短 阵 


5 = 方 (6)， n= 0,1,2,3, 而 = 1,2,3, (12.44) 
其 中 so 为 三 个 标准 的 Pauli 系 阵 . 
= |! 0 | 0 
"i 中 : |; oj -| - ‘12.45) 
满足 
Wo gd = ee {12.,46) 
进一步 可 引信 
go = Lg) (12.47) 
y2 
A = Wg Veraes a (12.48) 
满足 
WNBA = ExEED (12.49) 
及 
oe = tr(oa) = 
ao 全 = 如 (12.50) 
任意 2x2 厄 米 和 矩阵 
六 上 reir Ti 
| Y2 二 十 ji 1 
DdetX= Hrr =1 7 {12. 51) 


其 中 i 与 为 实数 ,组 成 M1! 中 逆 窑 矢量 .也 可 将 微分 形式 基 矢 1dx*1i 组 成 施 
基 形 式 


8 = drie,, a 一 dr a 


在 作 旋 量变 换 时 ,a = (a )€E SL(2, 1) 
9 "0= ofl = dreaoaol = do 
由 于 aea” 仍 为 厄 米 方 阵 , 故 必 可 用 1 | 的 实 线性 组 合 表示 : 
aga’ = 了 we (12. 52) 
由 于 旋 明 变换 保 旋 量 内 积 


360 + 第 十 “ 章 旋 量 日 放流 形 
det8 = detp 
得 
六 二 (12.53) 


即 寺 =(PODESOII3) 为 3 空间 矢量 的 Lorentz 变换 算 阵 , 昌 是 实 方 阵 . 
住 导 莽 为 -2 的 广义 黎 曼 流 形 上 (其 切 空间 为 4 维 闵 空 间 M'*), 选 广义 正 交 
几 一 标 染 }e. ,任意 实 向 量 X = &e, 对 应 有 厄 米 旋 量 
8 = gg, {12.54) 
1 1 


sto 


] 型 厄 米 旅 量 . 进一步 对 于 相对 广义 正 交 标 架 1e 有 的 {”] 弄 此 有 
Ti 区， 村 应 有 人 "] 型 放量 


THB = Tae gs {12. 55) 

按 此 规则 , 张 量 指标 都 可 代 以 -对 胜景 指标 ,并 可 进一步 按 指标 置换 对 称 友 反 

对 称 分 介 为 在 自 旋 变 换 Si.(2,“) 作 用 下 不 可 的 表示 变换 的 旋 量 张 景 . 日 注意 到 任 
两 指标 的 反对 称 部 分 : 

pan — Bns = 由 an {12.56) 


故 当 $8, 相对 指标 AB 反对 称 时 常 可 表示 为 


bp 一 一 Bn 一 六 和 eta 


即 可 将 不 变 * 短 阵 抽出 . 
将 各 种 张 量 方程 写成 旋 量 形式 常 使 问题 简化 ,分 析 方 便 . 例如 电 释 场 F, 为 反 
对 称 二 阶 张 量 ,可 写成 旋 景 形式 ; 


Fs 二 EAR 凡 三 上 EAB ap {12.57) 
其 中 gs ,Ws 均 相 对 指标 对 称 , 即 
1 


: ] 
gp = 由。 = 本 了 aae ， 师 5 二 由 一 3 Fes 


昂 证 (12.57) 式 相当 于 场 强 的 相对 Hodge * 村 偶 变 换 本 征 空间 分 解 . 这 里 x Hodpe 
+ 运算 按 标 准 定义 


导致 其 旋 量 形式 


必 12.3 Dirac 旋 姐 ”Weyl 旋 量 纯 旋 量 各 维 蔽 量 的 年 阵 表示 结构 “361 ， 


* Famp 二 一 + ieangin 
故 将 二 阶 张 量 写成 (12.57) 式 具有 很 方便 的 特性 : 
1) 如 Fo 为 实 张 量 ， 则 yin = $y 
2) 如 Fj 闵 自 对 偶 ， 赐 史 s = 站 
3) 如 下 ,为 反目 对 偶 ， 则 yss =0 


$12.3 Dirac 旋 量 Weyl 旋 量 纯 旋 量 
各 维 旋 量 的 算 阵 表示 结构 


n 维 流 形 M 每 点 切 空间 了 ,JM = VY 为 n 维 向 量 空间 . 歼 营 流 形 M 的 度 规 结构 
可 诱导 切 空 间 Y 内 度 规 结构 
g: VxXV > 
切 空 间 V 可 复 化 为 n 维 复 向 晤 空间 


VV= VO 
是 ” 维 复 问 量 空间 ,存在 自问 构 变 换 j ,J = 一 1， 
1! WV 


可 定义 与 度 现 相 容 的 厄 米 结构 
Cv = glvw) tigllvu,w) 
复 化 切 空间 可 作 极 化 分 解 
VV = Vv (12. 58) 
相对 诱导 所 米 度 规 , VCVW 为 VV 的 迷 向 子 空间 (其 中 矢量 的 厄 米内 积 为 零 )， 
而 其 上 外 积 空间 


S=A VI {12,59) 
可 由 它 实 现 Clifferd 代数 CE (WV) 的 忠实 表示 
7: CO — End (SS) {12.60) 


当 n=2k 为 偶 , 线 性 空间 S 的 维 数 为 2 ,而 当 =2k+1 为 奇 ,dimS ==2:. 
在 VV 中选 正 交 归 一 基 失 
lelt, (ee)=g, 
Y(te,) 二 iy, 满足 
Yr, + YY = 2g, 1, (12.61) 
其 中 y, 为 2 x2 复 算 阵 , 称 为 了 矩阵 
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=), i=1 on, op= 1,,2 
指标 i 为 切 空 间 矢 景 指标 ,a ,p 为 旋 量 空间 指标 . 王 算 阵 相当 于 上 节 分 析 的 矢量 与 
旋 量 间 转换 矩阵 . 由 年 中 集合 yx 上 生成 Clifford 代数 CZ 的 忠实 表示 . 当 限 制 代 
数 系数 为 实数 时 由 } ,17 可 为 CL, 的 忠实 表示 ,这 里 7 + 5s 一,r 一 s 为 流 形 度 规 
的 好 差 . 注 意 到 
Spinfr ys) C CI (12.62) 
通过 本 和 矩 隆 也 可 实现 Spin(7,s) 的 表示 
r: Spin(r,s) — End (S) 
a > ria) 12.63) 
妈 对 任意 aE€E Spin(7,s),wES 
rla)y = Ala}y 
具 中 4 为 2 x2* 矩阵 ,满足 
AYA = yy, L= (ESOCr3) (12.64) 
这 样 得 到 的 Spin( r,s) 的 表示 称 为 Dirac 表示 , 它 是 忠实 表示 ,但 不 一 定 不 可 约 , 肯 
示 室 间 5 中 元 素 y 称 为 Dirac 旋 量 .由 (12.,64) 式 看 出 , + AE Spinfr,s) 对 应 于 同 
一 个 工 姜 SOtr,s) ,存在 Spin( 7 ,s} 到 SO( x,s) 的 同 态 映射 
pe: 上 一 了 
它 是 Spin(r,5) 到 SOCr,5) 的 满 同 态 映射 ,Kerp = 2,， 
下 面 设 n =28 为 偶 , 令 


Yi = YY Ya 7 =1 (12.65) 

易 证 
ly,,Y,! = 0, [ys =0 (12.66) 

其 中 
5, = [yy (12.67) 


为 Spin( r,s) 群 的 李 代 数 spin, ,生成 元 .由 (12.66) 式 知 所 得 Dirac 表示 作为 spin, ， 
李 代 数 表 示 是 可 约 表 示 , 表示 空间 S 可 按 y， 的 本 征 值 上 1 分 解 为 两 子 空间 
S= S'S 
S'= IyESIYw= | 
S=igESIyg=-y (12.68) 


$12.3 Ihrac 旋 旺 Wevl 旋 其 纯 旋 贡 谷 维 旋 晶 的 筷 阵 表 砂 结构 


故 当 = 加 为 偶 ,具有 两 种 旋 景 表示 
mr Spin(r,s) — Fnd.(S’) 


此 两 表示 都 是 2 维 不 可 约 表示 ,师表 未 空间 S 中 成 元 
w= S14 7 )pE 5! (12.69) 


被 称 为 玉 eyl 旋 草 . 

下 面 我 们 将 着 重 介绍 纯 旋 量 (pyre spinor) 这 一 重 鉴 概 念 .上 .Cartan 称 径 是 最 
简单 的 旋 量 , 它 与 复 化 切 空间 近 复 结构 有关, 投射 纯 旋 量 等 价 于 复 化 切 空 间 的 
最 大 零 模 面 , 这 最 简单 的 旋 基 (simble spinor) 是 最 * 复 类 "的 (最 商 阶 零 模 ) 微 分 形式 
的 开 方 .下 向 我 们 先 简 单 涪 明 几 个 相关 概念 . 

首先 我 们 引入 与 旋 量 风 王 直 的 矢量 这 一 概念 , 即 令 

几 抱 六 ， ue VV 
当 
yinujw -0 
草 称 矢量 > 与 旋 量 垂直 . 可 以 证 明 下 述 
引 理 ”对 任意 韭 零 旋 量 y, 与 几 垂 直 矢 其 # 组 成 空间 
Ney) = In EV IY)y =0CV 

仪 依赖 寺 旋 明 多 的 方向 , 旦 空间 N{Y) 为 空间 VY 的 全 者 面 或 称 迷 向 空间 , 凤 对 
N( 四 中 任意 两 问 量 ww 与 v， 

{usw) = gluru)=0 
证 明 设 w,wvEN(GW)CV,， 


Yeu)r(tu) TD) = -2g(u,v) 
将 左 端 作 用 于 y 上 为 零 , 故 


I 


— 2g(u,w w= 0 

而 多 为 非 符 旋 量 , 帮 gfx.v)=0, 即 NN(y) 为 V 的 迷 向 于 空间 . 口 

下 面 亿 不同 角度 给 出 纯 旋 量 的 两 种 等 价 的 定义 : 
定义 12.1 旋 量 区 , 当 与 其 垂直 的 迷 疝 空间 N(y) 为 V 的 最 大 迷 疝 子 空间 (maxi- 
al isotropic subspace) ;由 称 为 纯 旋 晤 . 

最 大 迷 问 子 空间 与 室 辣 复 结构 相关 . 空间 VY 上 复 结构 是 指 V 上 白 同 析 变 换 

1: VV, -1 

给 定 复 结构 ] ,就 是 对 V 中 基 矢 组 给 了 一 种 定向 :jos sj se Jey，…,e. ,Je,i, 称 
为 与 了 相关 的 正 划 定 庙 . 每 个 复 结 梅 ,就 决定 了 一 种 最 太 迷 向 子 空间 的 分 解 ,就 决 
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定 .个 纯 放量 . 而 
n= 2k 维 空间 复 结构 模 空间 ~ SO(24) AU(A) 


其 维 数 = 也 上 Ck - 1), 故 独立 纯 艇 最 数 d= 3 了 AU -1 +1 


下 面 共 另 一 角度 来 分 析 此 门 题 . 为 使 分 析 简 化 , 仍 设 二 2k 为 偶数 , 令 为 (7 的 
不 可 约 表示 


y: Cl * End(s) 
2 全 加 
而 XY 满足 与 7 相同 皮 交 换 关 系 (12.61), 即 在 S 的 对 偶 空 间 S 定义 表示 .由 于 
Ci 为 单 代 数 ,在 5 与 8 间 存 在 同 构 B; SS* 
7 = By 有 (12.70) 
可 旭 目 定义 旋 量 空间 的 标 积 ， 
Cw” ,p= (BY,¢) = YB$ {12.71) 
即 
哆 的 了 = 的 攻 = Hom(y,$) € 人 
即 ge 可 按 Ci 表示 基底 生成 区 17y | 生成 


| Vp 
$B = 7 BY, 
7 一心 


其 中 
Bh = (Bg, Ye yy (12.72) 
定义 12.2 Wey! 旋 量 ”为 纯 旋 量 的 必 充 条 件 
多 和 =- Fb, $Y, 
即 
Br"itg,g) = Bh, rg =0, Li<k (12.73) 
妈 当 dimV = =2& 为 偶 , 纯 旋 量 是 ( 反 ) 自 对 偶 避 矢量 的 开 方 ,可 用 通过 原点 的 
面 代表 . 
类似 当 dimV = 为 奇数 , 纯 旋 量 可 由 通过 原点 的 一 对 (她 + ) ) 面 代表 ,它们 
相互 为 正 交 补 ， 
己 知 n=2k 时 Wey] 旋 量 空间 维 数 
D, = 2 = 2*! 
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而 这 时 独立 纯 旋 基数 凡 
4d = Ann-2)+1= Sh(k-I)+1 (12.74) 
而 当 nn =2& 一 1 为 奇数 时 Dirac 旋 景 空间 维 数 
D, = 2 = 2*71 
而 这 时 独立 纯 旋 量 数 
dD (12. 74a) 
证 Ci)n 一 2& 为 侦 .V 中 雪 模 锥 面包 的 方程 可 与 为 


而 QQ 中 人 一 1) 面 可 表示 为 


S 为 x 斜 方 阵 ,有 独立 参数 数 方 k(k 一 上 
(2 当 n=2k 一 1 为 奇 ,Q 锥 面 常 可 与 为 


而 这 时 ( - 2) 面 (与 友 面 正 交 ) 常 可 表示 为 
y= Vertes, z= Sr 
有 独立 参数 数字 &(& -~ 1), 即 证 口 


现 将 1 一 14 维 空 间 中 Wey| 旋 量 { 或 奇 维 Dirac 旋 量 ) 维 数 D, 与 独立 纯 旋 量 维 
数 d. 列 如 下 表 , 而 它们 的 差 (D, 一 #4, ) 即 纯 旋 量 所 必需 满足 的 附加 条 件数 ,附加 杀 
件 形式 如 (12.73) 式 . 


空间 维 数 " 
不 可 约 旋 量 空间 维 数 如， 
独立 纯 旋 量 数 a， 


了 -4 


例如 , 当 n=8,Weyl 旋 量 #$ 为 纯 旋 量 的 条 件 是 
‘Bp,p}=0 (12.75) 
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而 当 二 10,Wevyl 旋 量 $$ 为 纯 旋 量 的 条 作 是 
《BY 下》 一 0, a -5 (12.76) 


在 奇 维 空 剖 Dirac 族 量 y 为 纯 旋 量 的 条 件 也 类 似 . 

以 上 分 术 看 出 ,在 低 维 (2 过 7 了) 空间 , 奇 维 空间 Dirac 旋 量 均 为 纯 旋 量 , 偶 维 空 
间 Weyl 旋 虹 所 者 昆 纯 旋 量 ,在 低 维 空间 纯 旋 量 概 念 的 引 人 和 人 不 - 定 很 重 归 ,这 正 是 
我 们 过 去 忽略 它 的 原因 .但 是 在 忠 论 , 趣 引 为 理论 等 常 入 分 析 商 维 空间 中 的 旋 芋 
场 ,这 时 纯 旋 量 概 念 的 引信 起 重要 作用 .全 如 m=7 维 流 形 和 乐 群 的 6G, 结构 ,nm = 
8 维 流 形 和 乐 群 的 Spin(7) 结 构 , 都 与 存在 非 半 庸 可 平行 纯 旋 绰 场 有 关 . 存 华 下 定 
理 . 
定理 12.1 当 朋 仪 当 流 形 M 是 Kahler 日 Ricci 平 , 流 形 二 才 允 许 存 在 可 平行 纯 旋 
量 场 ， 

因此 Kahler 流 形 上 如 存在 整体 可 定义 的 纯 旋 量 场 , 则 必 为 Ricci 平 ,相应 联络 
和 乐 群 可 约 化 为 SU(Ca) .这 些 问 题 我 们 将 在 本 章 最 后 : 节 中 讨论 . 

附录 K 对 各 秩 Spin(,N) 群 及 其 表示 作 初 步 介 绍 ,我 们 这 里 仪 对 物理 文献 中 常 
过 到 的 各 秩 Spin 群 及 其 表示 的 一 - 些 特 点 作 简 单 介绍 。 

经 典 李 群 都 是 GLCN ，) 的 子 群 ,而 Spin( N} 群 不 是 GLCN, :) 的 子 群 , 尾 SO 
(AN) 群 的 普 适 履 盖 群 .通常 Spin(N ) 群 需 帮 助 Clifford 代数 来 实现 : 

Spin(N}) TC OS, Spin(r.s) CC 

附录 村 表 3 到 出 各 阶 4Y 的 矩阵 表示 结构 ,由 它 也 可 得 Spin{7x,s) 群 的 短 阵 表示 
结构 . 

Spin( N ) 是 连通 且 单 连通 紧 致 李 群 .经 典 李 群 中 SU(N),SP{N} 也 是 连通 HH 
单 连 通 紧 致 李 群 ,它们 是 GLCN ,. ) 的 子 群 ,而 Spin{ N) 不 是 , 当 N 宇 7 时 ,它们 碾 
个 同 构 . 但 是 存 N66 时 ,它们 间 常 会 存在 同 攀 对 点 , 下 面 列 出 这 些 同 构 美 系 . 


Spint N) 的 低 维 同 构 如 
Sbint31 一 SLI2)2SRPI 1) 


Se 的 年 阵 表 求 结构 


Spint6) Std) | 


Spin(t4}=Spint 3) x Spmnt3) 


Spint$) SP{2) 


上 表 厂 映 列 出 C7N” 的 逢 阵 表 示 结 构 , 它 们 与 左 端 所 示 Spin( N) 群 的 同 构 关 
系 是 自治 的 , 正 由 于 Spin( N) 群 的 低 维 实现 可 以 不 通过 Ctifford 代数 ,这 下 是 过 去 
物理 学 家 对 Cliftord 代数 不 够 重视 的 原因 . 而 近代 理论 物理 常 需 分 析 高 维 空间 中 
的 旋 量 , 当 N>7,Spin(N) 的 矩阵 表示 必须 通过 Ciifford 代数 的 矩阵 表示 来 实现 ， 


$12.3 TDirac 旋 时 Weyl 旋 最 娃 旋 量 各 维族 基 的 矩阵 表示 结构 367 . 


紧 致 正 交 群 SODCN) 连 通 但 非 单 连通 
not SO(N)) = 0, Xr (SO(N)) = ,， 
而 非 紧 致 下 交 群 SOCx ,ss) 有 两 连 遂 片 
Nn(SO(r,s)) = » (12.77) 


其 含 恒 等 元 的 连通 部 分 为 其 于 群 , 记 为 SO Lr ,s) ,其 其 本 群 


和 当 r 让 3,,=1] 
x (SO (r,s)) = x (SO(r)) x r, (SO(s)) =1 
I 当 r 3,s = 二 2 


ss 当 =2,s=1 
(12.78) 
在 物理 学 中 常 遇 到 的 浆 空 间 FR 以 太 De Sitter 空间 本 ,以 及 它们 的 推广 
天 (r 字 3) ,其 正 交 咯 的 连通 部 分 SO,(r ,1) 的 基本 群 


rm) = rr (‘12.78a) 
它 拉 也 存在 普 适 覆盖 群 Spinfr ,1) ,是 4SOV(r ,1)) 的 双重 敌 盖 ,有 短 正 合同 态 系列 
| > > 一 Spinfr 1) * SO r,1)—!1 (12.79) 


Spint 7 ,1) 是 非 紧 致 .连通 且 单 连通 李 群 , 当 N = r+1 宇 ?7 时 ,它们 的 实现 需 通 过 
《tr 的 邱 阵 表示 来 实现 . 当 是 在 N =r + 1 近 6 时 ,Spin(r,1) 常 会 与 经 典 非 紧 至 连 
通 李 群 SL(N , * )， 

SL(N,7)})= IAE Hom{(.*,.")ldeA=1|*:=. ,或 : 
存在 同 构 关系 .下 面 列 出 这 些 同 构 关 系 : 


Spint ,1 的 低 维 同 构 群 


Spin(2,1) "SL(2,.:) | = 
Spirnt3,1)SL2, - 


Spatd,1) 王 SP 11) 


Spin( 35, 1 二 SLC2.…1 了 


中 上 表 也 可 看 出 Spin( 7 ,1) 的 表示 与 OQ" 的 矩阵 表示 结 构 密切 相关 . 
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Si2.4 各 维 诞 量 的 表示 结构 ”Majorana 表象 


木 节 着 量 分 析 Spinf NN}) 群 的 生成 元 : 李 代 数 spin、 的 年 阵 表示 ,分析 旋 量 表示 
宝 间 是 否 存 宇 实 结构 .由 于 一 般 有 量子 引力 , 蓄 场 沦 中 物理 场 应 为 实 场 , 存 让 和 粕 于 上 反 
粒子 共 斩 变 搞 Y， 
t= ] {12.80) 
琶 本 节 着 重 分 析 各 维 旋 基 空间 是 否 存 在 实 结构 ,分 析 Majorana 表示 存在 条 件 . 
Spin(N) 群 是 了 NGN -1) 维 紧 致 连通 二 单 连通 李 群 ,是 SO(N) 群 的 2 重 覆盖 
群 ,存在 2 对 1 的 同 态 投射 
pi: Spin(N) — O(N) 
A-»R 
而 表示 第 阵 间 连 系 如 (12.64) 式 
A(R)7YA(R) = 7R (12.81 
而 两 群 Spin( N) 与 OfCN) 在 恒 等 元 处 切 空间 正 交 转动 矩阵 可 表示 为 


R = expt 3 Hr,,) 


A(R) = exp( 才 bo ) (12.82) 
而 相应 李 群 的 李 代 数 生成 元 可 表示 为 


r= dRR = Fd, € sox 


A=dAA = dp， € spins (12.83) 
已 知 无 穷 小 转动 惩 阵 > 为 实 和 Nx 反对 称 先 阵 组 成 , 令 e 为 在 点 行 ! 列 为 1 而 其 
他 元 素 为 零 的 N x N 绰 阵 , 则 在 有 一/ 面 转 动 第 阵 生 成 元 r, 可 表示 为 
一 【2.84) 
它们 满足 sov 李 代 数 运 算 规则 
[rg rom] = rr (12.85) 
将 无 穷 小 转动 表达 式 代入 (12.81) 式 


(1 + TAA 一 0 ) = YY,(1+ 3 ), 
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Mu ~ YAn = Ylra), = Td, - 6, {12.86) 
是 要 求 tr =0, 满 足以 上 条 件 的 一 般 解 为 
An = 3 [7) (412.87) 
易 证 它们 满 起 
| 一 Grd jm t i ~ On 和 OApm {12.88) 
将 十 式 与 {12.85) 式 比较 ,表明 两 李 代 数 同 构 
spinw 一 Sn {2.89) 


这 样 通过 王 年 阵 17y 上 得 到 的 李 代 数 spin; sov 的 表示 ,区 可 称 为 正 奖 群 OIN) 
的 旋 量 表示 ,表示 所 作用 空间 S 为 221 维 向 量 空间 , 称 为 旋 量 空间 ,S 沾 问 量 称 
为 Dirac 旋 量 ， 

附录 .5 曾 给 出 Clifford 代数 C7、 的 表示 邱 阵 ;7 | 的 具体 表达 式 , 其 其 体形 式 
如 (J.34)(.3) 式 ,它们 满足 (g, = 5,) 


YY + yy, = 26, (12.90) 
可 选 各 y 为 尼 米 和 拓 阵 , 且 为 各 正 矩 阵 : 
y=y,=y,! (12.91) 


而 spinw 李 代 数 生成 元 


ha = [Ye] = ER 
为 反 厄 米 甜 阵 . 
当 N=2k 为 偶 , 荆 窒 阵 中 展 后 苑 素 
yi = (Dy ya (12.92) 
满足 
Yr =, {yyl =0,0y,a] =0 (12.93) 


下 由 于 spinx 的 所 有 生成 区 放 均 可 与 yj 对 易 , 旋 量 Dirae 表示 可 约 , 旋 其 空 间 S 可 
进一步 按 y, 的 本 征 值 +1 的 本 征 态 分 解 
S=5D5 


其 中 

S'=iy€ESIyw= yi 

S= 1y€ESIy#=- yy (12.94) 
如 可 引入 捞 射 算 子 
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好 = 了)gES- (12.95) 


称 为 Weyl 旋 量 ,是 其 有 2* 个 分 量 的 手 征 旋 基 . 

下 面 分 析 谣 量 空间 的 实 结 构 , 注 意 到 Spin NJCCS ,利用 CQ 的 乞 阵 表示 
结构 ,可 得 Spin( N }) 的 矩阵 表示 结构 . 附 某 ] 表 3 曾 给 出 心 和 侣 的 握 阵 表示 类 型 , 表 
明 , 当 

rs = 3,4,.5 modl{s) (12.96) 
为 4 元 数 矩 阵 表 示 , 即 相应 旋 量 空 间 的 复 共 力 变换 满足 f= 1. 这 种 表示 也 称 
为 孟 实 (pseudo-reg) 表 示 


rr 一 :二 加 0, 土 1{mod8) 下 在 实 旋 量 表示 {12.97) 
rr 一 5 二 十 2(mod8) 存在 复 旋 量 表示 {12.98) 


即使 是 在 复 旋 量 表示 ,得 仍 存 在 实 结 构 , 即 存在 复 共 力 变 换 4 ,满足 + = 1, 如 
(12.80) 式 .以 上 两 各 情况 (一 :=0, 土 1, +2) 都 存 古 Maiorana 表示 . 
在 附录 ].5 还 给 出 工 竹 阵 的 具体 实现 ,如 (J.35) 式 所 示 ,其 中 手 征 算 子 y,: 
Y= CD (i) D0, (12.99) 


当 N=41,P: = 六 (1 土 力 ) 为 实 投射 算 子 , 故 两 Wey| 放量 空间 8* 自 共 久 ,而 当 


nN=4!+208=22+1) ,7 相 丘 复 共 生 , 使 两 weyil 旋 量 空间 4 相 语 复 共 恩 , 以 上 
结果 可 列 在 下 表 中 (最 后 一 列 为 附录 的 表 3, 供 对 照 参 考 ). 


Ww 不 可 的 表示 特性 | Ci 表示 结构 

l / M M 

2 | MT 或 W , 

3 A 严实 局 - 

4 自 硕 详 W 2 

5 / | 属实 Dp 

6 和 M M 或 玉 

7 四 AM M 

8 自 M 1 MM 和 Ww . 2 


注意 , 仅 在 所 -用 维 空间 ,Spint8) 存 在 既是 Weyl 总 是 Malorana 表示 万 代表 Jonac 表示 . 
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12.5 自 旋 结 构 与 自 旋 流 形 ”Spin' 结构 


黎 曼 流 形 切 从 可 选 正 交 标 架 , NN 维 定向 黎 曼 流 形 上 各 种 张 量 场 都 取 值 于 上 交 
群 SOCN) 的 表示 空间 ,相关 结构 群 为 SOCN).SOUCN) 群 非 单 连通 ,其 普 适 覆盖 群 
为 Spin(N),.Spin(N) 是 SOUCN) 的 双重 覆盖 群 ,Spin(N) 群 的 表示 空间 称 为 旋 量 空 
间 . 流 形 上 各 种 旋 量 场 都 是 取 值 在 Spin( N ) 群 的 表示 空间 . Spin(N) 标 架 是 SO(CN) 
标 架 的 双重 覆盖 . 黎 总 流 形 切 欠 Spinf N) 标 架 从 及 其 对 正 交 标 架 从 的 投射 称 为 流 
形 M 的 自 旋 结构 ,整体 具有 固定 自 旋 结构 的 歼 总 波形 称 为 自 旋 流 形 . 

由 于 SpinfN ) 标 架 为 SO(CN) 标 架 的 双重 覆盖 ,存在 群 同 态 得 正 侣 序列 


1 一 -Spin(N) 一 SOON) >] (12.100) 
由 Cach 上 同调 论 ( 见 89.7) 知 对 紧 致 流 形 M ,存在 长 正 合 序列 ; 


EM 一 > HICM,Spin(N)) 二 EUMSOCOND) ECM + 


{12.101) 
诱导 的 上 边缘 映射 恰 为 
Ws: HICM,SO(N)) —— FROM, A (SO(N))) = COM ,2,) 
{ {12.102) 


为 第 二 Stiefel-Whitney 类 . 当 且 仅 当 HH(M ,x (SO(N))) = WW, =0, 上 映射 ;, 为 满 
映射 ,这 时 M 上 SO(CN ) 标 架 必 可 提升 为 Spin( NN ) 标 架 , 这 时 称 底 流 形 M 为 自 旋 
流 形 . 

且 由 正 合 序列 (12.101) 知 , 当 W, =0，- 方 面 映射 ;, 满 ,M 有 自 旋 结构 , 另 方 
面 由 于 Kerj . = Imi 、 ,1M 土 自 旋 结构 的 种 类 与 也:(M ,2 ) 的 成 元 数 相 对 应 .如 昌 ' 
(M , 玉 )=0, 则 这 时 自 旋 结 构 是 惟一 的 ,否则 态 '( M ,名 ) 中 元 素数 决定 不 等 价 的 
与 旋 结 构 数 . 例如 对 2 阶 连通 流 形 M(x tM) = x,(M)=0), 必 具有 惟一 自 旋 结 
构 , 例 如 

者 维 球面 S" {n>2) 

Stiefel 流 形 V，, (nn 一 >2) 
为 了 使 大 家 对 流 形 整 体 自 旋 结 构 有 更 清晰 的 理解 ,将 它 与 熟悉 的 流 形 整 体 定向 问 
题 作 简 单 类 比 .在 和 9.6 分 析 拓扑 障碍 时 曾 指出 , 当 标 架 从 纤维 下 的 最 低 阶 同 伦 群 
为 二 (F), 则 第 1 个 拓扑 障碍 将 会 在 本 "(MM ,zt{ 户 )) 中 遇 到 , 它 为 零 是 标 架 从 整 
体 截 面 存在 的 必 充 条 件 , 流 形 整体 自 旋 结构 存在 的 拓扑 障碍 是 比 流 形 整 体 定向 藤 
涂 -层次 的 拓扑 障碍 ,下 面 我 们 将 它们 列表 对 比分 析 ,注意 它们 的 异同 ; 
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和 是 OO 标 架 从 约 化 为 0 的 hn 标 架 从 提 天 为 Spm 的 
pH 
加 流 形 定向 问题 流 形 自 旋 结构 存 芥 问题 
拓扑 rmtOv1 =. | rifSOw)- 2 
障碍 HI(M xa、11- HI(M, .1 HIE, aw (SI) AT 00 ) 
和 计时 
同 态 (5D, Oy 一 rl l= Spinn -SO +»1 
正 合 HAMSOwY FUOM.ON 一 -| FIUM,Spnwy HM Sn 全 
字 剂 Ww | Wy 
rHI{M, 1) | 一 全 21) 
六 | WIilM) 0 Wathf;) = 
傈 乓 | 限制 到 任意 财 问 路 (- Core 限制 到 并 次 廊 人 夯 (- coryche) 
办 止 灾 标识 然 允许 整体 截面 旋 虽 从 允许 整体 起 面 
例 I uf Ee | I lf odd 
复 流 形 均 可 定向 复 流 形 ; CM) 一 0 mad{2) 


表 后 两 行列 出 本 书 中 常 遇 到 的 投射 空间 及 复 流 形 的 相关 特点 . 关于. PP 与 了 的 
Stiefel-Whitney 类 在 后 面 第 15 章 还 会 认真 分 析 . 下 面 我 们 先 简单 分 析 下 近 复 流 形 
于 月 旋 结 协 癌 题 , 进 - 步 分 析 自 话 结 构 的 推广 ;Spin" 结构 ,后 者 也 得 到 六 汉 应 用 . 
N 维 黎 曼 流 形 M 上 每 以 pE MM 切 空间 十 M = WV, 上 其 村 偶 余 切 空间 TM = 
V ,8 与 V 的 为 此 有 度 规 结构 的 N 维 向 量 空间 
当 流 形 M 上 有 过 复 结构 ,由 了 决定 V 的 定向 :el ,Jes,…,e, , 玫 , 可 将 切 从 
复 化 


Vos 二 V+ VY 
今 
S=AV" = 1u-Julu€EVv! (12.103) 
为 复 化 切 从 的 爹 零 ( 迷 向 ) 子 从 . 任 - 切 矢 vwE TM 可 定 艾 它 对 区 ES 的 Clifford 
作用 
2Ap-u |y (12.104) 
易 证 
pep =| (12.105) 
朵 此 映射 可 得 Clifford 代数 C4LN) 的 表示 (参见 附录 ]) 于 是 串 得 
Spn(N)C ON) 
的 表示 .空间 5 为 Spin( N) 的 复 表示 空间 ,通常 称 为 Dirac 旋 量 空间 . 


$12.5 自 放 结构 与 自 许 流 形 ”Spin' 结构 .373 ， 


自 旋 结构 整 休 是 否 存 在 ,其 护 扑 障碍 在 于 Stiefel-Whitney 类 . 复 NN 维 流 形 为 
实 2N 维 定向 流 形 ,给 定 厄 米 度 规 后 可 选 厄 米 正 交 标 架 , 册 于 存在 自然 的 嵌 人 : 


UtN) CC SO(2N) (12, 106) 
使 复 流 形 切 从 陈 类 CC (MD) 与 续 切 从 的 Stiefel-Whitney 类 间 诱 导 映 射 
wa OGd2, ww > 
四 此 对 什 意 复 流 形 , 其 tw (M)=0, 而 
wa M) = (10AM)mod 2 (12., 107) 


履 对 复 流 形 ,其 整体 自 旋 结 构 疗 在 的 必 充 条 件 为 模 2 约 化 第 | 陈 奖 为 零 : 
CM)=0. 

当 CLLN) 作 复 扩 张 CY CN)= CXCN)S) , 今 复 数 Z 标 上 起 表示 的 中 心 , 即 恒 等 
元 的 复 标量 倍数 . 
可 如 下 引入 GY (ND) 的 单位 元 屠 群 的 子 祥 : 

Spin (N) = Spin(N) > UN) (12.108) 
注意 Spin (NN) 由 Spin(CN) 及 单位 复数 牛 成 ,由 于 单位 复 标 量 属 十 CY EN ) 的 中 心 ， 
故 与 Spinf NAN 交换 ,内 此 映射 

Spin(N) x S' Soim fg) 
为 满 射 , 此 映射 的 核 为 用 素 ; 


即 
a=*'€E Spn(N)N Ss 

即 由 土 1 组成 . z, = 1 土 1 的 作用 使 (a ,zz) 与 (一 ,一 zz) 相等 .而 Spin (NN ) 被 此 作 
用 的 商 形成 对 SO(CN) x S' 的 双重 团 盖 ,有 短 正 合 序列 ; 

1 ZZ Spin (N) r+ SO(N} x U1)— 1 (12.109) 
这 里 我 们 要 强调 的 是 Spin (tN) 为 SO(CN) x Ss! 的 双重 覆盖 ,而 它 对 套 个 因子 的 作 
用 均 非 平庸 ,我 们 先 分 析 其 对 第 “个 因子 的 投射 ,第 二 肉 子 为 复线 从 上 的 截面 ,上 
称 为 Spin CN) 的 det 线 从 {determinant line bundley ,分 析 

lSpin(N)—r Spin (N) 一 -SI -1 (12.110) 
注意 到 ri (Spin({ N))=0, 可 将 Spin( NN) 答 人 映射 
i:Spin(N) > Spin (N), aae’ 

而 映射 
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全 ;Spin (IN) -> 1 ， ee (12.111) 
而 此 映射 全 诱导 Spin' tN} 的 基本 群 同 构 ;: 
r (Spin'(CN)) = . 12. 112) 
下 面 分 析 Spin {NN} 对 SOQCN) 的 覆盖 ,由 Spin (NN) 的 定义 知 存 在 同 态 正 合 
到 | 
1 > S' > Spin’ (N) > SO(N)—>1 (12.113) 
注意 到 x (SO(GN)) 二 .,, 由 上 序列 可 诱导 各 裤 间 基本 群 间 则 态 上 映射 
0 > -一 一，>0 (12.114) 
称 为 Bockstein 同 态 .因而 诱导 波形 上 整 同调 群 的 模 2 约 化 
HM, ) > HIM, ,> HICM,) (12.115) 
今 CMDE HI(CM,,) 为 复 流 形 切 从 陈 示 性 类 , 则 
=a,{0)= Cmod?2 {12.1416) 


称 为 模 2 约 化 陈 类 ， 
Sbin (NN) 是 SOCN) 的 太平 甫 2 重 尊 盖 , 下 面 分 析 其 在 整个 流 形 上 存在 的 拓 扩 
障碍. 由 短 正 合 序列 (12.109) 可 活 导 流 形 上 同 凋 群 长 正 合 序列 
H'(M Spin (ND) Ar HOM,SOCOND) FB HI COM,U(D)) — > HI CM, ,) 
{12.117) 
因 xz (11) 二 ,相应 标 商 具 的 拓扑 障碍 
HM,A(U(1)) = AM ) 
为 功 从 的 第 -- 陈 类 CCMD), 当 CM)=0,W,=0, 流 形 M 为 自 旋 流 形 ,存在 整体 
日 旋 结构 .而 当 Ci = W,; 非 零 ,虽然 整体 自 旋 结构 不 存在 ,但 如 
W,;+ 0 E Ker 9 (12.118) 
这 时 仍 可 存在 整体 Spin (NN) 结构 , 即 有 
定理 12.2 定向 黎 曼 流 形 M ,其 切 从 具有 Spin' (NN ) 结 构 的 必 充 条 件 是 :第 二 
Stiefel-Whitney 类 瑟 ,( MM) 为 整 同调 类 { 陈 类 ) 的 模 2 约 化 . 
由 Bockstein 同 态 请 导 的 上 同调 序列 (12.95) 知 
BD) € HI(M,?) (12.119) 
当 我 们 将 整 同调 群 本 (M, ) 中 2 阶 挠 元 (2-torsion) 称 为 WW (MM), 由 它 可 判断 
W(t) 是 否 是 整 同 调 类 的 模 2 约 化 . 故 也 上 将 流 形 切 从 上 基 Spin 结构 的 必 充 条 件 


$12.6 自 旋 娃 枯 的 联络 Dirac 算 了 于 Weitzenbock 公 导 ，375 。 


W(tM)}=0 (12.120) 
切 从 具有 Spin' 结构 的 定向 黎 曼 流 形 , 称 Spin' 流 形 . 例如 所 有 自 旋 流 形 
CW (MD = 人 0) 当然 也 必 荐 Spin 流 形 . 
近 复 流 形 均 为 偶 维 (n =28) 定 向 流 形 .由 于 SO(28) 存 在 正则 子 群 U(&), 存 
在 嵌 人 同 奏 映 射 ; 的 提升 映射 ): 
iT 一 SNK2R) 
j: Uk)-= SM2E) x ED 
gs (i(g),dete) {12.121) 
故 所 有 近 复 波形 都 具有 正则 determined Spin 辣 构 . 
可 以 证 明 所 有 定向 光滑 3 维 歼 曼 流 形 的 切 从 都 可 定义 Spin 结构 .所 有 定向 
光滑 4 维 歼 曼 流 形 的 切 从 都 可 定义 Spbits' 结构 .而 仅 当 4 维 流 形 上 交 形 式 
Q: HM,2) x Hi M,Z2)— 2 {12. 122) 
为 俩 时 才 具 有 Spin 结构 . 
由 以 上 结论 看 出 ,具有 Spin' 结构 的 流 形 很 多 , 比 具 有 Spin 结构 的 波形 多 很 
多 .没有 Spin' 结构 的 简单 流 形 , 例 如 5 维 定 向 流 形 M = SU(3)/SOt3), 其 模 2 上 
同调 群生 成 元 有 


H*(M,z2) = {1, WW, Wy Wy 
由 于 W; 关 0, 且 可 生成 整 同调 群 BH (CM ,2Z) 的 捞 子 群 , 仇 ,CMD) 关 0, 故 M = SU 
(3)zSO(3) 不 具 Spin 结构 . 
下 章 纤 维 从 分 类 空间 常生 分 析 各 种 极 射 空间 几何 结构 特点 ,下 而 将 党 过 的 几 
种 空间 的 定向 肥 自 旋 结构 州 在 下 表 供 参 考 . 
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黎 曼 流 形 M 上 具有 局 域 自 旋 结构 . 令 
jr)ES 
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表示 黎 曼 流 形 上 旋 量 场 ,其 协 变 导数 Y ,由 可 表示 为 
v= (91 Fr) )y (12.123) 


其 中 2, 如 (12.67) 忒 为 Spin(n) 群 的 生成 元 表示 矩阵 
5 = 本 [7 7] (12. 124) 


而 w(xz) 为 保 黎 蝎 度 规 且 万 措 的 自力 联络 . 
没 流 形 M 为 自 旋 流 形 , 具 有 整体 自 旋 结 构 , 可 如 {12.103) 式 引入 旋 量 从 SS 
为 Clifford 代数 CYCW) 模 ,可 如 (12.104) 式 定义 任 一 急 矢 wEV 对 截面 %ES 的 
Clifford 作用 ,于 是 可 利用 对 S 的 作 岂 实现 Ci(VW) 的 表示 ,也 即 实 现 Spint ¥) 守 
CQ( WW) 的 表示 .联络 算 子 Y 为 作用 寺 旋 量 从 截面 的 线性 微分 算 子 ,可 表示 为 
VvV =diw (12.,125) 
其 中 ww 为 取信 李 代 数 spin、 的 联络 1 形式 . 


三 二 Fd Ss 一 we, “Es 5 


吕 引 入 与 自 旋 结 构 相 关 的 Dirac 算 子 
D=e Ve, (12.127) 
这 旱 仿 用 重复 指标 求 和 习惯 ,ie, (x)l? 为 正 交 活动 标 架 场 ,是 Clifford 代数 的 时 
底 , 而 e 与 We 间 乘 法 为 Clifford 代数 乘法 ,可 以 证 明 
1) 这 样 引 人 的 Dirac 算 子 不 依赖 正 交 标 架 的 选取 ,可 以 在 整个 自 旋 流 形 上 定义 ， 
证 ”如 为 选 正 交 标 架 
es = Rae R= (R,)E O(N) 


SWwes ”8 【12 126) 


则 
ep Vo Raes Vae— RoRoses Ve, = ber * Vo= ee, VY 加 
2) 当 M 为 俑 维 , N = dimM = 2 ,存在 手 征 算 子 。， 
ei 二 【一 让 和 ev {12.128) 
易 让 它 与 正 党 基 净 的 选取 无 关 ,. 故 为 协 变 常数 : 
Ver = 0 (12.129) 
a 定义 了 一 个 在 SO(CN) 作 用 下 不 变 的 旋 量 从 截面 分 解 
5 = $s 
y= jlie)y ES:, yES (12.130) 


由 于 (12,129) 式 , 手 征 算 子 ey 与 联络 算 子 Y 可 交换 , 故 联络 V 保持 旋 量 从 分 解 为 
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奇偶 阶 不 变 , 而 由 于 e 的 Clifford 乘法 交换 偶 奇 阶 的 截面 , 故 Dirac 算 子 D 映射 : 
S'S (12,131) 
这 虫 注意 , 自 旋 从 依赖 于 度 规 的 选择 ,而 Dirac 算 子 在 度 规 的 共 形 变 搞 下 保持 不 
变 . 
在 黎 曼 波形 上 ,每 点 切 空间 Y 存 弄 内 积 (, ,可 扩充 为 复 化 切 空 间 V29 > 上 于 
米内 积 4，， 
《aie, Be,) = op (12.,132) 
并 可 进一步 扩张 到 切 外 外 短信， Y 上 内 积 ,而 各 e。A… A e, 组 成 正 交 一 基底 
于 是 在 S$ 空间 存在 逐 点 后 米内 冬 (,?, 可 证 它们 在 Spin(CN ) 作 用 下 不 变 . 即 对 所 有 
截面 yw,yES, 可 证 


{ep ep = ,gp 【12. 133 ) 
且 联 络 V 保 度 规 , 即 
ep) = (VW) + hp,Y, 9) (12.134) 
设 M 为 紧 致 自 旋 流 形 ,可 引入 旋 痢 场 问 整体 内 积 
(yj;g) = | (Yl), plr))* | (12.135) 


定理 12.3 令 M 为 具 自 旋 结 构 的 紧 至 黎 曼 流 形 , 则 [jrac 算 子 DD=e,*Y ,为 自 伴 
(self adjoint) 算 子 , 即 对 所 有 旋 量 场 ,vw 5， | 

(DeiP) = (FDp) {12.136) 
证 对 任意 点 rE M, 可 选 在 x 点 的 法 坐标 系 , 即 在 该 点 联络 为 零 ,但 联络 的 导数 
可 不 为 零 , 即 在 点 x 


V,{(e,) = 0，, 对 所 有 a,b {12.137) 
于 是 
【133) 
Dat) 信人 《er 一 一 CV f(r), eag( 
34) 


= 一 es pr) ,ep(r)) + pr) VY, (eplr))) 
(137) 


eV rT) 1 pr), ey .P(r)) 
这 里 大 (zy 《ar eegzr 为 尾声 
Vir)= V(rje,(r) 
的 第 a 分 量 , 故 上 式 右 端 第 1 项 为 此 矢 场 的 散 度 项 ,于 是 得 到 
Dy lx), er =— dyV(r) + cy(r)}, Do(r)) (12.138) 
由 于 上 式 中 甩 有 项 与 特殊 的 坐标 系 选 取 无 关 , 为 规范 协 变 ,与 罕 该 点 选 局 域 法 坐标 


3 生生 各 是 
系 无 关 , 该 式 在 整个 流 形 上 均 成 立 ,将 上 式 在 紧 致 流 形 M 上 积分 ,注意 到 (4. 38) 
高 斯 定理 


| ,dimV x 1=0 


于 是 (12.136}) 式 得 证 . 口 
满足 1 =0 的 旋 量 场 称 为 谐 和 (Harmonic) 旋 量 场 , 旋 量 场 y 为 谐 和 场 的 必 
充 条 件 为 
DA = 0 (12,139) 
因为 
(Dy,DE) = (D yw)=0 口 
在 84. 2 我 们 曾 分 析 作 用 于 微分 形式 上 Laplace 算 子 A= (d+5), 得 到 
Weitzenbock 公式 (4.58) , 现 对 作用 于 放量 从 上 D 算 子 作 类 似 分 析 ,D 与 相应 的 
Bochner 算 子 -Y: .的 差 为 阶 雪 1 的 协 变 微分 算 子 .可 证 ,存在 作用 于 旋 重 场 的 
Wreitzenbock 公式 


I¥ = Ti, 二 {12.140) 


其 中 5 为 流 形 M 的 标 曲 率 . 
证 对 任意 点 x M, 可 选 在 工 点 的 法 坐标 系 进 行 计算 ,使 (12.137) 式 成 立 , 且 由 
于 联络 无 乒 


(L137) 
一 


[eye,] = Y, €, ~ Yes (12.,141) 

因此 
{137) 
Y= eV (eV y) exesV Voy 
一 一 VV + ~Y ese (VY, V, VV, i 
oT 四 i 而 a Jo 由 
{1373f141) 
Vt PeeR (ee )y (12. 142) 
| 

这 里 


V xy= VyYy~ Vw ;为 二 阶 协 变 导 数 
R(X, YY) = Var 一 Vis = VVy YY Vx.r 
为 曲 康 张 量 算 子 , 为 -- 阶 所 变 微 分 算 子 . 当 将 它 作 用 在 旋 量 场 上 ,可 将 它 用 局 域 正 
交 标 训 场 1e, | 表示 为 
Rie,,e,) = 3 DR(e, ,es)e, ,eee (12.143) 
eid ' 


代入 {12.14 和 2) 式 ,注意 到 葡 昌 曲率 张 量 的 对 称 性 ,并 反复 利用 Cliftord 代数 关系 


$12.6 自 旋 结 构 的 联络 ”Jirac 算 子 “三 sitzenbock 公式 : 379 ， 


ee + ee， 二 一 了 站 
可 证 (见习 古 ) 
Dy=— Vi, p+ 二 口 ] 
当 M 为 Spin' 流 形 ,我 们 应 分 析 与 spin' 结构 相关 的 Spin' 联络 VY 
Ya= d+ 可 Wasee + iA) (12.144) 


容 世 自 


即 由 于 Spin (CN) 的 李 代 数 为 spinv 中 心 , 需 对 Spin' 结构 的 det 线 从 部 分 附加 一 取 
值 U(1) 群 李 代 数 让 的 腾 络 ,上 式 中 i4 即 取 值 xi; 的 联络 | 形式 . 
可 完全 类 似 地 引 人 与 Spin' 结构 相关 的 Dirac 算 子 


Da = eV (12.145) 
及 相应 的 Weitzenbeck 公式 
2 1 1 、 
Da =— Vo. 十 T+ FF (12.146) 
其 中 


FF = 让 >» Fee, 
证 


为 联络 A 的 曲率 > 形式 ， 
习题 十 二 


]. rc 为 三 个 Pauli 什 除 ,请 证 明 (.A4,B 为 二 维 空间 矢量 ) 
{AotBro) =m=A:Bl+itAxB):'o 
. 请 求 出 er 的 本 征 值 为 上 1 的 本 征 态 . 
. 请 将 2 阶 反对 称 张 量 上 "写成 旋 量 形式 ,并 请 说 明 在 Hodge* 算 子 作用 下 各 项 如 何 变 . 
. 何谓 纯 旋 量 ? 请 分 析 给 出 在 10 维 空间 中 Weyl 旋 其 下 为 纯 旋 量 的 必 充 条 件 . 
. 请 给 出 2.-10 维 欧 空间 中 不 可 约 旋 量 表示 的 最 低 维 教 . 
.请 证 明 {12.146) 式 . 


[| 


第 二 部 分 ”纤维 从 几何 ,规范 场 论 


纤维 从 几何 是 妍 究 物 理 规范 场 论 的 最 有 效 工 具 . 量子 规范 理论 大 范围 拓扑 分 
析 , 量 子 反 常 的 非 微 扰 根源 , 常 需 利用 Atiyah-Singer 指标 定理 及 其 推 1 进行 深入 
分 析 研 究 .本 部 分 共 儿 童 可 分 为 三 个 单元 : 

入 , 纤维 从 拓扑 与 几何 

第 十 二 章 ”纤维 从 

第 上 内 章 ”纤维 从 上 联络 

第 十 五 章 示 性 类 

在 这 一 章 中 底 流 形 可 以 是 -- 般 微分 流 形 ( 可 暂 未 引 人 度 规 ) 

B. 规范 场 论 。 获 曼 流 形 上 纤维 从 几何 

第 十 六 章 ” 杨 -Mills 规范 理论 

第 十 七 章 ”规范 理论 与 复 几 何 

当 底 流 形 为 黎 曼 流 形 ,可 对 纤维 从 上 联络 与 曲率 再 加 以 物理 动力 学 约束 : 引 和 人 
作用 量 ,形成 物理 动力 学 理论 .在 第 十 七 章 进一步 分 析 复 流 形 上 规范 理论 ,分 析 保 
共 形 度 规 的 规范 理论 ， 

C.Atiyah-Singer 指标 定理 ,量子 规范 理论 拓扑 分 析 

第 十 八 章 ”Atiyah_Singer 指标 定理 

第 十 九 童 ” 量子 反常 拓扑 障碍 的 弟 降 继承 

第 甘 章 ”规范 轨道 空间 上 同调 与 族 指 标定 理 ” 和 量子 场 论 大 范围 拓扑 分 析 

第 甘 一 章 ” 带 边 流 形 与 开 无 限 流 形 指标 定理 ”APS" 不 变量 与 分 数 茶 问 题 


第 十 三 章 ”纤维 从 的 拓扑 结构 


流 形 上 向 量 场 大 范围 拓扑 性 质 ,与 流 形 的 几何 与 拓扑 特性 密切 相关 . 例如 地 球 
上 一 风 定理 :地 球 上 不 可 能 处 处 有 风 , 就 是 因为 :2 维 球面 S 的 欧 拉 数 为 2, 拓扑 
非 平庸 , S? 上 没有 处 处 非 零 的 光滑 矢 场 . 为 赋 究 场 论 大 范围 拓扑 性 质 , 研究 它 与 局 
域 性 质 的 关系 ,纤维 从 理论 是 一 种 有 力 的 数学 工具 ,纤维 从 理论 ,将 抑 扑 学 与 微分 
并 们 [结合 ,是 20 世纪 儿 何 学 研究 中 重要 组 成 部 分 ,并 在 理论 物理 中 得 到 广泛 应 用 ， 
物理 学 中 规范 场 论 , 尤 其 是 量子 规范 理论 的 大 范围 性 质 , 常 需 藉 勤 纤维 从 理论 得 以 
深入 研究 . 

在 第 1 节 我 们 先 介绍 n 维 流 形 M 上 上 秩 向 量 从 CM Pr C), 它 是 通常 流 
形 上 切 从 TCM) 的 简单 推广 . 切 从 (Mf) 在 各 点 纤维 与 -" 同 榴 , 而 矢 欠 下 的 纤维 
为 吉 维 癌 量 空间 ,相当 于 在 各 点 有 ”内 部 向 量 空间 ”, 它 与 踊 形 各 点 的 切 空 间 无 关 ， 
在 第 2 季 分 析 与 矢 丛 王 相关 的 各 种 纤维 从 ,特别 是 与 其 相伴 的 标 架 从 L(E), 它 是 
纤维 为 GL I ，- ) 群 流 形 的 主 从 .注意 主 从 与 和 失 从 的 各 自 特 点 及 它们 间 关 系 . 由 于 
任意 矢 从 均 可 表示 为 茶 主 从 的 伴 从 , 柄 矢 从 分 类 问题 归结 于 主 从 分 类 问题 ,故我 们 
需 特 别 分 析 主 处 结构 .在 第 3 节 分 析 主 从 PCM,G) 与 其 伴 矢 从 玉 =Px6V 的 一 
般 特 点 .在 第 4 节 分 析 主 从 的 约 化 , 主 从 约 化 的 拓扑 障碍 为 HE CM ,xr，, (FF)) ,是 底 
流 形 上 同调 类 ,与 结构 群 的 拓扑 性 质 相关 .在 第 5 节 介 绍 Cech 上 同调 ,利用 它 对 纤 
维 从 结构 群 约 化 拓 站 障碍 进行 分 析 . 第 6 节 分 析 主 雁 的 同 伦 分 类 ,介绍 普 适 从 与 分 
类 空间 ,最 后 一 节 利用 分 类 空间 上 自然 和 拓 从 对 矢 从 等 价 类 VW ect( MM) 进行 分 析 , 介 
绍 矢 从 的 代数 拓扑 学 :KK 理论 . 


$ 13.1 向 量 从 E(M,F,x,G) 


纤维 从 这 概念 我 们 已 接触 多 次 ,如 流 形 上 的 切 向 量 从 , 线 量 从 等 ,现在 我 们 将 
它们 的 含意 进 步 滞 清 ,并 挫 广 研究 流 形 上 的 一 般 间 量 从 EE(M,F ,x ,GG), 向 量 从 
EE 由 底 流 形 1M 及 纤维 空间 FF 组 成 ,可 由 图 13. | 示意 表示 , 底 流 形 M 为 m 维 流 
形 , 而 纤维 空间 下 为 上 & 维 问 量 空间 . 切 向 量 共 的 纤维 为 流 形 各 点 切 空 间 , 是 六 维 
问 量 空间 .现在 推广 为 一 般 问 量 从 所 , 纤 维 空间 维 数 色 可 以 与 底 流 形 维 数 wm 不 相 
等 , 称 放 维 向 其 从 . 
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在 向 量 从 下 与 底 流 形 M 问 存 在 投射 变换 
TEA 13.1) 
投射 变换 x 为 连续 满 虹 射 .其 逆 变 模 在 底 流 形 M 十 每 
点 x 处 得 纤维 下, ， 
Xx!i:irF, 
纤维 已 为 维 向 量 空间 , 称 为 通过 点 的 纤维 , 它 是 
与 抵 流 形 的 切 空间 无 关 的 内 部 定 间 ,使 和 从 上 结构 与 
图 13.1 向 量 从 上 示意 图 切 詹 T(M) 结 构 无 关 . 
流 形 M 的 所 有 点 上 纤维 都 相互 同 构 ,都 与 标准 纤 
维 下 = -* 同 构 ; 
FF=|é= (和 | (13.2) 
舌 从 下 = DF, ,是 搞 流 形 M 上 所 有 点 上 纤维 的 并 集 . 矢 丛 下 局 域 为 直 积 流 形 . 当 
撒 流 形 M 用 若干 开 集 i U, | 覆盖 , 开 集 UU 又 称誉 标 邻 域 ,存在 局 域 坐标 系 
tr EL, 
对 每 一 开 集 U, ,存在 微分 同 肝 映 射 
bin (UU XxXF 
BT pu)=(r, Ee {tr)) (13.3) 
其 中 点 是 从 纤维 已 , 到 典型 纤维 下 = :3* 的 癌 胚 映射 , 同 胚 映 射 yg 相当 于 取 从 玉 
的 局 域 坐 标 系 ,表明 从 EE 局 域 平 庸 ;局 域 为 U, 与 纤维 F 的 拓扑 积 . 矢 从 开 是 以 流 
形 M 为 参数 的 向 量 空间 族 ,局 域 可 表示 为 参数 空间 U 与 向 量 冠 间 上 的 拓扑 积 
U xx 下, 但 是 处 五 整体 一 般 不 能 表达 为 平庸 拓扑 积 , 而 是 存在 所 曲 , 即 从 的 整体 结 
构 还 依赖 于 在 交 亚 区 纤维 间 如 何 光滑 粘 结 .部 当 M 的 两 开 集 UU, 与 Us 间 有 交 竺 
区 :站 Dr 天 0, 这 时 相对 开 集 Us 存在 另 一 种 微分 同 胚 晤 射 
ga: (Ug)>UsxF 


ur(antu), enter E(x)) {13.4) 
对 变 亚 区 中 点 xE€ 站 1 ,存在 连续 可 道 映射 
Pope UNUD) XPF>(U, NU)xF (13.5) 


对 于 每 一 固定 点 x€ 0, 门 Us ,上 述 映射 为 纤维 空间 下 的 变换 ,用 gy(x) 表 示 此 变 
换 
Eeefr CLIIE,RR) 
称 其 为 向 量 从 下 的 转换 函数 . 它 使 在 Q， 上 的 乘积 结构 与 U, 上 乘积 结构 相关 . 显 
然 众 上 的 转换 卫 数 应 洪 足 下 列 相 容 条 件 : 
gu lr)=1, 记忆 


$13.1 向 量 从 ECM,F,x,0) 385 . 


Boa kT)= ga( rt) ', rE NU 
Ba ge (tr)' gn (lr)=1, EUNGNU, (13.6) 
(于 俩 各 式 中 重复 指标 并 不 求 和 ) .满足 上 述 条 件 的 从 EE 上 转换 芭 数 集合 形成 群 
人 GCGL(k,R), 称 为 从 下 的 结构 群 . 
总 之 ,向 量 从 玉 由 底 流 形 M, 纤 维 空间 下 ,投影 映射 x ,及 结构 群 6 组 成 , 记 
为 天 = 玉 (CM ,下 ,x ) ,也 可 表示 为 
F—*F Cr 
| Tt 
MI 
或 简 记 为 
F 一 E——M 
阿 显 其 厂 局 域 为 乘积 流 形 , 可 用 1 ,gy | 标志 其 局 域 坐 标 系 ,使 从 上 每 把 4 
有 局 域 坐标 
Hr eT), rla}=7rEU,, EEF 
同 莉 从 三 整体 一 般 不 是 乘积 流 形 ,其 整体 拓扑 结 梅 出 结构 群 G= jg,t.r)1 决 定 . 
转换 函数 getz) 是 底 流 形 上 的 矩阵 冰 数 ( 取 值 于 非 奇 异 六 xx 大 征 陈 , 当 底 流 形 
作 坐 标 变换 时 ,转换 函数 本 身 不 变 . 另 一 方面 ,在 纤维 空间 作 坐 标 变换 时 , 转 摘 范 数 
要 司机 应 的 变换 .例如 对 x EU, 的 纤维 F 作 坐 标 变换 g (rz) 


BA TI FF 
E(x rer)=g, (rE), g(r)EGL(E,R) (13.7) 
则 相应 地 转换 殴 数 将 变换 为 
g(r) g(r) gsr) gr) ! {13.8) 


其 集合 G = jg afz)l 与 原 结 构 群 G 等 价 . 即 当 g(r ) 跑 遍 整 个 结构 群 G 时 ,所 
得 g'st 工 ) 的 集合 G 与 G 同 枸 .转换 函数 的 这 种 变换 ,相当 于 规范 变换 , 不 改变 从 
的 整体 拓扑 结 椅 . 

流 形 M 上 切 从 TtM) 是 我 们 熟悉 的 -- 种 特殊 的 向 量 从 .下 面 以 切 从 为 例 说 明 
一 般 矢 从 结构 的 特点 . 流 形 M 上 切 欠 了 (MD)= UT,(M), 在 点 PE M 处 的 纤维 
即 了 (AT) ,与 标准 纤维 *" 同 构 .在 个 ,(M) 中 选 基 矢 组 ie,(p)} ,可 将 (MD) 中 任 
意 切 向 量 X, 表 为 

X, = (pe tp) 
即 可 用 = 个 实数 1 人 pp) ;a 二 1,… ,| 来 表示 此 向 全 
Pp)=(E (pp) , Ep)) 

切 从 下 (MM) 中 定义 有 投射 迹 找 
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nr: TIM NM 
A op 
切 从 局 域 是 底 流 形 与 纤维 的 稍 卡 儿 积 , 即 存在 同上 肝 映 身 
bi Ur XxX" 

Xp, ep)) 

当 点 户 上 到 站 45 还 存在 同 有 是 变换 
da: x) Ux R” 
KR, (pe (CP) Ep) = gat pIé tp) 
其 中 gst 户 ) 为 工 ,(M) 中 变换 和 矩阵 ,为 非 奇 异 x 阶 矩 阵 . 其 集合 1g (p) :满足 
相 容 关系 (13.6) ,组 成 切 从 (MI} 的 结构 群 
人 一 上 十) ={L{(n,.) 
各 底 流 崩 M 站 点 户 选 局 域 学 标 

人 二) 
切 空间 基 矢 e,{p) 就 可 用 白 然 标 架 表示 为 

(= 区 
当 底 流 形 作 掌 标 变换 时 ,不 影响 纤维 的 坐标 , 故 不 影响 转换 尊 数 8w( 户 ) ,男方 面 ， 
切 空 间 T, (MM) 述 可 作 基 矢 变 换 , 这 时 纤维 坐标 需 如 (13.7) 式 作 相应 变换 ,结构 函 
数 将 如 (13.8) 式 变换 . 这 峙 ,结构 群 G 在 同 构 意 义 下 不 变 . 

流 形 上 邹 从 截面 为 流 形 上 上 切 向 里 场 ,是 按照 - - 冠 规则 在 流 彤 上 每 点 安排 一 个 

切 向 量 . 此 概念 也 可 推广 到 一 般 向 量 从 二 上 .好 可 引入 和 失 从 上 上 截面 这 -重要 概 
念 . 矢 从 截面 是 定义 在 底 流 形 M 上 而 到 值 在 从 的 纤维 上 的 矢 值 昕 数 , 吓 如 下 定 
尺 : 
定义 13.1 失 从 ECM,F,x,G) 的 截面 S 是 从 底 流 形 M 到 从 已 的 1- 1 对 应 连 
续 人 射 ;: 


:一 下 
T= stir) 
并 要 求 此 1 -1 对 应 的 人 射 是 保 纤维 的 入 射 , 即 要 求 满足 ， 
TT SS= iiy (13.9) 
当 人 在 点 PE M 邻 域 U 取 局 部 坐标 系 ,截面 S 可 表 为 
Si =x (t= UxF 
Tr) = (Créer)) {13.10) 


好 在 底 流 形 M 上 每 点 x EU, 对 应 于 纤维 FF 上 一 个 向 晤 &(x), 矢 从 截面 相当 于 


hq LT Ek a TR 


El he To tr 


$13.1 | 闪 量 处 ECM, F, x.) ， S87 - 


AT 上 二 维 向 量 值 函数 . 
步 分 析 和 失 从 上 的 截面 集合 组 成 宝 间 T(E) 
TE) = 15is 为 天 从 王 的 截面 ! (13.11) 
泉 从 纤维 尺 丰 维 向 量 空间 ,可 利用 纤维 的 问 量 空间 结构 来 定义 截 商 集合 站 ( 巨 ) 的 
向 量 空间 结构 . 即 卫 ( 互 ) 中 任 丙 局 成 截面 $(x) 与 p(x) 可 相 加 
亲人 zz) + ptr) = [E+ jr) (13.12} 
即 可 逐 点 同 量 相 十 .截面 也 可 逐 点 与 数 乘 , 昌 截面 在 各 点 可 乘 不 同 数 , 即 截面 a(.x) 
i 订 与 底 流 上 形 上 上 晒 数 Ar ) 相 乘 
fOretr) = 扰民 (13. 13 
本 是 和 从 截面 集合 T(E) 本 身 形成 向 量 空间 .向 量 从 下 局 域 平 良 , 即 在 r (CD 中 
存在 上 个 线性 独立 的 光滑 截 而 ,其 他 光滑 截面 都 可 以 表示 为 这 二 个 光 沸 截面 的 以 
外 底 流 形 上 光滑 申 数 为 系数 的 线性 组 合 , 因 此 T(E) 为 卡 秩 闻 模 .在 每 点 x EM 
的 邻 域 口 ,在 x '(U) 上 各 纤维 下 ,十 可 选 基 矢 1e, (zi 称 为 活动 标 架 , 每 截面 
并 ) 可 用 活动 标 染 展开 


Er) = Dé’ (7x) (13.14) 


天 从 截面 x) 也 可 称 为 底 流 形 上 上 维 矢 场 . 

当 对 纪 维 基 矢 作 灾 找 , 妈 对 活动 标 架 作 塞 复 , 如 {13,7) 式 ,变换 短 阵 gE GL 
(全 芷 变换 群 人 = GI(k,.:*) 的 作用 下 ,纤维 (& 维 向 量 空间 ) 的 原点 〇 ) 不 赛 , 零 
点 是 矢 从 纤维 上 的 特殊 点 , 称 为 失 从 的 零 截面 . 秋 尔 从 所 是 局 域 平 庸 , 即 在 底 演 
形 的 任意 开 邻 域 UF , 常 可 选 二 个 线性 独立 处 处 非 零 的 光滑 截面 |e, tr) 作为 
活动 标 架 ,而 任意 光 沸 截面 常 可 如 (13.14) 式 表示 为 这 个 光滑 截面 以 光滑 耳 数 
为 系数 的 线性 组 合 .但 是 向 有 量 丛 上 .上 整体 处 处 非 零 光滑 截面 不 一 定 丰 在 .下 面 举 
例 说 明 
例 13.1 是 子 力学 中 带电 和 粒子 的 Schrodinger 波 孜 数 g(r,y,z) 为 底 空 间 ”上 上 的 
复线 从 截面 { 复 值 晴 数 场 ), 当 我 们 分 析 在 磁 单 极 周 图 的 带电 粒子 时 ,位 单 极 所 在 点 
为 场 强 奇 点 , 信 单 航 周 围 电 磁场 是 搞 扑 非 平庸 球 对 称 场 , 必须 分 析 在 底 裤 间 ?一 
1O! 上 粒子 波 晴 数 yr ,y,z), 这 人 时 必须 最 少 引入 央 个 于 令 域 

UD,= (rci 一 El， = 1 人 
在 每 一 开 邻 域 上 复线 从 是 平庸 的 . 令 风 , 为 在 相 频 邻 感 上 复线 从 截面 ,在 此 -使 域 
的 交 夺 区: 站 同 伦 等 价 于 一 1O|， 交 爱 区 上 两 波 蚂 数 间 需 用 转换 未 数 ( 复 
数 的 相 因 子 ) 连 接 
二 eg ， (为 方位 攻 ) 
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此 转换 函数 e™ E U(1) ,为 规范 变换 ,而 整个 复线 从 存 nn 郑 0 时 是 非 平 良 的 挥 曲 
从 . 朋 由 于 带电 攻 子 波 消 数 应 为 单 值 连续 孙 数 ,x 应 为 整数 ,此 即 Dirac 在 1931 年 
导出 的 磁 荷 量子 化 条 件 . 
例 13.2 S* 上 的 切 愉 TIS 与 余 切 从 工 (9S2) 

由 于 底 流 形 S$* 拓扑 非 平 庸 ! 欧 拉 数 y(S )= 2 天 0) ,和合 其 上 切 从 (SS ) 整 体 
非 平庸 ,因为 ,如 认为 了 T(S-) 整 体 平 良 , 即 存在 光滑 的 1- 1 映射 

dg: TIS:) > S:xR’ 

其 逆 象 给 了 (SS ) 各 处 非 淮 截面, 这 不 可 能 . 即 T(S:) 整 体 非 乘积 结构 ,这 是 由 底 流 
形 S 拓扑 非 平庸 决定 了 的 . 

为 了 讨论 S* 上 切 从 与 余 切 从 ,必须 将 5S 最 少 用 两 个 开 集 覆盖 ( 没 S 为 Ri 
中 半径 42 的 球面 ) 


U = S- | 00.0， | 


U = SS: 一 0.0 二 | 
可 如 图 13.2 将 此 了 两 开 集 分 别 作秀 射 投影 ,得 坐标 
在 开 集 li ,rc 二 (rr) 
在 开 集 Dr = fr,z2) 


r x 


SS 
> 


图 13.2 


! 2 . 8 
x = rosp: 工 = raing, (r= mn】 


"1 J 8 1 1 
TT 一 Y COSP = OOF COSP = 17 
六 


2 + ， ] ; 好 ] 
六 = rsing = sx, G = cot 了 = 了 | 
有 六 


2 
上 两 式 可 统 - -表示 为 xz 一 点 < 


入 


13.2 与 舌 具 下 相关 的 符 种 纤维 共 ”标识 热 工 { 访 ) ， 389 ， 


dr = dr 一 之 Fr = -rzdz — 27(C7 :dr)) 


故 在 交 赤 区 U, 站 UU ,T'(S?) 的 转换 归 数 -为 


g(r! ,7 ) = Br 一 2 


在 球面 杰 道 ,x -x =1, 转 换 消 数 和 矩阵 是 
] 2 COS — sin2 
(tr ( in Le 
此 映射 为 赤道 S= le , 0p 夺 xi 到 GL(2，) 的 非 半 良 映射 ,名 恰 为 GL(2,:) 的 
基本 同 伦 群 zx,{ (GL(2，))=Z 的 生成 元 的 晤 倍 . 

配 欠 了 (SS ) 的 转 挽 丙 数 为 了 15? ) 转 换 咕 数 矩 阵 的 转 置 道 扰 阵 , 切 处 TT(S*) 
世 是 非 平庸 从 ,整体 本 能 将 从 表示 为 平庸 的 笛 卡 儿 积 , 时 构 群 不 能 约 化 力 民 等 元 . 
这 与 S: 的 欧 拉 数 y(S?)=2 非 零 有 关 ， 

向 量 从 局 域 为 平庸 折 扑 积 , 厕 蕉 的 整体 扩 扑 性质 下 关于 转换 函数 ,其 集合 称 为 
从 的 结构 群 G. 结构 群 G 决定 了 从 的 整体 结构 ,由 上 例 看 出 转换 冰 数 足 否 平庸 与 
底 流 形 的 扩 扑 相关 . 底 流 形 S 拓扑 非 平 良 使 其 上 切 基 工 (S) 上 及 相关 从 拓扑 非 平 
庸 . 


$13.2 与 秋 从 玉 相关 的 各 种 纤维 从 ” 标 架 从 LL(E) 


间 量 从 巨 是 以 底 流 形 M 为 参数 的 向 量 空间 族 , 许 多 向量 空间 的 术语 让 转移 

到 向 量 从 上 .例如 可 讨论 两 问 量 从 上 与 天 的 直 利 与 直 乘 
EDE.,. ESQE 
这 时 各 导 册 从 相当 于 在 底 流 形 M 名 点 纤维 于 相应 线性 空间 运算 
(FOF), = PD, (FOF),= FFF, 
当 纤 维 空间 定义 有 内 和 飞 , 还 可 定义 与 各 纤维 ,对偶 向 其 空间 FF* 为 纤维 的 对 偶 向 
量 从 EE" ,以 及 下 与 忆 ' 的 各 种 张 量 积 与 外 积 
下 的 下 加 入 的 下 的 的 全 

形成 M 上 各 种 类 型 张 量 从 . 

向 量 从 到 局 域 平庸 ,而 从 下 整体 结构 依赖 满足 (13.6) 式 的 结构 函数 人 柴 合 
决 于 结构 群 各 = GL(k,…), 当 给 G 另 一 表示 p(G), 相 应 表示 空间 为 产 证 
义 新 的 纤维 从 天 ,以 严 "为 标准 纤维 从 EE 为 与 原 向 量 从 EE 柑 半 的 向 量 从 . 

上 忆 曾 指出 矢 从 EF 局 域 平庸 ,在 x “(UU) 中 存在 上 个 线性 独立 的 光 少 截面 
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Te tr) 由 ,任意 截 血 &(.c) 可 用 这 个 截面 为 基 矢 以 底 流 形 上 消 数 为 系数 展开 ,如 
(13.14) 式 所 示 , 这 下 个 有 序 基 失 的 集合 : 
LL, = {er(x), ett)) 

称 为 天 从 玉 在 点 xEM 处 的 一 个 标 集 . 标 梨 场 ie,(.r)i? 可 重新 线性 组 全 ,可 用 其 
个 线性 独立 组 合作 为 新 的 标 架 场 : 

ptr = etriBin, datB(tr))}0 {13.15) 
其 中 有 x 非 奇 异 短 阵 B= 【为 GEL ) 群 的 群 光 , 由 每 个 年 阵 消 数 有 Or) = 
(Bet.r))9 得 - -新 的 标 架 场 . 令 


L, 2 |e,(r) = eo, (rr)Bn | (13.16) 

为 在 点 x 处 了 所 有 标 架 集合 , 即 算 阵 B= (Bi ) 跑 遍 整 个 GL(k,*). 而 与 失 从 上 相伴 
的 标 架 从 上 {到 ); 

L(E)= UL. (13.17} 


怀 册 共 工 ( 五 ) 的 截面 就 是 标 架 场 je (x)11 .可 定义 HEGL(E ,5) 对 标 架 从 上 (FF) 
LE) x GLE EE) —* LEFE) 
LB ri, = festr}itte, < eR) 
当 卫 路 遍 GL(&,: ), 则 工 ', 跑 这 该 点 所 有 标 集 ,使 标 架 从 L(E) 每 点 B 作用 胃 道 
均 与 G= 人 GL ，,:) 同 且 ,G 为 标 架 从 LL(E) 的 纤维 ,相应 商 空 间 L{EYGM, 存 
在 标 架 从 L(E) 到 M 的 满 觅 射 
开工 (一 
如 可 将 标 架 从 上 (EE} 表 示 为 


G 一 - LE) 一 >M (13.18) 

由 上 节 分 析 知 和 撩 从 下 的 实质 结构 依 束 于 满足 (13.6) 的 结构 函数 集合 ,依赖 于 

结构 群 = GL(&,*), 可 标志 矢 从 下 在 交友 区 如 何 精 结 的 可 逆 映 射 可 其 体 表示 为 

(13.5) 式 
pp DN UD) xF >=(U, Nf UU)xF 
(TET)) ri{r,ga(tr)é(r)) 

当 我 们 代替 向 量 4E ,用 GL(R ,二 ) 中 菜园 定 群 元 BEGLG ,5), 可 分 析 与 上 式 

类 似 的 局 域 结构 
Pa U, NM Ug) x GL (OR) r (UN Us) xGLOE，) 
(zB) -> 人 go) {13.19) 


和 13.3 士兵 PEM, 中 ) 与 其 伴 失 从 上 上 =PPx0V :391 ， 


所 得 纤维 为 已 ,结构 群 也 为 G 的 标 架 从 (FF), 称 为 与 和 撩 从 玉 相关 的 主 从 . 

对 于 每 个 秩 冬 从 玉 , 对 诺 有 一 个 以 Lt，… ) 为 纤维 的 标 架 从 LiE). 纤 维 
是 群 流 形 的 从 称 为 主 从 , 标 架 从 工 (二 ) 就 是 一 种 主 从 , 称 为 癌 量 从 五 的 作 主 共 . 

这 里 需要 特别 注意 的 是 , 标 架 从 L(E ) 的 纤维 不 是 上 绯 问 量 空间 ,而 是 群 流 形 
,因此 标 架 二 各 截面 间 没 有 线性 加 法 运算 ,与 向 量 从 比较 ,应 注意 它们 具有 不 
间 的 特性 ， 
1) 向 芋 从 纤维 为 向 量 空间 ,有 向 量 加 法 及 与 数 来 的 运算 ,这 些 运 算 保 纤维 , 间 时 还 
可 定义 结构 群 G 对 纤维 的 作用 , 带 G 作用 也 保 纤维 ,保持 向 量 空间 结构 . 

2) 主 从 纤维 为 群 流 形 ,本 是 身 量 空间 , 无线 性 结构 加 法 "不 保 纤 维 . 仅 可 定 交 群 
对 纤维 的 乘法 运算 , 群 乘 法 运算 保 纤 维 . 

例如 . 住 1 维 流 形 M 上 ,其 各 种 张 最 从 的 纤维 都 是 GL(n ,有 民 ) 的 各 种 表示 宗 
间 ,其 结构 群 都 是 GLCn,R} 的 表示 矩阵 群 . 这些 向 量 从 的 伴 主 从 都 基 以 GL(n， 
RR) 群 流 形 为 维 的 标 架 从 , 它 的 纤维 及 结构 样 都 是 GL .RR). 

总 之 , 流 形 上 向 量 从 截面 相当 于 流 暴 十 川 量 值 聊 数 , 即 问 量 场 ,i 放 秩 失 从 玉 
的 截面 集合 卫 ( 五 ) 为 用 秩 .2(BM) 模 (以 函数 FE. 克 M) 为 系数 的 问 量 场 如 群 ). 利用 
上 个 邓 线 性 独立 的 截面 叮 组 成 与 和 从 相伴 的 标 架 从 (CE), 它 是 以 和 从 从 玉 的 结 
构 群 局 为 纤维 的 主 从 PCM , 右 ) 贡 (13.18) 所 示 . 


3$13.3 主 从 PCOM,G) 与 其 伴 矢 从 EE=Px.V 


主 从 P= PLM ,GG) 是 这 样 种 结 维 从 ,其 纤维 为 李 群 流 形 G ,从 P 的 结构 群 
仍 属于 避 , 并 以 左 平 移 作 用 于 纤维 G. 
出 于 对 李 群 G 的 左 与 右 作 用 可 对 易 , 可 定义 群 G 对 中 的 右 作 用 , 它 不 释 结 枸 
群 
PxG »P 
ua Tue = Rut P, wnEPaEtel (13.20) 
由 于 纤维 本 身 为 群 流 形 , 群 G 对 主 从 P 的 作用 是 自由 的 ( 即 除 恒 等 元 外 ,所 有 作用 
无 固定 点 ) ,使 每 轨道 同 肝 十 群 GG 流 形 ,即将 样 G 作用 的 整个 轨道 看 作 -一 点 ,得 轨 
道 空间 , 即 底 流 形 M = PJG ,于 起 存在 主 从 PP 到 底 流 形 M 的 正则 投身 
x: PP MM 
正则 投射 保 纤 维 , 即 有 性 质 
TCR = ru) (uw EE Pat G0) (13.21} 
可 将 主 从 卫 记 为 PCM ,GG), 岂 可 表示 为 
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全 一 了 一 -AM ,或 GG 一 xP 
Ur 
M 
主 从 PP 局 域 平庸 ,对 底 流 形 邻 域 U, 的 纤维 上 各 点 ,存在 癌 肘 上 射 
pp: xr) UU xf 
nw ra a = Cr p(s EG {£3.22) 
其 中 g, 是 将 > 点 纤维 G, 同 凸 映射 到 标准 纤维 G 的 映射 ,如 图 13.3 所 水 . 
“” ”从 的 整体 结构 依 束 于 在 交 双 区 纤维 如 何 
。 光滑 粘 结 , 即 当 rE U, 站 Us, 在 纤维 (7) 
上 的 点 x ,ff 
Pu) = ge Plu) = gs 
Bn = Pupp ge 二 Mglx) gp 
图 13 3 转换 男 数 4 {x ) EG 满足 与 (13.6) 式 相同 的 
由 容 条 件 ,转换 函数 的 集合 146(x)iC( 形成 
从 的 结构 群 , 主 从 PP 的 结构 群 属于 从 的 标准 纤维 本 群 G. 
可 以 利用 群 元 wxEG 对 标准 纤维 的 古 剧 米 定义 对 主 欠 PP 的 右 乘 
pal Ru) = gao (13.23) 
可 以 证 明 ,这 样 定 义 的 右 乘 与 所 选 局 域 坐 标 系 映射 无 半 , 即 可 证 
Pa (B02) 一 po Ppp (ga) = po Agsr) = pa' (gs0) (13.24) 
即 可 以 定义 群 元 <E G 对 整个 主 从 PP 的 古 作 用 . 当 w€Ex (UU,) 


PRu) = pu) a 


Pal Ru) = polu)* a 
在 群 元 e 对 从 已 作用 后 , 转 模 靖 数 
Aa(X)= plRu)palRu) = plu ga)! (13.25) 
这 表明 转换 男 数 与 群 G 对 主 从 的 右 作用 无 关 . 群 G 对 主 从 PP 的 右 作 用 不 改 恋 从 
的 结构 群 ,不 影响 从 的 整体 拓扑 结构 . 
例 13.3 Pl:P",.,.,), 妓 
.PP 
n+1 (13.26) 
ST = r= (r,t) Ee | Se) = 1| 


$13.3 主 共 天 杀 .) 与 其 伴 舌 居 天 一 疡 站 :393 ， 


宇 称 群 ，= je,bl 作 用 于 9 宁 ,对 点 ES 
TP 二， 下 二 一 人 
作用 自由 ,将 群 ., 作用 的 每 一 轨道 看 成 一 点 ! 属于 同一 等 价 类 ) ,即将 球面 S$ 上 对 
硕 点 属 同等 价 类 ,类 组 成 轨道 空间 5S, = PP ,将 对 顶点 看 成 相等 的 恢 射 称 5" 
到 … 己 的 赴 由 投射 x ,x 保 纤 维 
nrgj= rg]|= tx]l=[il= A(tr EP, gE ， 
例 13.4 Pe.P" ,U1)), 即 
Ul) 一 S*"—> P (13.27) 


nr 


1 
3 


六 0 


= 有 2Z1= ic ZE SY erE UD)! (13.28) 
S™ 1! 到 PP" 的 止 则 投射 x 保 纤维 ,即今 gerEU {1)， 
atZ pg) = [er I er [A = rE 
1 = 时 好 复 Hopf 从 (complex Hopf bundte) ,又 称 第 1Hopf 从 : 
TD) 一 一 > (13.,29) 


例 13.5 PC.P" ,Sp(1)) 即 
Spb) 全 全” -iP (13.30) 


nll 


总 4 一 1g 一 {ql ,ro ) 丘 "> | 0 | 一 - ] ; 


P= lg]= [agl,g€. "a€ 108 
= llg] = [ggl,g € 9S" ,gE Sp(1) 单位 四 元 数 ; (13.31) 
三 1 时 即 四 元 数 Hopf 从 (quaternionic Hopf bundle) ,又 称 第 2Hopf 从 ， 
Sp(1)} 一 ”5S7 一 ~ S; (13.32) 
例 13.6 当 瑟 是 李 群 G 的 闭 李 子 群 ,HH 右 作 用 于 G, 此 作用 是 自由 地 ,作用 轨道 
同 凸 于 瑟 , 将 每 摧 道 看 成 一 等 价 类 , 胃 道 空间 GIH 为 齐 性 空间 ,G 到 障 集 GIH 的 
正则 投射 xr 次 潢 映射 ,形成 以 二 为 纤维 的 主 从 PCGIH ,1) 


| (13.33) 

例如 
Ua) 一 SU{n + 1}—> .Pp (13.,34) 
IN) SO + 1] 一 -> (13.35) 


下 面 从 主打 PLM,G) 出 发 ,分 析 其 伴 向 量 从 Px 6V, 它 是 结构 群 与 主 从 PP 的 
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结构 群 相同 的 向 量 从 , 称 为 P 的 伴 从 . 令 
pp > GV) 
为 群 G 的 & 维 表 未 ,VW 为 起 维 疝 基 空 间 ,GL0V) 为 Y 的 一般 线性 变换 群 . 作 直 积 
从 PxV, 可 如 下 定义 群 如 对 已 x V 的 作用 : 
(usy) -> (Rupla')y) (uu€E Py€E Va€ 0) (13.36) 

在 群 G 的 所 有 和 群 元 作用 下 {a ,yy) 的 胃 道 记 为 [ evy] ,将 每 个 轨道 看 成 -点 ,轨道 
的 集合 形成 轨道 空间 , 记 为 

Px,W = i[a,wy)]i 
存 从 投射 映射 

nu: Px ,Vo— MM 

[uyj— xy[u,y | 一 Tu) 一 .人 
注意 到 G 对 已 xY 的 作用 ( 见 (13.36) 式 ) 和 白 由 , 故 xi0zr) 回 构 于 v. 易 证 上 只 有 投 
射 x， 的 轨道 空间 了 Px.V 为 一 向 量 从 
VPx ,VY 


Vx: 
MM 


称 为 的 伴 矢 从 ,也 可 将 伴 失 从 沁 为 
E(MV ,GRP) 二 己 x 
主 从 PP 的 转换 函数 A 的 表示 pl as) 即 作用 于 伴 从 EE 上 的 转换 函数 , 主 从 与 伴 从 
的 结构 群 G 相同 , 主 从 结构 决定 了 伴 从 的 结构 . 
在 群 论 中 大 家 熟知 ,如 V 与 W 都 是 群 G 的 表示 空间 , 则 可 利用 表示 空间 的 直 
和 由, 直 积 名 ,外 直 积 4 ，… 得 到 新 的 表示 ,gE G 对 它们 的 作用 可 表示 为 
1 (ow EVOEW, gy,w)= (gy, gw). 
2) utd EE VOW, 和 fo 的 ti) = guldgr. 
vAwEVA Ww, gnAw) = pouA gu. 
4) 利和 Hom VW), (gg)(v)= gle lv) 
例如 CV’ 二 Hom(V, 5)}= W,(w,v)=w( ve 
Cg 0) = Cog v0) 
设 主 从 P= P(M,(;) 具 有 不 同伴 和 所 从 : 
E=PxeV, F- PxWw 
则 可 对 向 量 外 类 似 (13.37) 各 式 定义 它们 间 四 ,G, A ，… ,等 各 种 运算 
1) EDF= Px,( VOW) 
2) FEOF= Px.( VOW) 
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3) EAF=Px, {VAW) 

4) Hom(E,F)=Px,Hom(V, W) 

5) EE"=PxeV 

例如 xzCM) 一 帮 (TM ,At(M) = CA*TAIY ,它们 都 是 切 标 架 从 (TAT) 的 伴 拓 
从 ， 


313.4 从 射 诱导 从 主 处 的 约 化 


考 虚 其 个 主 从 (Mi ,如 ) 与 P;(Mi ,器 ), 当 两 者 癌 存 在 连续 遇 时 

条 :由 一 一 也， 

满足 
par gl = puayrg, YuEP,ged {13.37} 

由 称 此 连续 映射 为 主 射 (principal morphism) .注意 含 a 的 纤维 属于 书 ,而 会 p(tu) 
的 纤维 属 P; ,(13.37) 表 明证 射 y 保 纤 维 , 即 yy 将 P, 然 的 每 个 纤维 都 微分 同 肛 地 
映射 到 P; .可 以 证 明 ,利用 两 主 从 上 投射 映射 w， 与 x;, 主 射 y 可 诱导 底 流 形 MI 
与 Ma。 间 映 射 F: M， >MM; ,使 

ff T= x 刚 《13.38) 


且 易 证 明 , 如 y 为 同 豚 罗 射 , 则 其 诱导 映射 了 也 是 辣 胀 遇 射 ,和 $ 别 是 当 遇 主 从 
Pi(M,G) 与 P,(M,G)}) 具 相同 底 流 形 M ,而 从 射 yy 诱导 的 映射 了 为 底 流 形 的 位 
等 映射 , 则 称 此 两 主 从 等 价 . 

当主 从 PCM,G,r) 与 乘积 从 M x 0 一 >M 等 价 , 则 称 主 从 平庸, 妈 这 时 了 
可 整体 平庸 化 ,存在 同 及 映射 

p: (MD)—— MxG (13.39) 
us (x(au), plu)) 
满足 
plug = plu rg Vu€Er (MgEO 

这 时 能 在 底 流 形 各 开 集 取 纤 维 坐 标 ( 即 作 规范 变换 ) ,使 结构 群 仅 合 便 等 所 

下 面 着 重 分 析 丙 问题; 


1) 如 和 何 判断 纤维 从 整体 是 个 平庸. 
2) 划 何 使 纤维 从 结构 群 约 化 . 
纤维 从 局 坏 为 底 流 形 开 集 与 纤维 的 稍 卡 儿 积 ,但 是 从 整体 看 不 一 定 是 平庸 的 
笛 卡 儿 积 ,这 正 是 要 认真 讨论 纤维 从 的 原因 . 向量 从 到 是 否 平 良 , 主 要 看 其 相伴 主 
从 PP 足 否 平庸 ,因为 它们 的 结构 群 几 同 . 如 能 在 各 区 域 取 纤维 的 党 标 ( 印 作 规 范 宣 
换 ) ,使 结构 群 仅 会 怕 等 记 , 同 纤维 从 平庸 , 为 判断 纤维 藉 旦 合 平 南 ,有 
定理 13.1 主 从 平庸 当日 仅 当 主 从 PP 右 -个 整体 光滑 截面 . 
证 上 明 如 主打 尸 有 有 整体 光滑 截 所 6 
sa: M1 
下 -人 
利用 群 G 对 纤维 丰 作 用 可 使 通过 x 处 纤维 上 所 有 元 豆 均 可 表 为 (rrgyprEe 为 
群 习 中 任意 元 素 . 当 工 跑 遍 整个 底 流 形 . 从 已 中 所 有 顽 素 wxEP 均 能 写成 
#=otr)jg, 对 菜 .1 EM gEG 
于 是 存 丰 也 到 Mx 0 的 微分 同 胚 变换 
gy: P~>~MxG 


2 = GUOCrJg {tr,g) 
盈 主 从 PP 平庸. 

或 者 说 , 主 从 存 什 整体 截面 , 即 在 底 流 形 M 点 .rx 的 举 标 邻 域 DJ 上 存在 样 上 

前 数 
a {Ll -rt 
ror) (13.40) 

在 交合 区 xE UU, 门 UU, 

Gr) = glo tr) 
于 是 转换 函数 

Batr) = g(r)ay (x) (13.41) 

可 在 各 并 集 U, 中 用 cx) 作 规范 交换 , 则 转换 明 数 变换 为 
Balt)= or (rjga(li)o (tr)=1 

即 主 从 平庸. 

主 欠 本 伴 共 具有 相同 的 结构 群 ,如 主 从 平 走 , 则 其 伴 从 也 平 良 . 如 主 从 有 整体 
蕉 面 ctzr), 则 对 伴 向 量 从 的 标准 纤维 空间 下 中 任意 向 量 z 作用 ,可 得 伴 从 于 整体 
截面 

ET = pla (cr 
日 线性 独立 的 整体 截面 有 个 ,此 即 下 述 定理 . 


和 13.4 锥 射 诱导 具 主 状 的 约 化 -397 ， 


定理 13.2 如 向 量 从 FE 有 处 处 非 汰 的 整体 截面 , 旦 线性 独立 截面 的 最 大 集合 等 于 
纤维 维 数 &, 则 向 量 从 下 半 庸 . 
证 明 ” 当 向 量 从 的 线性 独 的 处 处 莫 老 和 整体 截面 最 大 集合 等 于 纤维 空间 维 数 , 则 
可 选 它们 作为 向 量 从 的 活动 标 架 , 疏 向 量 从 下 的 标 架 从 1.(E} 有 整体 瞧 耐 . LL{E) 
为 向 量 从 下 的 主 扑 , 主 锥 平庸 , 故 同 量具 平庸. 

我 们 这 里 要 特别 强调 处 处 非 零 的 截面 .因为 对 于 任意 的 辣 量 从 下, 部 存 在 有 
平庸 的 整体 零 截 硬 .这 因为 向 量 空间 的 原点 看 癌 量 容 间 线性 变换 群 的 作用 下 保持 
不 变 , 故 可 利 几 


S(tx)=D 

定义 向 量 失 上 的 -- 个 整体 截面 , 称 零 截面 . 专 截面 在 结构 群 的 作用 下 不 变 , 而 县 向 
量具 的 非 宝 种 体 截 面 也 有 无 穷 多 .这 因 在 开 集 U, ,加 县 从 可 看 为 是 平庸 拓扑 积 ， 
可 选 非 零 截面 , 且 可 使 此 载 奋 在 已 的 边界 附近 为 零 , 于 是 可 连续 延 扩 此 截面 使 在 
出, 外 均 为 地 . 故 对 任意 向 量 从 , 非 堆 整 体 夫 向 可 有 无 穷 多 ,但 是 ,处 处 非常 的 整体 
截面 不 一 定 存在 . 
注意 主 从 的 恒 等 元 在 群 的 作用 下 非 杯 变 , 故 主 时 无 零 截面 ， 

下 面 进一步 分 析 纤 维 从 结构 群 同 伦 约 化 问题 , 木 区 于 始 介 绍 两 主 从 间 从 映射 
上 会 诱导 底 流 形 间 映 射 了 ,如 (13.38) 式 ,下 面 分 析 在 两 纤维 从 间 { 包 括 主 从 上 向 量 
从 ), 当 麻 流 形 间 存 在 连续 映射 六 M-> N ,可 诱导 其 上 两 纤维 从 的 各 纤维 间 相 应 映 
射 .下 面 先 以 向 量 从 为 例 进行 分 析 . 阅 量 处 是 以 底 流 形 为 参数 的 叮 短 向 量 空间 族 ， 
令 EE xN 为 N 上 可 微 和 撩 从 ,机 对 N 的 复 盖 'U,!, 矢 从 EE 截面 的 转换 函数 集合 
1ga 1 当 存 在 连续 映射 


ff: MM-> NN 
ry= flr) 
会 诱导 其 上 纤维 从 间 拖 岂 酉 射 
Ti:E>F FE 
Ff,,, 
日 类 六 玉 ==M 为 M 上 可 微 矢 从 ,相对 M 的 复 善 {1 1 (57)i, 截 而 转换 函数 为 
1 gogi .各 证 由 上 述 资 料 由 流 形 N 上 可 微 矢 从 玉林 惟一 确定 M 上 可 微 和 撩 从 
rE. 
存在 下 列 定理 
定理 13.3 如果 流 形 M 到 流 形 N 上 两 史 射 了 与 g 同 伦 , 则 其 相应 的 诱导 从 /* 到 
与 g" 下 相生 等 价 . 
定理 13.4 可 收缩 床 空 间 上 的 任意 纤维 从 必 平 唐 . 例 如,R” 上 纤维 从 必 平 庸 . 
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f: NM- MM 
工 个 工 
与 常 映射 g 
gE: MM rM 
了 


相互 同 伦 , 而 六 上 一 玉 ,gg 区 =MXxE, 故 向 量 从 五 与 平庸 从 MX 下 等 价 , 即 问 量 
共 开 平庸. 

于 是 为 了 得 到 非 平庸 从 ,作为 从 的 底 流 形 应 选 不 可 收缩 空间 ,最 简单 的 不 可 收 
缩 空间 为 n 维 球 ,以 S 为 底 流 形 的 纤维 从 有 可 能 非 平庸 .例如 ,我 们 来 分 析 一 下 
S 上 的 任意 SUt2) 主 从 ,S’ 不 可 收缩 ,但 可 用 去 掉 南 级 的 北半球 S, 与 去掉 北极 
的 南半球 S. 这 两 个 开 集 覆盖 

St+=S,US. 
S, 均 可 收缩 ,但 其 并 S* 不 可 收缩 ,而 其 交 
SN Ss =1IxsS’ 
可 畸变 收缩 为 $: , 交 醒 区 的 转换 函数 
5 SS 门 SS = SU(2) 

由 于 交友 区 与 S 同 伦 , 故 转换 昂 数 可 按 x;{SU(2))= Z 米 分 类 .于 晨 可 利用 同 伦 
群 x3(SU(2))=Z 来 对 S| SU(2) 从 进行 分 类 ,可 用 整数 EZ 来 标志 S* 上 的 
SU(2) 主 从 . 

对 于 更 一 般 情 况 , 例 如 对 S 上 的 G 主 处 ,可 类 似 分 析 , 用 x,_,{G) 来 进行 分 
类 ， 

纤维 从 的 结构 群 G 常 可 约 化 , 即 以 结构 群 G 为 纤维 的 主人 欠 P(M ,G) ,其 结构 
群 G 常 可 进 - - 步 约 化 , 若 群 G 有 最 天 紧 致 子 群 所 ,有 为 G 的 闭 子 群 ,二 陪 集 空间 
为 可 收缩 空间 , 则 常 可 将 平庸 的 非 紧 致 部 分 收缩 掉 使 主人 P(M,G) 约 化 为 主 从 
P(M,H). 

例如 ,7 维 流 形 M 的 切 标 架 从 工 (M ) ,其 结构 群 为 GL(x ,RR),GL(n ,上 R) 不 可 
收缩 ,但 可 连续 形变 收缩 为 Ot;) 群 .下 面 分 析 此 问题 . 

GLH ) 由 所 有 nn Xn 非 奇 异 矩 阵 维 成 ， 

GLOn, 人 EE) = [AE Ean) | detA x 0 

由 线性 代数 的 基本 理论 知道 ,任意 非 奇 异 和 矩阵 A 可 分 解 为 正 交 拓 阵 旦 EOfw ) 与 
尘 定 对 称 和 矩阵 CE PS 的 乘积 : 
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GL(n, ) = O(n) x PPS, A=HC. (13.42) 
其 中 〇 (nn) 为 nm 秩 正 交 群 流 形 ,PS 为 所 有 目 定 对 称 = Xn 矩阵 集合 , PS 不 形成 
群 ,也 不 形成 癌 芋 空间 ,所 有 x 秩 对 称 宪 阵 集合 组 成 向 量 空间 S$, 而 PS 三 向量 空 
据 S 同 肽 对 应 ,由 向 量 空间 $ 可 通过 指数 映射 得 到 Ps 
Fxp; SS— PS 
s— Exp(s)} € PS 
此 指数 映射 为 连 统 满 晤 射 ,任意 正定 对 称 矩 泗 都 是 对 称 答 阵 经 Exp 瞻 射 得 到 . 裕 
间 S 作为 向 量 空间 可 畸变 收缩 ,与 单 点 同 伦 , 胡 PS 也 可 畸变 收编 .因此 GL(n,*) 
与 OU(7 具有 相同 伦 型 ,GLIz JI 可 畸变 收缩 到 OUa) , 即 任意 ” 维 流 形 M 标 架 从 
结构 群 必 可 辣 伦 约 化 为 紧 八 子 群 品 (7 ). 

获 奋 流 形 上 可 选 正 交 标 架 , 正 交 标 架 问 变换 群 为 Or) ,OU2) 变 换 不 变 黎 曼 
度 规 . 正 由 于 O(a) 与 GL(n,* ) 具 机 同 伦 型 , 故 任 意 光 清流 形 M 上 必 人 允许 存在 笋 
曼 度 规 , 旦 任意 两 黎 并 度 规 可 连续 畸变 为 另 个 没有 拓扑 障碍 . 

物理 学 中 常 需 分 析 结 构 群 为 O03) 的 Lorentz 流 形 , 这 时 在 流 形 任意 点 工时 
间 方 向 特殊 ,时 空 流 形 常常 有 一 整体 时 间 太 辣 , 战 必要 求 流 形 上 存在 一 个 处 处 非 零 
各 量 场 ,其 必 充 条 件 是 流 形 欧 拉 数 为 零 .所 以 Lerentz 流 形 的 必 充 条 件 是 其 欧 拉 数 
为 零 .¥Y(M)=0 

完全 类 似 , 流 形 M 允许 有 口 ( 记 ,9g) 结 构 的 必 充 条 件 是 处 处 存在 p (或 9) 个 线 
性 独 六 的 外 钼 非 零 的 整体 向 量 场 . 即 归 求 p{ 或 g) 一 正 交 标 架 从 具有 整体 裁 面 . 

可 定向 流 形 允 许 处 处 非 零 的 = 维 体积 元 ,其 nx 维 同 调 群 非 零 ; FT (MN. :) 关 0. 
流 形 M 上 每 点 有 -一 确定 定向 标 架 , 定 丫 标 染 问 变换 群 为 SL(n,: ).» 维 流 形 M 
具有 SL(ni ,5 结构 的 必 充 条 件 是 HT (MM, )0. 

在 第 10,11 总 中 曾 分 析 其 有 辛 结构 的 辛 流 形 和 具有 复 结 构 的 复 流 形 ,它们 都 
必需 为 偶 维 (2a 二 2m ) 定 问 流 形 , 故 其 

HM,:)} 0 
复 mw 维 的 复 流 形 切 从 结 枯 群 为 GL， .GT ) 的 最 大 紧 致 于 妊 为 1m)， 
GLtm 站 与 U(m) 具 有 相同 伦 型 ,GL(m ,可 畏 变 收缩 到 U(m ) , 故 任 意 复 流 形 
上 必 可 存在 厄 米 度 规 ,可 选 丘 米 止 交 标 架 ,使 切 从 结构 群 呆 约 化 为 UJ(m) ,以 上 分 
析 与 实 歼 曼 流 形 切 从 结构 群 GL ,:.) 必 可 约 化 为 OCn) 的 分 析 完 爹 相 似 . 

以 上 分 析 了 底 流 形 拓扑 性 质 对 流 形 切 标 茶 从 结构 群 的 影响 .这 里 可 将 相应 分 
析 推 广 到 流 形 M 上 以 生意 李 群 为 结构 群 的 纤维 从 .可 利用 底 流 形 移 CW 复 形 结 
构 , 设 流 形 M 上 主 G 从 对 低 维 单 形 平 唐 , 从 1 维 ,2 维 ,… 到 上 维 单 形 , 这 时 如 主 
G 从 截面 不 再 能 进一步 扩张 到 次 高 维 单 形 { 与 学 辣 伦 ), 芭 x (GG) 非 平 甫 , 流 形 
M 上 存在 主 G 从 整体 截面 的 招 扑 障碍 在 于 CM ,x (OG). '1(M ,x (G)) 
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的 同调 群 万 素 , 即 流 形 示 性 类 ,形成 纤维 从 结构 群 约 化 的 朱 由 障 王 . 
由 以 上 分 析 可 看 出 , 当 纤 维 从 结构 群 6 非 紧 致 , 常 能 约 化 到 其 最 大 紧 致 子 群 
日 .将 纤维 从 结构 群 G 约 化 到 其 子 样 的 拓扑 障碍 可 用 (CM, x (GIH)) 的 同调 
群 元 来 表示 .例如 ,分 析 S ”FF SU(3} 从 
SU(3NSU(D) ~ Si, x(S) =0， 妆 1 过 
故 5” 上 没有 障碍 使 SU(3) 群 约 化 到 SU(2). 但 是 S 上 存在 SU{2) 结 构 群 约 化 障 
碍 ， 


H (Mm(SU2)) = H'(M.Z)= 2Z 
这 里 Z 即 瞬 子 数 . 


$ 13.5 纤维 从 的 问 伦 分 类 普 适 从 与 分 类 空间 


当 给 定 底 流 形 M ,及 纤维 空间 天 ,可 能 形成 和 多少 个 不 等 价 的 纤维 从 ”为 回 等 
此 问题 ,注意 到 任意 向 量 从 上 部 是 主人 失 己 (六 ) 的 作 扒 , 主 从 平庸 则 伴 疝 量 从 平庸， 
伴 从 结构 由 主 从 结构 决定 ,故我 们 将 集中 研究 主 从 的 分 类 问题 . 即 对 给 定 底 流 形 
MM , 当 结 构 群 为 群 G 时 ,有 和 多少 种 不 等 挤 的 主 从 P= P(M ,GY). 

对 于 其 有 一 定 结构 群 G 的 主 从 的 分 类 , 主 归 是 进行 辣 伦 群 的 分 析 . 例如 ,对 于 
以 x 维 球 S" 为 底 流 形 的 主 从 ,Ss" 拓扑 非 平庸 ,可 用 两 个 开 集 葵 盖 , 由 于 每 个 开 集 
均 为 可 收缩 的 拓扑 平庸 流 形 , 当 将 主人 了 限制 在 开 集 上 时 呈 f 表 示 为 平庸 直 积 

Plier TUxG 


市 在 遇 个 开 集 的 交 全 区 (与 赤道 5S" 一 同 伦 型 ) , 需 用 规范 变换 连接 ,规范 变换 辆 数 
为 交 殖 区 到 李 群 G 的 映射 


pea: Us Uae*G (13.43) 
它 同 伦 于 由 S 到 G 的 映射 .于 是 S*" 上 主 从 P(S”,G) 的 分 类 ,可 用 x，,(G) 标 


下 面 我 们 讨论 - - 般 主 从 的 分 类 问题 . 对 于 给 定 主 从 P(M,CI) 存 在 普 适 从 
al) 
G — (0) 
+ 
B. 
其 特点 是 各 阶 同 伦 群 为 零 
H(i)} = 0, k=1 {13.44) 


普 适 从 SC) 的 底 流 形 Be 称 为 分 类 空间 .如 存在 由 流 形 M 到 Bs 的 连续 映射 了 


§$ 13.5 纤维 从 的 同 伦 分 类 ” 普 适 从 与 分 类 空间 


”Ql ， 


fi:M -= VB., {13.45) 
其 诱导 映射 是 
FOE) = PCM , (i) 
使 给 定 主 从 PCM, 刀 ) 与 对 普 适 从 (上 G) 作 抑 回 映射 所 得 1 癌 均 
PIMO) ~ 1 ECC) (13.40) 


如 存在 两 个 连续 蚜 射 
站 
当 耻 射 了 与 吉 癌 伦 , 虽 相 应 诱导 从 等 价 
feGI ~ pe(0) (13.47) 

于 是 , 流 形 MM 上 以 G 为 结构 群 的 主 众 等 价 类 集 全 与 由 好 到 兵 , 的 连续 岗 射 问 伦 
类 [ M, BB ] 集 合 之 间 , 存 在 1 一 1 对 应 ,此 即 主 从 分 类 定理 : 
定理 13.5 以 A 为 底 流 形 ,以 李 群 局 为 纤维 的 证 全 PIG 可 按 由 AT 到 分 类 
空间 刁 ,( 普 适 从 EC) 的 底 流 形 ) 的 机 射 同 伦 类 | M ,Be 集合 来 分 类 . 

例如 ,我 们 用 来 分 析 PS ,G) 的 分 类 问题 ,由 上 定理 知 它 由 集合 . ,有 ] 决 
冠 , 即 幢 x( Bi 站 定 . 可 由 器 适 共 寻 G) 的 同 伦 群 目 合 系列 

一 

由 113.441 束 知 


Fi Ykl1 
战 PP(S" (7) 的 分 类 由 x。1(G) 标 志 , 与 (13.43) 结 论 癌 ， 
当 我 们 分 析 # 维 流 形 M 上 主 从 分 类 问题 时 ,可 找 比 条 件 (3. 竹 ) 较 絮 的 相对 
普 适 从 Et yG) ,即将 条 件 疏 为 
mEétn0G)) = 0 kn 
当 底 流 形 M 的 维 数 小 于 nn 时 , 叮 用 相对 普 适 从 (wn ,位 ) 代 赫 普 适 从 506), 得 
到 荧 似 (13.47) 的 纤维 从 分 类 定理 . 而 普 适 从 EC) 为 相对 xn 普 适 从 的 极限 


SG) = limetayC) (13.48) 
例 13.7 以 整数 加 群 为 纤维 ,以 S' 为 底 流 形 的 普 适 主 从 为 
人 (13.49) 


Tm) =0,， 上 & 宇 1 
流 形 M 下 主 “ 从 PtM ,可 按 M 到 SI! 连续 映 揣 的 同人 答 类 [MS' ~H'i(M，) 
米 分 类 . 
例 13.8 01)- 主 从 PCLP" ,DD(1)):((13.27}) 式 }. 


人 OO——- 


Ul) 一 ”SS 一 
因 x (S")=0, 当 下 之 nn. 故 上 述 主 从 为 相对 2 普通 从 E2n ,UU(1)), 当 肥 n-*% 
极限 ,得 普 适 从 &( (1)) 
Ul ~~ SS” = JimS — JP”* (13.50) 
其 中 S”= limS”"” 称 Hilbert 球 ,其 所 有 有 限 阶 问 伦 群 均 为 零 . 故 流 形 M 上 FU(1) 
主 从 分 类 按 M 到 “Pp" 连续 映射 间 伦 类 [M，P”] 来 分 类 . 因 x (UU(1))= 区: 人 
P")= :i, 故 
iM, PpP* ~ H(t(M, ) (13.51) 
例 13.9 已 知 Suefel 流 珍 
DOJGOCR 一 天) 
满足 
fi 0 当 j 之 一 上 {13. 52) 
且 VW 可 表示 为 Grassmann 流 形 G4 ,上 人 (十 从 
DR ~ Vs, OO — &) 


Ce,, = OfnOfrn -RY x OC(R) (13.53) 
和 骨 由 (13.52) 式 知 上 述 主 从 是 相对 (ma 一 上 一 1) 普 适 从 tn 一 1,0O(k)). 
例 13.10 复 Stiefel 流 形 
LT 
满足 
rt Vi )=0, Gi<2n 一 天) (13. 54) 
月 ,可 表示 为 复 Grassmann 流 缘 6; ,上 (4) 主 从 
EEC 一 下) 


Ee UN x UA) (13.55) 
再 由 (13.54) 式 知 上 述 主人 是 相对 (2n 一 2k - 1) 普通 从 {24 -2&8 一 1,U(kY)). 
例 13.11 在 理论 物理 杨 -Mills 规范 理论 中 ,规范 势 集 合 
= 1ACr)! 
为 拓扑 平庸 流 形 ,是 无 穷 维 可 缩 流 形 . 而 规范 变换 g 为 底 空 间 到 群 流 上 形 的 映射 
ET 一 
规范 变换 集合 = g(r)1 称 为 规范 群 ,为 无 穷 维 群 .规范 群 4 可 能 拓扑 非 平 庸 . 
定义 在 联络 空间 好 = 1A(x}! 上 的 物理 体系 ,由 于 物理 规律 存在 规范 不 变性 ， 


轨道 空间 有 /4 也 拓扑 非 平庸 .存在 以 规范 群 4 为 纤维 的 规范 从 
4 Nal {13.56) 
这 是 我 们 亨 分 析 规 范 理论 时 此 重点 研究 对 象 . 央 为 外 拓扑 平庸 ,其 各 阶 癌 伦 群 为 
零 , 均 上 式 主 # 普 适 从 总 分 ,相应 分 类 空间 
HB, = Ui# (13.57) 
注意 ,此 例 中 各 流 形 均 为 无 窃 维 流 形 . 
下 面 将 文献 上 常 遇 到 的 各 普 适 从 &(G) 及 相应 分 类 补 间 BB, 列 在 下 表 以 供 参 考 . 


贡 构 群 局 普 适 让 从 #6) 分 类 空间 及， 
ow) he Ge 
SO VY CO,. 
UL) W {i 
Sn(k) VL CO 


其 中 Geo = limGu， 而 Cu 是 :中 通过 原点 具 确定 方向 的 上 维 面 组 成 流 
形 
Gi = On)OCn -大 ) x SO(E) (13.58) 
它 是 通常 Cirassmanmn 流 形 G, ,的 2 叶 秒 洲 补 间 . 
普 适 分 类 空间 B, 均 为 无 究 维 Grassmann 流 形 , 写 们 是 "无穷 维 流 形 ,不 属于 
我 们 通常 定义 的 流 形 .在 处 理 无 穷 维 流 形 时 要 很 小 心 , 要 注意 如 何 取 ，* co 的 极 
限 . 仅 对 相对 有 限 阶 普 适 分 类 空间 ,可 用 通常 微分 儿 何 方法 分 析 . 


“8313.6 天 从 的 分 类 及 天 理论 


主 从 的 分 类 完全 决定 了 伴 矢 从 的 分 类 . 为 对 流 形 M 上 和 估 从 分 类 .可 利用 是 
到 Bi 的 连续 映射 站 ,利用 普 适 主 从 &() 的 抑 回 映射 86) 对 M 上 主 从 PtM. 
6} 分 类 ,再 对 伴 从 上 = 记 X,YV 分 类 .男方 而 ,也 可 直接 利用 EGG) 的 伴 秋 从 &., 即 
分 类 空间 Gs。 上 自然 上 向 从 ,利用 对 MM 上 维 矢 从 分 类 .此 即 本 季 将 分 
析 讨 论 的 方法 .下 面 我 们 先 介绍 C ,上 自然 & 面 从 概念 , 先 分 析 训 =1, 即 扫射 空间 
323P=01 ,1 上 自然 线 从 . 

SFP" 是 在 六 "空间 通过 原点 的 直线 |! 集合 ,可 定义 在 i P"” 上 的 ww 1 1 维 平庸 
共 


:4 ， 


第 十 _ 章 纤维 具 的 拓扑 结构 


e"™'! 一 Pp” x nt} 


而 自然 线 从 是 e''! 的 子 从 ,一 4 一 > 一 J” 晨 以 2 为 底 流 形 ,在 点 PE “P" 处 
纤维 x !(P) 上 的 点 x€ :1 恰 为 fo 1 中 通过 原点 与 己 的 直线 ! 上 点 , 即 


A= ip,rjEe™ |rer (13.59) 
邻 41 为 4 在 e"'' 中 的 证 交 补 
六 人 上 一 e"!! {13.60) 


用 六 表示 其 4+ 在 点 PE :P" 处 纤维 ,， 所 和 为 了 点 所 在 直线 上 的 止 交 补 ? 
面 .可 以 证 明 投 射 空 间 ” 产 的 切 共 了 (人 户 ) 与 Homfa ,adL) 同 梅 
T(EP) = Hom(A ,A+) (13.61) 
证 今 S" 为 :""! 空 间 中 单位 球面 ,+.P" 二 S"f1 可 看 成 球面 $” 上 对 顶点 对 1r， 
一 :集合 . 令 为 在 点 xz ES" 处 切 问 量 , 则 团 从 工人 P") 为 所 有 对 1 7r,w)， 
(一 ,一 上 1 的 集合 .用 RS" "的 白 然 度 规 ,fr ,vw) 二 0, 即 
TEPDY)= ro- 一 | (rx) 1,lr,v) = 0! 
而 其 中 每 对 决定 一 线性 映射 ! > 上 ,友之 也 对 . 故 *P" 在 点 + 之 处 切 潼 间 与 
Hom(1 ,/) 同 构 , 即 整个 场 从 
TCO) = Hom(A ,Xt) (13.62) 
对 复 投 射 空间 2P"” 也 可 和 作 类 拟 分 析 , 吕 在 “Pr 流 形 工 和 白 然 存在 这 样 几 个 特殊 
的 矢 从 : 
1) 平庸 乘积 其 加 = 人 Po x "1!! 
2) 月 然 复线 其 y= i([Z1,Z}E TP" 2 
其 中 7Z=(Z2 FE ,而 [ZJ]E FP 代表 通过 原点 及 点 Z 的 得 线 . 自 
然 复线 从 y 为 平庸 从 e?' 的 子 从 ,存在 补 从 { 商 从 )y+ , 即 
3) 自然 商人 欠 y- ,为 CP" 上 ”面具 ,满足 
YO = er 
4) 切 共 了 (2P")= Hom.fy yl) (13.63) 
进一步 可 推出 ,在 Grassmann 流 形 和 ,= 一人” ) 上, 除 平庸 乘积 从 GG, xs 
外 ,还 自然 存在 这 样 几 个 特殊 矢 从 ;自然 上 面 从 sz, 其 补 从 zt,al 为 (2 一 大 ) 面 从 ， 
及 切 从 T(G, ,) 
T(OG..) = FHom(o,o. ) (13.64) 
Ce， 为 到 (2 一 吉 ) 维 光 清 紧 流 形 . 
可 利用 Grassmann 流 形 上 自然 上 面 从 对 紧 致 流 形 M | 矢 从 进行 分 类 .例如 


设 王 为 M 上 上 k 秩 和 撩 从 , 常 能 找到 某 补 从 巨 ,使 得 
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EDE- MY (13.65) 
这 样 ,从 玉 的 每 个 纤维 可 看 成 是 “ 中 -个 不 维 子 空间 ,从 而 给 出 了 从 M 到 
Grassmann 流 形 和 于 的 一 个 映射 
f: MG, 
而 其 诱导 的 拖 回 映射 广 ,将 G;., 上 自然 商人 欠 s 映射 到 丘 一 广 e, 于 是 可 由 M 到 
G4 的 上 映射 问 伦 类 [LM ,G,， ] 来 标志 AM 上 R 秩 矢 从 等 价 类 Vect, (M). 
类 位 可 利用 复 Grassmann 流 形 上 自然 复 & 面具 对 紧 伊 流 形 M 上 复 & 舌 锥 进 


行 分 类 . 
为 对 M 下 舌 外 进行 同 伦 分 类 ,在 二 述 分 析 中 , 需 上 请 n 为 充分 大 .可 以 证 明 存 

在 下 述 定 理 . 
定理 13,6 设 M 是 具有 7 个 吓 集 组 成 的 好 复 盖 , 则 对 每 个 "之 马 , 存 在 下 述 1-1 
对 应 

Vecti (MD) = [M,G,, | 

Vecti (M) 一 [AGE |] 【13.66) 
其 证 明 可 参见 [ BT]. 


人 2 为 相对 普 适 分 类 空间 ,而 普 适 分 类 空间 Bes, = limG., 可 把 前 述 分 析 扩 
充 到 一 cce 的 情形 ,希望 构造 G3, . 

邻 , “为 这 种 向 量 空间 ;其 元 素 蚌 ={1) ,x;,…), 其 中 除了 有 限 个 项 之 外 ， 
所 有 的 zx, 部 为 零 .可 这 样 定 六“ 到.“ 的 入 射 


it 
{I 1 ) i {x 1 ,0,--) ‘ 13.67) 
这 样 就 使 :成 了 全 体 ::* 的 并 集 . 
类 做 存 在 如 下 和 胡 和 人 映射 ， 
《mn 一 — … 一 Ci = Bo (13.68) 


为 明确 起 见 ,将 前 面 引入 的 GG , 土 自 然 & 面 从 "gq”" 改 记 为 o, ,可 将 s, 诱导 嵌入 映 
射 为 G,,, ;上 6,,,,…, 最 后 取 极 限 ,而 将 普 适 分 类 空间 Bu 上 普 适 & 面 从 记 为 c， 
即 存在 媒人 映射 系列 


可 。 4 7 og 
诬 适 处 面 从 a 限制 在 C ,上 即 6 
令 Vecte 【M) 为 流 形 M 上 维 实 向 匡 从 等 价 类 全 体 ,可 以 证 明 它 们 与 4 到 
普 适 分 类 空间 Bo 的 映射 同 伦 类 同 构 ; 
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Vo CM) ~ | MM, Ber, | (13.69) 
即 (13.66) 太 不 取 一 吕 极 限时 正确 . 
下 面 分 析 M 上 所 有 各 维 ({ #00) 矢 从 等 价 类 集合 veer {MD) ,它们 是 不 相交 于 
集 Wectt (WD 的 并 傈 


Wects (MY = UVect { Vf) (13.70) 
其 成 正在 和 所 从 衣 和 各 运算 下 构成 六 群 ， 
EjJ+r+LFi=[IEMF] i13.71) 


其 中 到, 广 为 好 于 条 量 丰 下],[F 下 EVea*(AI) 为 向 蓄 从 等 价 类 .Vect*( MM) 在 
|: 式 定义 的 1 法 返 算 下 形成 Abel 半 样 , 零 维 从 6e* = MX 为 其 壹 元 泰 . 

尖 从 集合 Vec (MM) 在 (13.71) 式 定义 的 + 法 运算 下 构成 半 群 . 即 加 法 运算 不 
存在 首 运 算 减 法 ,不 存在 消去 律 ,出 a +c=w+c 不 能 推 由 =5. 这 赴 由 于 矢 从 下 
利生 ;运算 木 款 不 满足 消去 秆 .例如 ,在 “中 单位 球面 S 的 切 众 (S + 非 平庸 ,但 
法 从 NTS 7) 与 半 庸 线 人 内 i= S x 同 构 ,存在 8' 到 NN(S’) 的 同 构 映射 :(.1 ea 一 
{er ,Bl 

NTS3) 一 El 
而 切 从 1 8 洁具 NGS) 网 痢 站 和 罗纹 平 调皮 
TS DY)TNIS)=e 
罗 方 和 而 e 一 SS x “为 S$S* 平庸 而 从 ,与 1] 式 相 位 有 
Ee 个， N(S:) 一 村 De! 一 村 
工 两 式 比 较 , 旭 形 式 地 将 N(S ) 机 消 , 则 会 得 到 TS ) 二 e* 的 错误 结论 . 

数学 家 将 这 种 含有 零 元 的 Abel 半 群 的 代数 体系 称 为 Abel 半 和 又 群 (monoid)， 
可 以 从 半 双 群 出 发 ,利用 等 价 关系 一 来 构成 Abel 群 At5S); 

A{S}= Sx SS)-.- (13.72) 
即 当 存 在 元 素 DE€ S$ .使 得 

E+F+D- FE +F+D 1 [13.,73a) 

出 称 ( 疡 , 疡 ?与 (三 天) 等 价 

(FE,F) ~ (EF’) (13,73b) 
即 它们 属于 同一 等 价 类 , 记 为 [ 玉 ,F1l, 或 廊下 ,而 -EE 下] 的 道 元 记 为 [下 ,1]. 利 
用 此 等 价 关 系 ,个 A(5)= :上 ,Fi 有 形成 Abel 样 . 
例 13.12 S= . ,为 非 负 整 数 集 台 ,在 通常 加 法 运算 下 为 半 么 群 . 这 时 A(S)= 
为 遂 常 整数 加 群 . 
例 13.13 S= 10 为 非 鹤 整数 集合 ,在 通常 乘法 运算 上 形成 半 儿 群 ,这 时 
(SS)= QQ 一 10| 为 有 理 数 乘 群 . 


“13.6 矢 欠 的 分 类 及 KK 理论 .407 ， 


半 群 Vect* (M) 通 过 引入 (13.73) 式 等 价 关 系 得 到 Abel 群 K"(M), 它 的 元 素 
是 撒 式 差 [ 玉 1 -- | 下 1, 生 下 等 式 


Fj-1F]=jF]-[F'} (13.74a) 
成 立 的 必 充 条 件 吕 存在 [万 ]EVece 7) ,使 得 
IEDF DDI=IE DEFDDI {134,.74b) 


矢 从 的 张 量 积 的 可 在 K*(CM) 上 定义 乘 和 
(EJ:[F]=[F£@F] 

它 使 K"(M) 成 为 一 个 具有 单位 元 [ e! ] 的 坏 . 

以 上 我 们 着 重 讨 论 实 向 量 从 ,对 复出 量 从 Yect' (MM), 可 以 完全 类 似 分 析 , 所 
有 定理 在 复 向 县 从 时 都 有 相应 定理 ,可 类 似 定 六 K'(M) 群 ,而 且 由 于 复 矢 从 的 分 
析 更 简单 旦 易于 掌握 , 存 通 常 文献 部 先 着 重 分 析 复 和 撩 从 的 上 理论 ,将 K'(M) 就 简 
沁 为 KC ,而 将 K*CMD) 记 为 KO( MY. 

长 理论 是 定义 灰 矢 从 稳定 类 上 的 推广 的 上 同调 论 , 在 证 明 Atiyah-Singer 指数 
定型 中 起 重要 作 册 . 


习题 十 三 


1. 请 说 明 $+ 上 SL(2) 证 成 的 拓扑 分 类 . 
2. 向 其 共有 整体 截 而 ,是 次 向 基 共 平 南 ?” 划 何 判断 向 量 从 是 各 平庸. 
3, 清 说 明 与 结构 群 G 相关 的 普 适 丰 &(0) 的 定义 , 奶 何 对 主 共 PTM 如) 分 类 ? 并 请 以 结构 群 G 
为 UL) 为 例 进行 说明 ， 
4. 已 知 写 过 op , 令 革 为 cp 上 的 自然 线 从 ， 
L= pz)Ecp x IrEpl 
请 证 明 
了 
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近代 物理 主要 起 研 究 荔 论 , 从 微分 几何 观点 看 , 场 就 是 纤维 从 的 堆 面 .纤维 从 
上 蕉 窗 导 流 形 上 上 明 数 的 推广 ,本 数 雪 微分 ,而 对 缂 维基 上 截 看 进行 微分 .必须 约定 
各 纤维 与 其 邻近 纤维 间 关 系 ,必须 引进 联络 .含有 联络 的 协 变 导 数 是 使 截面 映射 到 
稚 面 的 线性 微分 算 子 . 

纤维 大 理论 中 浴 变 微分 .联络 与 红 维 从 上 平行 输 运 概 念 紧密 相关 ,关键 在 于 比 
较 邻 近 纤 维 上 各 点 ,在 邻近 纤维 癌 建 立 联系 , 且 使 这 种 联系 与 从 的 特殊 局 域 化 大 
关 . 玉 达 缂 维 共 二 联络 有 许多 种 等 价 形式 , 物 开 上 最 常用 的 足 作 用 于 向 量 从 截面 开 
合 有 联络 的 协 变 导数 算 子 , 上 章 曾 指出 ,向 量 从 整体 结构 主要 取决 于 其 伴 主 从 结 
构 , 回 最 从 联络 性 质 常 由 与 其 相应 主 从 联络 决定 , 故 近 代 联 络 理 论 部 先 研 究 王 从 联 
络 , 主 从 联络 决定 了 证 共 各 作 矢 处 联 络 . 在 第 上 节 我 们 慨 咯 介绍 主 共 上 腾 络 , 并 用 
二 种 等 价 方式 ( 切 空间 , 余 切 空间 ,及 底 流 形 [- 微 分形 世 ) 表 述 . 在 第 2 节 表 明 可 由 
主 从 联络 识 定 其 各 种 伴 矢 从 联络 .物理 上 规范 势 相 当主 从 联络 ,而 各 种 物质 场 臣 各 
种 伴 天 从 的 截面 ,其 协 变 时 数 算 子 含 有 联络 正 表 明 物质 场 与 规范 场 相互 作用 .在 第 
3 节 更 认真 分 析 作 用 在 向 量 处 截面 集合 上 的 协 变 导数 算 子 .第 4 凶 介 绍 直 积 从 上 
联络 ,对流 形 上 切 从 及 标 架 从 1 联络 ,还 需 注意 其 可 能 存在 挠 漳 问 题 .在 本 章 最 后 
一 小 介绍 纤维 从 平行 输 运 与 联络 的 和 乐 群 这 一 重要 概念 ,讨论 黎 曼 流 形 上 与 各 种 
G 结构 相 容 的 联络 ,分 析 其 有 特殊 和 乐 太 的 联络 . 


$14.1 主人 失 P(M,G) 上 联络 与 曲率 


旭 何 定义 纤维 从 二 的 联络 ?我 们 先 回 忆 一 下 通常 流 形 切 从 上 联络 的 定 久 , 风 
第 前 的 分 析 , 在 流 形 M 上 给 定 曲线 rfr), 洛 此 曲线 每 点 有 一 沿 曲线 的 切 向 量 


dd_adr yd 
X= 7 dr Nr (14.1) 
如 流 形 M 上 存在 某 切 问 量 场 Y, 切 场 Y 在 曲线 (tr) 上 各 点 如 满足 
vrY=0 {14.2) 


则 称 问 量 了 浴 曲 线 ; (7 平行 输 运 , 即 联 络 定义 了 任意 团 场 Y 沿革 区 方向 的 平行 
输 运 .下 面 我 们 用 纤维 从 语言 将 上 述 结 果 再 重 叙 一 遍 . 


§14. ] 主妇 已 MM. 忆 ) 上 联络 与 曲率 :409 ， 


切 向 量 场 了 为 切 从 截面 ,将 向 量 场 Y 限制 在 流 形 M 遇 线 .zfrz) 上 , 节 通 过 曲 
线 rfr) 上 各 纤维 与 截 所 的 交 , 得 钊 虹 线 rtr) 的 提升 . 哲 此 提升 满足 (14.2) 
式 , 贡 称 为 由 线 的 水 平 提 升 .给 定 了 联络 ,也 就 是 给 定 了 曲线 的 水 平 提升 . 

将 以 上 结果 推 放 到 任意 纤维 从 上 ,如 果 在 整个 从 空间 中 定义 了 六 底 空 间 曲 线 
了 (的 水 平 提 开 w(tr}, 月 u(r) 满 中 

ntutr))} — x(lr) (14.3) 
也 就 定 浆 了 联络 . 

本 贡 分 析 如 和 何 定义 主 拓 PCAM ,GJ) 上 的 联络 ,由 于 m 维 流 形 M 与 上 维 李 群 G 
加 为 兆 洪 流 形 ,未 从 P 局 域 为 底 流 找 与 群 流 撒 的 直 积 流 形 , 出 为 东 滑 流 形 ,可 过 论 
主 从 也 的 切 太 了 (中) 与 余 切 从 本 “(PP). 得 到 联络 的 不 同 表 达 形 式 . 下面 我 们 先 分 
析 联 络 的 切 空间 表述 . 

御 雁 请 上 点 uEx tr)= 下 ,有 切 空间 了 (PY}, 丰 m+ 上 维 线 性 空间 .可 利 
用 结构 样 G 对 证 从 PP 的 右 作 用 ( 它 使 红 维 下 和 白 变 撞 ) 得 到 群 流 形 下 上 的 个 大 
不 变 切 向 量 声 WV,(a=1,2,…, 背 ) ,它们 在 纤维 F, 的 每 点 组 成 与 纤维 六 相 切 的 算 
上 生子 空间 


VC TP) 
关键 在 于 确定 了,《P) 中 相对 V 的 补 子 空间 也 ， 
TP) = VHF, (14.4) 
日 , 称 为 水 平子 空间 .上 式 不 能 惟一 确定 水 平子 空间 理 , , 仅 当 主 从 上 定义 联络， 
也 就 确定 了 从 上 截面 的 平行 输 运 ,也 就 确定 本 水 平子 空间 所 . 
主 共 也 局 域 平庸 ,可 将 从 上 点 4x 1(7) 表 示 为 
x# 一 (rr (14.5) 
利用 底 流 形 M 上 曲线 ,rfr)? 的 水 平 提 升 为 主 从 上 曲线 
utri= (rtr),atr)) 
niutr)} — rir) (14.6) 
选 出 水 平 切 空间 瑟 , , 即 水 平 曲 线 u(r) 的 切 癌 量 症 水 平 空间 万 中 的 阅 莉 .纤维 从 
上 平行 输 运 可 由 会 联络 工 的 协 变 微 分 算 子 下 生成 
一 dd 寺 和 A (14.7) 


SM 上 基 向 量 场 , 则 沿 X 方向 协 变 导数 w 对 证 其 局 域 截 


面 * 的 作用 可 雪 示 为 


(14.8) 


Vu 二 
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当主 从 如 (14.6) 式 局 城 平庸 化 ,可 类 伺 (14.2) 式 约定 , 当 g(r) 满 足下 式 就 认为 
ulr) 是 曲线 ztzr) 的 水 平 提升 


vg = (0 + A, Sg=0 (14.9) 
即 联 络 堪 式 
A=Adr =-dg'g = A(r)ndr ET(M)xa {14.10) 
为 取 值 李 代 数 9 的 底 流 形 M 上 1 形式 .这 里 r, 为 本人 代数 6 的 生成 元 , 当 结 构 群 为 
SU(2) 群 ,z= ,0 为 个 Pauli 矩阵 . 
为 分 析 方 便 , 设 G 为 矩阵 群 ( 所 有 经 典 群 都 可 诅 示 为 算 阵 群 ).8 = (gEG， 
每 年 阵 抱 g, 可 看 成 群生 上 末 数 . 主 热 上 曲线 wnt} 的 切 向 为 


dd dr”" 9 | ds， 2 . 
dr dr dr dr 9g, 


利用 (14.9) 趟 , 知 当 utr) 洲 足 水 平 曲线 条 件 时 


dd de 0] 
dr dr [i (CA dg, cab A ra Vay 90g, J 
dr Am dm 
dr (本 A Lm } 人 dr 2 【 14 . 上 11) 


其 中 


VS tr{ rg 3 ) {14.12) 


2 
dg 
为 群 G 流 形 上 右 不 变 基 本 向 量 场 (参见 续 3.7) ,指向 主 从 垂直 切 方向 (纤维 方向 ). 
而 

] ~ 


人 三 一 AV 
,= (14.13) 


称 为 协 变 导数 , 它 是 3, 的 水 平 提升， 由 它 可 组 成 六 维 术 平 切 空间 五 ,的 基 和 拓 ,这 
样 组 成 的 号 具有 人 性质 


fr 万 = 人 CAT) {14.14) 
《14. 13) 式 使 底 空 间 的 切 矢 有 确定 的 水 平 提升 ,出 当 群 G 对 主 从 PP 布 作用 时 其 形 
式 不 变 . 
由 以 上 分 析 我 们 看 出 ,可 用 下 述 办 法 得 到 主 失 上 联络 . 
给 一 规则 ,将 主 从 已 上任 一 点 站 处 的 切 空间 了 { 己 ) 分 解 为 两 个 子 空间 的 雪 和 
了 = HDV, (14.15) 


14.1 主人 PCOM ,CT 上 联络 与 曲率 “41 -。 


其 中 Y 为 由 纤维 群 流 内 的 布 不 变 基 本 和 拓 场 1V ;组 成 的 大 维 线 性 空间 (有 = 
dime ) ,满足 


fr = (14.16) 
府 豆 为 由 (14.13) 式 表示 的 }5, | 组 成 的 mm 维 水 平子 空间 Cm 一 dimAD) ,满足 
1) x HH = TT (MEI = 1, (M) (14.17) 
2) R,. HH, = H, , 即 水 平 于 空间 族 ; 瑟 ,为 R, 不 变 . 
IiHkp | = IH,: (14.18) 


3) 随 着 x 的 变化 ,HH, 是 光滑 可 微 的 ， 

以 上 是 主 从 科 络 的 最 基本 的 表述 方式 ,利用 切 空 间 表 述 . 用 (14.10) 式 攻 (14.13) 式 

所 定义 的 联络 满足 以 上 各 条 件 .条 件 1)? 表 明 给 定 联 络 , 即 在 主 从 任意 点 & 给 定 水 

平 半空 间 玉 , 的 分 布 ,而 囊 , 为 处 的 切 空间 个,(P) 中 垂直 子 空间 V, 的 互补 半空 

间 .条件 2) 表 明 联 络 在 一 点 & 上 的 值 囊 诀 定 在 整个 纤维 上 的 值 . 条件 3) 进 一 步 表 

明 . 当 共 上 给 定 联络 ,就 给 定 瞧 上 微分 结构 ,使 能 对 主 扒 及 相伴 从 进行 微分 运算 . 
(14. 13) 式 定义 的 协 变 导 数 -- 般 不 对 易 


[= RV, (14.19) 
其 中 
Fo < OAS OAs + AA. (14.20) 


称 为 曲率 张 量 .(14. 19) 式 表明 协 变 导数 的 对 易 子 仅 上 共有 垂直 分 量 , 进 - 步 可 证 对 
易 子 满足 jacobi 等 式 
| 人] 二 0 (14.21) 

此 方程 称 为 联络 曲率 张 量 FF, (414.20) 式 ) 所 必须 满足 的 Bianchi 等 式 ,也 是 在 选 
联络 时 ,联络 和 (7 ) 所 必须 满足 的 方程 . 

也 可 利用 余 切 空间 YT" (PP) 中 取 值 在 李 代 数 a 上 的 1 形式 w 来 定义 主 从 上 联 
络 ,这 是 联络 的 允 一 种 表达 方式 ,是 与 前 而 切 空间 袁 述 方式 等 价 的 方式 ， 

在 从 上 取 局 域 坐 标 (14.7), 可 将 从 PP 上 联络 1 形式 w 写 为 


w=g Agtg dg€E A (DP.,0g) (14.22) 
这 里 有 来 用 通常 物理 文献 习 民 ,将 联络 站 记 为 
4=A4dr =A4c(rirdr ET (tM)xA (14.23) 


而 QCP,g) 表 示 主 外 PP 上 取 值 李 代数 9 的 1 形式 .此 联络 1 形式 w 的 第 二 项 , 即 
其 纵 分 量 g ‘dg 为 左 椒 变 Maurer-Cartan 撒 式 gg dg: 
wl =g dg {14.24) 
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当 群 从 右边 作用 在 主 从 已 上 时 ,4 不 变 ,而 w 像 伴随 张 其 一 样 变化 : 
R: PP,a€e 


于 md 
R. ;ra Ya 一 Ad,_ ,wm (14.25) 
易 证 ,w 具有 性 质 
《一 全 【14.26) 
sw VW) =g tg-= Ad, 1Tt, (14.27) 


即 w 可 对 没 本 CP) 的 水 平 了 空间 ,而 将 条 直子 褒 间 的 基底 映射 为 常 垂 阵 . 可 利用 具 
有 上 上 述 性 质 的 联络 形式 w 将 T(tP}) 划 分 为 满足 条 件 (14.16) 种 (14.17) 的 水 平子 空 
间 HCP) 与 重 直 子 鹤 间 Y(P). 
在 余 切 空间 给 定 满足 条 件 (14.24).(14.25) 的 联络 ] 形式 w, 即 给 定 了 联络 ， 
这 就 是 主 欠 上 联络 的 余 切 空 间 棚 述 . 
将 联络 1 形式 w 限制 在 其 上 zx 点 处 , 记 为 w, ,ww, 作用 在 二 (PY 上 , 令 
H, = IXE€E TT,(P)|w, (X= 0| = Ker(w,) (14.28) 
为 由 的 核 ,由 条 件 (14.24) 和 (14.26) 知 映射 
ns: 有 RAT) 
为 同 构 , 即 百 , 与 丛书 的 纤维 " 乖 直 "(线性 万 关 ) ,而 条 件 (44.25) 保 证 
RH, = H., 
旦 条件 (14.25) 与 (14.24) 相 容 . 因此 ,联络 的 余 切 空间 表述 与 切 空间 表述 完全 等 
价 ， 
在 主 处 已 上 给 定 联络 1 形式 w, 可 对 从 上 每 点 切 空 间 分 解 为 水 平 与 垂直 两 部 
分 的 直 和 ， 
X=X1X, VXE TP) (14. 16a) 
XEH,, REV 
使 
w NR)=0, ro.(X)=0 
对 于 从 PP 上 任意 形式 a ,也 可 定义 其 水 平 部 分 a: 
oN KX) = a( XK ) (14.29) 
相应 地 ,可 冠 义 & 的 协 变 微 分 
a = (doa) {14.30) 
并 可 给 出 主 从 P 上 曲率 2 形式 


和 $14.1 主人 PCATG) 上 联络 与 曲率 加 “48 - 


虽 三 Go =doiomAooE REP0) (14.31) 
这 样 定 关 的 主 从 上 取 值 李 代 数 的 曲率 2 形式 只 与 任意 牌 直 切 矢量 的 缩 并 为 零 
(AQ;yX, Y=0, YX,YE VP) (14. 32a) 
调 对 水 平 切 矢 量 的 缩 并 
CR ,YY = [DT ] -Drew =- F(X,Y) (14.32b) 
与 (14.19) 式 所 得 结果 同 . 观 证 曲率 只 满足 Bianchi 恒等式 
QO=dNt+wAN QAw=0 (14.,33) 
在 群 G 对 主 从 PP 右 作 用 时 ,2 如 张 蔓 窜 化 
ra faa, Eee (14.34) 
可 将 @ 拖 加 到 底 流 形 上 ,表示 为 
N=g Fg 
其 中 
F=dA+AAA-= Fordr’ Adr EN(M,g) (14.35) 
为 底 流 形 M 上 取 值 李 代 数 2 形式 ,满足 与 135) 式 相应 地 Rianchi 恒等式: 


IFSdF+AAF-FAA=-0 (14.35a) 
此 式 与 (14.22) 式 完全 等 价 . 

下 面 我 们 介绍 主 从 联络 的 第 三 种 表述 方式 , 即 利 用 底 流 形 M 上 微分 形式 来 
表述 . 底 流 形 M 上 联络 1 形式 4 与 曲率 2 形式 所 可 认为 是 主 从 已 上 与 0 拖 回 
至 底 流 形 的 结果 . 由 于 一 般 主 从 非 平 庸 , 仅 局 域 平庸, 设 底 流 形 M 可 用 若干 开 集 
i U1 覆盖 ,对 每 开 集 UU , 主 从 P 有 局 域 截面 

sg: Ui 
TEL > gpg,(7) 


则 
gu=A, gnN=F (14. 36) 
当 局 人们 UU; 才 0, 在 交 秋 区 ,有 
Balx) = Haaler galt) (14.37) 
其 中 gwat.r )€ G 为 转换 滑 数 .为 了 使 联络 形式 w 在 交 亚 区 仍 有 确定 定义 , 需 
w = go A'g, + go dg, = LA + gal dgg (14.38) 


利用 (14.37)} 式 可 证 ,在 交 夺 区 联络 A 的 两 种 表达 式 间 : 
一 有 对 AR + gad dg (14.39) 
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而 相应 曲率 2 形式 下 的 变换 为 


更 = 区 ER 《14.40) 
而 这 和 时 计 从 上 钊 这 二 形式 电疗 整个 底 流 形 上 仍 可 目 治 址 定 区 
= gi Fg, = go Fg (14.41) 


由 以 主 分 析 我 们 看 出 , 若 我 们 在 底 流 形 开 集 LI 上 找到 皮 值 在 李 代 数 上 .1] 形 
式 4 ,在 变 亚 区 满足 条 件 (14.39), 则 可 利用 (14. 3 强 ) 式 定 文 主 从 PP 上 联络 1 形式 
wtE 7 CP). 填 是 ,在 底 流 形 上 | 上 给 定 联 络 ] 上 撒 式 
A= A,{Cridr’ = Ar) 5 三 (14.42) 
而 在 光春 区 ,各 区 所 定 广 的 4 按 (14.39) 式 变换 , 则 在 主 从 PP 上 给 定 了 联络 .这 是 
给 出 主 从 联络 的 第 二 种 方法 .而 (14.49)? 式 柑 当 十 规范 场 理 论 中 规范 势 的 规范 恋 
换 . 正 如 (14.36) 式 所 表示 的 ,规范 势 4 相当 于 把 主 从 联络 ] 形式 w 通过 主 从 局 域 
截面 拖 回 宴 底 流 形 上 ,规范 场 强 下 相当 于 把 曲 兴 2 形式 员 拖 回 到 底 流 形 下. 
总 之 ,让 上 联络 吉 用 二 种 等 价 方 式 豆 述 : 
1) 坊 襟 间 表 述 ,将 主 从 已 上 任 一 点 处 切 空 间 全 (PP) 分 解 为 亲子 室 间 青 利 ;人 = 
日 ,+ WV, ,其 中 所 称 为 水 平 了 空间 满 中 
r ,本 = 了 TCM) 
| = 1H,| 
HHH, 随 n 的 变化 是 光滑 的 . 而 垂 却 空间 Vi 由 主 从 纤维 { 群 流 形 已 ) 上 右 不 蛮 
问 量 场 1V,1* 组 成 ,满足 
rr VD 
2) 余 切 空间 表述 ,在 了 (PP} 中 选取 值 李 代 数 g 的 联络 1 形式 wm 各 人 (0P,9) ,满足 
wlge = dg 
Riw=a or YaEG 
而 在 从 上 种 点 站 扣 卫 , 划 共 水 平子 空间 
H, = Kerlw, ) 
3) 底 流 形 上 微分 形式 表述 .在 底 流 形 M 十 备 开 邻 域 U 上 给 出 联络 1 形式 A 
A= A(r)rdr € DIM) 
为 版 值 李 代数 9 的 微分 1 形式 .而 在 变 章 区 如 (14.39) 式 作 规范 交换 . 


EL 


$14.2 伴 矢 外 已 xeY 上 联络 与 曲率 
物质 场 与 规范 场 相互 耦合 


主 夫 PEM ,GG) 有 许多 相关 的 伴 失 从 
E(tM,V aniGH) = PxeV 
其 中 V 为 按 群 G 的 表示 po(G) 变 换 的 表示 空间 . 群 如 对 伴 丛 卢 = 已 xeY 的 作用 
可 表示 为 
人 
这 种 G 作用 所 得 等 价 类 弓 成 商 空 间 即 件 从 上 = 忆 x VY, 它 是 以 邮 一 PIG 为 底 流 
形 ,以 癌 巧 空间 W 为 纤维 的 向 量 从 
7 Py,.Vv—»M 
称 为 主 从 忆 的 伴 矢 从 , 主 从 了 的 结构 决定 伴 欠 FE 的 结构 ,它们 有 相同 结构 群 . 主 
从 号 上 联络 决定 伴 从 EE 上 联络 . 
在 理论 物理 规范 场 论 中 , 主 从 联络 相应 于 杨 - Mills 理论 中 规范 势 
A A) AP) 
主 共 曲率 相应 于 规范 场 强 
Ptr) = P(r, 
规范 场 论 常 需 研 究 规 范 势 A,(Cr){ 为 白族 1 的 粒子 ) 与 物质 场 由 zz) 的 相 末 作用 ， 
物质 场 p(t) 相当 于 时 空 流 形 上 的 伴 从 下 
F(M,V, aiG,P) = Px VV 
的 截面 .物质 场 y(x ) 取 值 在 群 G 表示 空间 Y 中 的 向 量 上 ,例如 , 当 V 为 上 维 向 量 
空间 , 则 物质 场 yt.z) 是 具有 上 个 分 时 的 向 星 
vr) = 【由 (ze 
站 (7) 场 的 个 分 量 相 应 于 粒子 的 有 重 态 . 
主 从 P(M,G}) 上 联络 ,完全 决定 了 伴 从 上 上 的 联络 .作用 在 华 从 截面 yt) 
上 的 协 变 微分 算 子 含有 主人 共 上 联络 A, tr), 因 而 也 就 决定 了 物质 场 y{.r) 与 规范 
场 4,(zr) 间 的 相互 作用 .下面 我 们 来 更 仔细 分 析 一 下 伴 处 上 的 联络 及 相应 的 协 变 
微分 算 子 . 
伴 从 三 的 结构 群 G 与 主 共 六 的 结构 群 相 同 , 令 p 为 作用 在 向 量 空间 Y 上 的 
群 G 的 表示 , 主 从 已 的 转换 函数 gs 的 表示 pge) 即 作用 在 伴 欠 无 上 的 转换 是 数 ， 
主 基 下 与 伴 丰 具有 相同 底 流 形 MM,M 上 曲线 rfr) 在 主攻 PCMWM ,G) 上 的 水 平 提 
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下 zfzr) 汶 

utr)= Crtr),p(r)) 
它 完全 确定 了 曲线 .rt rt) 在 伴 从 下 = Px,V 上 的 水 平 提升 . 

slr)j = (rtr), plr)) {14.43) 

br) = g (ry 

这 里 为 简化 记号 ,用 “和 代表 其 表示 算 阵 ptr .并 邻 gy(0) 一 1. 可 利用 底 流 撒 M 
小 曲线 zfz) 的 水 平 提升 得 到 从 上 水平 曲 线 z(5) ,作用 在 向 量 场 gt.r) 上 的 协 
变 导 数 DD. 就 是 从 下 上 水 半 有 曲线 zt 的 切 辕 量 , 它 也 就 决定 了 从 玉 的 团 帘 闻 
六 瑟 ) 的 水 平子 空间 HLE) 


] 1 dr oa 4 
Dylr) | Tg (rT).r(r))) 1 An = 和 的 工 答 4p)= Dy 


其 中 


D, = = 1A, (14.44) 


为 作用 在 人 下 截面 ytz) 上 的 协 灾 导 数 算 子 . 当 群 和 对 相应 主 从 已 右 作用 时 .对 
于 伴 从 上 的 截面 ,有 
PE 
易 证 这 时 
Dw 8 Dy (14.45) 

即 协 淡 导 数 算 了 于 就 是 使 向 量 从 EF 的 截面 映射 全 截面 的 微分 算 子 . 

将 主 从 PP 曲率 只 拖 回 到 底 流 形 MM 上 ,得 2 形式 下 ,可 和 将 下 着 成 底 流 上 形 M 上 
取 值 为 李 代数 妇 的 一 阶 到 对 称道 变 张 量 场 { 张 量 从 的 截面 ) ,由 (14.40) 式 知 此 张 
晤 从 是 主 从 PP 的 伴 从 ,其 截面 下 的 协 变 导数 是 


££ 
DF 1.» = Dg (nF rr g(r) | ._ 三 本 + + [A ,F]j= 和 FF 


DF =dmDP=dF+[A4,E] (14.46) 
称 为 下 的 协 变 外 微分 ,在 结构 群 G 的 必用 下 , DF 的 变换 规律 与 F 相同 , 即 与 
(14.40) 式 类 伺 . 
Di = gi DFg,, 
问 量 场 y(x) 可 称 为 下 值 为 向 量 ( 群 G 的 表示 空间 ) 的 0 形式 , Ft.e) 称 为 取信 为 算 
阵 ( 伴 随 张 量 ) 的 2 形式 ,对 于 取 值 为 伴随 张 量 型 的 /形式 孔 


$14.2 伴 矢 从 Px,V 上 联结 与 曲 宣 物质 场 与 规范 场 相互 看 全 + 417 ， 


EB = 是 
可 定义 其 协 变 外 微分 
DE= ds +1+AAES-(-1)5AA 
易 主 DZ 为 伴随 张 量 型 (1 + 1) 形 式 
DE = ga DE go 
即 协 变 外 微分 算 子 D 使 规范 协 变形 式 仍 映射 到 规范 协 变形 式 . 
为 了 更 好 地 理解 联络 与 协 变 导数 的 意义 ,下 面 举 理 沦 物理 中 两 个 例子 . 
例 14.1 电磁 场 为 U(1) 规 范 场 .在 电磁 上 场 中 运动 的 带电 和 粒子 波 世 数 yz) 为 
U(1) 伴 矢 从 的 截面 ,是 复 值 孙 数 , 按 概率 解释 ,其 模 |y(x)| 代 表 在 该 点 x 找到 粒 
子 的 概率 幅 , 而 y(x)= 'yg(xr)ie*, 相 角 8 本身 无 物理 意义 , 波 函 数 wzr) 可 作 整 
体 相 角 变 换 府 不 改变 物理 状态 .但 是 如 作 局 域 ( 依 束 于 位 置 ) 的 相 角 变换 ; 
pyr) yr) = ee Nyt{r) (14.47) 
向 于 相 角 依赖 坐标 , 波 限 数 的 普通 微分 不 再 是 从 上 截面 ,必须 引信 合 规范 势 的 协 变 
微分 
D, = 日 + 内 (7 
这 时 ,Per) 仍 为 伴 从 上 截面 ,其 变换 规律 同 g(r). 
Dr 一 DCz) = ee Dy) (14.47a) 
其 中 
,= 0. +A'(zr) 
而 在 规范 赛 换 下 ,规范 委 4(zr) 应 按 下 面 规律 变换 ， 
A AA) = ev (A (rr) +o er" = Ar)+ieaatr) 
这 样 可 以 使 (14.47a) 式 满足 .含有 规范 势 的 协 安徽 分 算 子 , 是 使 伴 和 拓 从 截面 映射 到 
截面 的 线性 微分 算 子 . 协 变 导数 本 身 给 出 带电 袜子 与 规范 场 间 的 相互 作用 , 称 最 小 
电磁 类 合 ， 
例 14.2 杨 -Mills 场 为 SU(2) 规 范 场 , 它 引 人 的 物理 原因 是 ,在 基本 粒子 物理 现 
象 中 ,下 在 核 力 同 位 旋 邓 称 性 , 当 忽略 电磁 相 羡 作用 时 ,质子 与 中 子 相当 于 同位 旋 
双重 态 , 称 核子 态 ,可 表示 为 


Md (14.48) 


办 人) = (Ye 
对 具有 同位 旋 对 称 的 场 论 , 何 谓 质 子 何谓 中 子 仅 可 局 域 定义 ,依赖 于 位 置 . pv (rx) 
满足 的 SU(2) 规 范 协 变 的 Dirac 方程 为 
YDd (tr) =~ invgw (rc) {14.49) 
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其 中 了, 为 协 变 导 数 算 子 ,必需 含有 杨 - Mills 场 A{z) 
Dr) = 0, + A (rr) (14.50) 
Atx) 是 肥 值 在 SU(2) 李 代数 上 的 工 形 式 ,是 结构 群 为 SUI2) 的 主 然 上 有 联络 1 
形式 w 对 底 流 形 的 拖 回 . 主 从 了 于 局 域 截 而 
ss: UP 


称 为 局 域 规范 ,而 
A(T) = sow = Atr)r de’ 

当 将 A,(z)= (er 代 人 (14.50) 式 成 为 作用 于 核子 态 内 上 算 子 时 ,因为 内 

按 SU{2) 群 (同位 旋 群 ) 的 二 维 表示 变 ,应 取 = 的 2 维 表 示 竺 ,这 里 a 是 道 常 Pau- 


li 知 阵 ,作用 于 物质 场 上 上 协 变 导 数 算 于 含有 规范 势 A, (x ) ,表明 存在 物质 场 与 
规范 场 间 相互 作用 . 


14.3 & 秩 向 量 从 截面 上 协 变 微分 算 子 Y 与 联络 算 子 D 


在 理论 物理 中 向 量 从 特别 重要 ,向 呈 从 截面 是 定义 在 M 上 取 值 在 纤维 上 的 
矢 值 函数 , 即 流 形 上 向 量 扬 .由 于 撩 从 纤维 为 大 维 向 县 空间 ,可 利用 纤维 的 向 景宗 
间 结 构 定义 截面 集合 T(E) 的 向 量 空间 结 构 , 使 任 两 截面 闻 可 相 加 ,并 可 定义 截面 
与 函数 乘 ,使 截面 集合 让 ( 玉 ) 为 上 秩 (NM) 模 .在 物理 上 各 种 物质 场 都 是 矢 从 截 
阐 , 场 论 就 是 对 这 些 和 失 从 截面 进行 各 种 微分 运算 与 分 析 . 由 于 它 的 重要 件 ,我 们 在 
本 节 对 镍 用 向 量 从 截面 TEE) 上 协 变 导数 与 协 变 微 分 算 子 的 特点 进行 认真 分 析 与 
讨论 .我们 先 将 矢 从 下 及 其 伴 主 从 ( 标 架 从 ) 一 起 考 志 ,引入 协 变 微分 算 子 吕 , 首 先 
号 出 与 矢 从 局 域 平庸 化 无 关 , 与 局 域 标 架 选取 无 关 形式 ,然后 再 写 出 明显 依赖 局 域 
坐标 选取 形式 ,而 分 析 与 局 域 坐标 选取 无 关 的 ,有 几何 意义 与 物理 意义 的 运算 , 引 
人 对 矢 丛 截面 平行 输 运 的 联络 算 子 D. 

矢 向 量 从 上 E 一 >M, 是 GL(&,) 主 外 ( 标 架 从 ) 的 伴 从 . 标 架 从 的 局 域 看 面 
le{x) lt 即 矢 从 玉 的 活动 标 架 , 矢 共 局 域 平 庸 ,对 底 流 形 M 的 开 集 忆 , 矢 从 截面 
5E T(E), 可 局 域 表达 为 由 古 到 x '( 口 ) 内 的 ] 一 1 对 应 光 滴 映射 


St = Pen ) {14.51) 


即 为 开 集 UU 上 向 晤 值 函 数 . 作用 于 失 从 截面 法 变 微分 算 子 是 作用 于 TCEY 上 
而 睦 射 天 T(E 人 OT* M) 上 的 线性 微分 算 子 
Vv TE)-— T(E CT M) 


$14.3 不 秩 向 最 从 截面 上 协 变 微 分 算 子 与 联络 算 子 了 D “ 419， 


满足 
Vias+ bs =a | HW, a,p, 人 EE- 
Vo= FT 了 EM {14,52) 
由 此 性 质 , 将 (14.51) 式 S(r) 的 局 域 表达 式 代 大 得 
VS = Votretr)) = der) Se (lr) + te(r}Vet(tr) (14.53) 
当 对 上 式 中 Ve, (xz) 作用 确定 , 则 YS 就 被 完全 确定 .将 Ye,fr) 用 局 域 标 架 1e {x)!! 
展开 
Yefr) er EE T(EDT' IM)) (14 54) 
其 中 (zx)= dx {x) 称 为 向 量 从 玉 上 联络 1 形式 .将 (14. 54) 式 代 人 (14.53) 
式 得 


VS = eH(de + re) (14.55) 
若 同 其 从 5 的 纤维 标 架 进行 变换 
e (x) = elr}A (ur) (14.56) 
应 归 求 从 二 截面 s(x ) 不 变 , 即 
sti) = er = ee 
此 纤 维 坐 标 应 作 相 央 变 换 
gr) 人) {14.57) 


按 新 的 标 架 ,应 如 下 定义 联络 1 形式 媚 ,由 (14.53) 式 协 变 微分 为 
Ve = Vtel) - eA + edAa 
而 左 端 = e 7 , 故 
T= CATEA t+ (AT dA (14.58) 
也 可 利用 按 上 规律 变换 的 -组 底 流 形 M 上 1 形式 来 定 文联 络 .利用 上 式 易 证 截面 
3 的 协 变 微分 与 标 架 的 选取 无 关 ( 在 交 奏 区 仍 有 确定 定义 ), 即 有 更 体 意义 . 
VS) = 6 NE te Od = ee, OT te Wde’ 


利用 联络 可 将 截面 ; 沿 底 流 形 M 上 切 方 向 X = 名 (+) 7 的 方向 导数 Ye 表示 为 
Ws = Ves KR) = KX{r) Ws (14.59) 
其 中 
Vs = (SS + 7,e | (414.60) 


当 要 求 截面 ; 沿 久 方向 平行 输送 , 即 要 求 
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Ws = Xe (法 + re | (14.61) 


向 量 外 五 的 纤维 空间 沿 底 流 形 W 上 由 线 ztr) 平 行 输送 ,比较 在 灿 线 不 同 点 上 上 的 
纤维 ,可 将 底 流 形 上 曲线 x{r) 水 平 提升 为 具 上 水 平 曲线 xfr) 

Er = txtr), Er)) {14.62) 
水 平 曲线 党 utr}) 的 微分 可 得 从 玉 的 切 从 村 (下 ) 的 大 平子 空间 


d dx* | d 9 
dr dr dr og 


其 中 从 应 满 趾 方程 (14.61) 礁 


d _ dr Fe dr 
dt dr \ar (a ge) del (14.63) 
其 中 
- 他 
i = Da I 3 {14.64) 


为 底 流 形 M 的 切 问 量 = 9 二 的 水 平 提升 ,可 选 之 为 ( 忆 ) 的 水 平子 空间 万 ( 下 ) 的 基 
底 . 于 是 可 将 TCF) 在 w€Ex :(r) 处 的 切 空间 T (下) 分 解 为 水 平子 空间 H_(F) 
(可 选 基底 9, ,p=1,…, xm) 及 乘 硼 子 空间 VV (RE 可 选 基底 并 1 


TE) = HE}YD VE) 
可 如 图 14.1 所 示 . 
以 上 对 从 下 上 联络 与 平行 输 运 问题 用 切 空间 表述 ， 下 高 也 可 用 余 切 空间 的 对 
惕 表述 .上 即 
在 夫 玉 的 余 切 从 本 "(EE) .可 取 所 值 1 形式 
wo = de + TT, dr (14.65} 
易 让 如 上 .定义 的 w' 满足 
00° ,D,? = 0,te', 和 5) = 人 【14.66) 
即 可 利用 ww 将 间 量 从 的 切 从 T(EE) 分 解 为 重 
直 与 水 平子 空间 .可 将 w' 毛 T' ( 巨 ) 称 为 问 量 从 
产 下 的 联络 1 形式. 
EE 下 图 分 析 (14.63) 式 , 洪 底 流 形 出 曲 这 
了 (tT 的 毛 方 向 记 为 万 六 于) , (14.63) 式 代表 
图 14.1 扑 巨 的 切 从 小 上) 分 解 示意 图 沿 廊 方 间 的 协 变 导 数 算 子 


$14.3 点 秩 庙 量 从 截面 上 协 变 微分 算 子 VW 与 联 乡 算 子 DD * 421 ， 


Dy;T(E) -> TIE) 
DD 是 作 骨 于 矢 从 下 截面 {7 一 1 人) , 才 (z) ET(E) 上 的 线 住 微分 算 子 ， 
1) 是 线 件 导 子 ,满足 Leibniz 法 则 : 8EDE),REJ(M), 
Day(ak 1 bE}Y = aDyé + DxE’, ahE€E 


Dyfé = X(N Er fxé, feEAM) (14.67) 
2) 三线 性 地 依 症 于 在 该 点 的 方 杂 天, 妈 
Dvreyé = De + gyé, fF wT) {14.68} 


存 时 简称 算 子 DD 为 天 从 下 上 联络 ,1) 是 作用 于 失 从 截面 (7T) = | 人 (rr) 
{zx)l 上 的 ,标志 矢 从 截面 平行 输 运 的 联络 运 子 
D: TM x i(F)— POF) 
DD,: T(E)-> [i{E) 
且 Dx 多 线性 地 依赖 于 X 和 如 M) ,是 下 模 忆 E) 上 协 变 微分 算 子 . 且 可 进一步 引 人 
岗 阶 协 变 徽 分 算 子 
下 TU TM x T{E) -» P(E) 
IY(X,Y) = DTD， 一 Da (14.69) 
其 中 Y* 为 作用 于 底 流 形 切 场 的 协 变 导数 .上 式 由 对 X 与 了 均 为 了 线性 .并 可 进 一 
步 引 人 作用 于 矢 从 截 徊 的 高 阶 协 变 导 数 算 子 
D(X Ks) = De D™ (Xa Ks) DTY eX, X,) 
-D(X VX,) (14.70) 
DY{ Xi XTIE) = T(E) 
它们 相对 宗 量 XX, ,…, 羡 ,, 等 均 为 线性 时 ,是 上 模 T(E) 上 协 变 微分 算 子 . 
治 底 流 形 M 不 同方 向 平行 输 运 算 子 Dx 与 Dy 相互 不 可 交换 ,可 引信 联络 了 
的 曲率 算 子 
R(X,Y}Y = DD, - DyDy -Diy y) (14.71) 
所 相对 宗 意 X,Y 为 线性 , 且 是 作用 于 * 模 卫 ( 互 ?上 的 协 变 微分 算 子 
R(X,Y): T(E)-= TOE) 
满足 
R(X, YI& = R(X,Y)E 


其 由 民 = 本 Rodz Adz'EA2CND, 称 向 量 内 曲率 张 量 2 形式 ,其 中 系数 
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R', = 0 -0 + PD - TD, (14.72) 
时 率 张 量 非 零 是 矢 从 下 水 平子 空间 可 积 性 的 拓扑 障碍 ,也 就 是 找到 局 域 平 标 架 的 
障碍 . 
当 底 流 形 协 变 蛙 数 Y .联络 无 提 , 即 满足 
VY — VX = [X,Y] (14.73) 
这 时 易 证 
REX,Y) = IRIX Y) 一 IOY7,X) (14.74) 


它们 均 是 作用 于 截面 瑚 五 ) 上 上 的 协 变 微分 算 子 .可 以 古 明 ,作用 于 矢 从 截击 拓 的 任 
意 高 阶 线性 微分 算 子 必 可 表 为 (13. 70) 型 算 子 的 .5 线性 组 合 , 得 到 与 局 域 谷 标 选 
取 无 关 有 纪 何 意义 的 微分 算 了 .这 点 我 们 将 在 819.2 进行 认真 分 析 ， 
通常 ,将 联络 1 形式 dx 记 为 
证 Cr = dT (x) € Pghk, ) HT M) (14.75) 
为 取 值 在 友人 ，) 李 代数 (Ex 大 和 矩阵) 上 工 形式 -而 曲率 2 形式 5 Ri dr Adr 记 
为 
Flr) = Rod Adr ET(glk,:) OA MY (114.76) 


为 取信 在 gi (8, ) 上 2 形式, 且 可 将 联络 算 子 品 记 为 
=d+i+ 和 六 (14.77) 
木 季 最 后 分 析 当 向量 从 截面 间 定 义 有 度 规 结构 时 ,对 联络 取 值 的 限制 . 即 当 从 
E 截 向 集合 间 定 义 有 度 规 , 即 定 义 有 双 线 性 映射 
EX T(E)— XM) 


Er pr) rECr), g(r) E ZEM) (14.78) 
要 求 从 玉 上 联络 品 为 保 从 EF 度 规 的 联络 , 即 满 足 
di€, 7) = Dé, np) + 《人 Do (14.79) 
即 对 麻 流 形 M 上 任意 切 向 量 场 XE€ 4t M)， 
RE NY = (Dyé, 人) + 4é, Dyen) (14.80) 
当 在 片 集 UC_M 上 选 从 EE 截面 的 十 交 活 动 标 架 1e,(.x) 1t , 满 是 
cer),e, (rx)) = H, (14.81) 


丛 王 的 任意 截面 
Er 人 er = (er}), ,ETE TOE) 
外 微分 算 子 d: (E> 了 T(EOT* (MM)) 对 各 分 量 取 外 微分 ,而 
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de, 生 O, a 1, (14.82) 
四 一 其 4e ye) = (A(X)e, se) + (ess ACr)e,) 
一 A(XY)e, sb + Ce A(N)e,) 一 A(r} + ACXN 


A'(X} = A(X}E O(F) (14.83) 
满足 上 条 付 的 联络 A 称 为 保 纤 维度 规 结构 的 联络 .类 似 当 纤维 空间 具有 其 他 几何 
结构 ( 旭 厄 米 结构 , 辛 结构 ,…… ) 可 引入 保 这 些 结构 的 联络 ， 


注意 ,这 里 我 们 仅 假 定 从 的 纤维 二 定义 有 度 规 , 底 流 形 仍 是 未 给 定 度 规 的 一 般 
微分 流 形 . 仪 当 底 流 形 为 黎 曼 流 形 , 才 能 在 纤维 从 上 引入 作用 量 泛 肖 , 引 入 物理 动 
力学 方程 ,这 是 我 们 将 在 16 章 后 集中 分 析 的 问题 . 


$14.4 对偶 和 撩 从 ” 直 积 从 上 联络 与 曲率 
切 从 联络 的 挠 率 问题 


对 绽 定 向 量 从 玉 , 对 流 形 上 任意 点 rE M 上 纤维 
Tr = 下 = 
为 & 维 向 量 空 间 , 其 上 线性 消 数 集合 
F, = Hom.(F,,.) 
仍 为 维 向 量 空 间 . 如 在 底 流 形 M 各 点 逐 点 取 对 偶 向 量 空间 下， 为 纤维 ,得 东 从 
E 的 对 偶 矢 从 二 ”. 
当 对 矢 从 下 截面 集合 TE) 肥 局 域 活动 标 架 1e, i* ,在 对 偶 矢 从 五 ' 取 对 偶 活 
动 标 架 Te 上 ,满足 
(eet = 人。 (14.84) 
于 是 在 相互 对 偶 的 截面 
E(x) = Fe ETIE), yr}E ver ET ) 
间 定 义 有 标 积 


(Er), mtr) = E(t{r) E FM) (14.85) 
在 交 秋 区 ,从 下 的 转 措 哨 数 为 x 韭 奇异 矩阵 4, 则 从 EE* 的 相应 转换 函数 为 
(4 
当 在 和 失 外 五 上 定义 有 联络 了 = d+ 入 
De, = Ate, (14.86) 


而 在 对 偶 矢 从 上 诱导 对 侦 联 络 D* = d+ A ,要 求 满 足 
GE vt rT)) = (Dé, yp 二 《ED ») (14.87) 
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即 
O= die, ,yep ?= (De yer } + es) ei} 
= Ae se? ?+ terdp el) = A +t A 
即 
A’ = 一 由 
下 面 分 析 直 积 从 上 联络 与 曲率 . 设 M 上 秋 共 五 | 、 丰 ; 其 联络 Di ,D: , 则 在 PP 
与 E; 的 张 量 积 从 
E= E,WmE, 
上 可 定义 联络 
Dé 6) = Dé 的 证 和 的 Js 
其 中 ET(E), S08 ED(E). 
特别 在 End( 玉 } = EOE" 上 , 今 
o= (re, Be ET(EOQE') 
在 End( 玉 )= EEE ' 从 上 诱导 联络 了 满足 
Doe= dove, es + orAie, et + ove, (Ave: 
= (do + Alg? — or As)e, Her = do+[A,ol] 
好 对 End( 玉 ) 从 诱导 联 络 作 用 类 似 李 括 昨 作用 . 
进一步 可 定 尽 作用 在 
(EY)= T(E AM)), OpEn = dmM (14.88) 
上 的 联络 DD 
D: OQ (EE) QH(FE) (14.89) 
注意 ,外 微分 算 子 GE 满足 dd=0, 但 此 关系 对 作用 于 取 值 和 撩 从 微分 形式 的 联络 算 
子 了 不 再 适合 . 令 &ET(E)= 0"(E). 
D DIA= td+A) (d+ A)é = (dt AJ(dé + Aé) 
= tdA}E— AdE + AdE+ AAAE 
即 
D D=dA+rAAA= FE) » 0 (FE) (14.90) 
FE NE ED) = (EndE) 
将 下 看 成 取 秆 Endk 上 2 形式 ,由 (14.87) 式 可 证 
DF= dF + [A,F] 


{90) _ 
=d4AA-AAda+[a,dAa+ 癌 由 册 ] 


=IA,AAA]= AAAldr dr Adr l=0 (14.91) 
此 即 联络 呈 的 曲率 天 满足 的 Bianchi 等 式 . 
注意 一 般 秩 向 量 从 天 上 联络 
4 = da ET 了) 
为 取 情 Fnd(E) 的 1 形式 ,相应 联络 系数 
i rl, ab = ky p= lsn 
无 挠 率 概 念 , 仅 底 流 形 切 从 联络 在 挠 率 概 念 . 切 从 联络 系数 
i Cr)i, 下 HL 二 于 
作用 在 : 般 向 旺 从 三 截面 上 协 变 微分 算 子 
六 一 
将 从 下 截面 映射 为 直 积 从 ET M 的 截面 , 若 再 次 作用 协 变 微分 算 于 
VT(EOT IM) -+r T(EST' MET M) 
不 仅 需 知 从 上 上 联络 系数 六 ,而 且 还 党 期 道 余 切 从 上 联络 系数 也 . 即 当 对 - 般 
向 量 从 作 多 重 协 变 微分 ,不 仪表 知 矢 从 玉 工 联络 ,还 必须 知道 切 从 联络 ,后 者 存在 
找 率 问题 . 
例如 , 当 我 们 对 矢 从 五 截面 
SC) = Er Cr)) EE TOE) 
取 协 变 导 数 时 


$+ (14.92) 


于 是 , 当 再 次 取 协 变 导 数 时 ,相对 名 ,的 下 指标 A 的 协 变 微 分 , 切 从 联络 会 有 贡献 ， 
即 

Ei = OE +t T+ + Te) TOE + Toe) (4.93) 
双重 协 变 导数 的 对 易 子 为 


Fs Bn = Rit - Dé (14.94) 
其 中 
人 = ,. mn, {14.95) 
为 切 估 联络 的 挠 率 张 量 ， 
注意 直 积 从 上 的 TAI 上 上 联络 了 ETY 
了 CT = I 全 T+ 1 Tim (14.96) 


而 相应 曲率 RE 剖 满 是 
RPM 一 了 了 的 民风 (14.97) 
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注意 RE 天 REOORY, 桔 则 RE 与 RW 中 有 一 个 为 零 ,RY 就 为 零 ,实际 并 非 
如 此 . 

本 节 最 后 以 CP' 上 自然 线 从 工 及 其 对 偶 从 LL’ 为 例 ,分 析 其 自然 联络 与 曲 

了 "是 通过 2 维 复 平面 > 原点 的 线 从 集合 . 
SP = Iz ,2 jE D2,| (re ,eel)= (2 ,2 )| 

以 z=[z" ,zx ]E€ .P 记 流 形 .P! 二 S* 上 点 的 坐标 . 

令 革 = Pi Xx 字 为 .DP' 流 形 上 平 唐 复 面 从 ,其 中 点 坐标 可 标志 

(rs ,2 El = pix 

“PP 的 自然 线 从 工 为 广 的 子 从 : 

-二 ;iz ER (zz) 恰 为 %P' 的 点 x 的 齐 坐 标 | 
巾 CC? 的 正则 度 规 可 请 导线 从 上 的 纤维 度 规 ; 即 在 从 上 的 同一 纤维 z '(.r)= 下, 
上 任意 其 点 间 可 如 下 宇多 内 积 


(rie el (rr ,a )) = zw + irl (14.98) 
于 是 在 从 上 工 上 和 任 -点 &# 二 x;z xz) 可 定义 长 度 
hire yr) =| 2 | + (14.99) 


从 工 为 复 流 形 CP! 上 使 纯 线 从 .证 Ds 区 (z" 了 0), 选 线 全 局 域 截面 坐标 为 Lr;1， 
gw ,其 中 


El = 之 jz 二 人 十 人 三 (14. 100) 
可 重新 归 一 定义 从 上 各 点 长 度 
下 (并 二 | 人 (14.101) 
保 此 度 规 的 联络 1 形式 为 
oh 2 (14.102) 


而 曲率 2 形式 是 
N= du+t+owoAw= (93+90)(h oh 


3 dz A dz 2idr A dy 
一 一 oa 二 一 --- - 一 = - 一 ”二 - 
Ink (ltriel) LT 二 {14.103) 


在 上 述 计算 过 程 中 可 看 出 ,虽然 联络 1 形式 = 194 相对 于 0 为 * 纯 规范 " ,但 是 
出 于 d=2+3, 故 由 其 算出 曲率 人 非 平 良 ( 径 0)， 

我 们 熟知 二 维 球 面 S: 全 CP! ,为 复 1 维 Kahler 流 形 , 当 取 复 坐标 ,如 在 $11.7 
所 示 ,由 其 度 规 表达 式 (11.116) ,可 直接 得 到 底 空 间 Kahler 形式 (11.117) , 它 与 本 
和 节 (103) 式 仅 差 因子 2i. 
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$14.5 平行 输 运 与 联络 的 和 乐 群 
G 结构 ”上 县 特 殊 和 乐 群 的 联络 


设 底 流 形 M 为 n 维 流 形 , 则 从 纤维 从 空间 玉 上 任意 点 & 出 发 , 当 给 定 联络 
后 ,存在 ” 维 水 平 切 方向 , 它 通 过 w 模 截 纤维 有 旦 随 ww 光 清 变化 ,是 从 天 侍 && 的 切 
空间 了 了,{ 玉 ) 的 水 平子 空间 .此 在 从 玉 上 在 意 点 的 维 切 方向 称 为 由 联络 决定 的 水 
半 方 向 ,它们 是 底 流 形 切 方向 的 水 平 提 开 , 且 看 投射 一 >*M 诱导 下 与 底 流 形 切 
空间 TCM)1 一 1 对 谱 . 当 从 上 光滑 曲线 (rz) ,在 任意 参量 r 处 其 切 方向 均 在 水 
平方 向 , 则 称 xfzr) 旦 底 流 形 M 上 曲线 tr) 的 水 平 提升 . 

在 底 流 形 M 上 以 ro 为 基底 的 闭 回 路 ytz) 

740) = y(t1) = rn (14.104) 
对 纤维 (0zu)= ,上 任意 太 4 ,可 得 底 流 形 上 闭 回路 y(r) 的 水 平 提升 u(r) 
u(0) = 上 F，， u(rT)= YE F, 


于 是 由 底 流 形 上 以 rw 为 基底 的 辐 路 >(r) 可 得 纤维 上 变换 
Pr ~ 了， HU 


9r 连续 地 依赖 于 [路 y, 用 与 回路 7 的 参数 化 无 闫 .对 于 以 ro 点 为 基点 的 底 流 形 
M 上 回路 集合 17(r)| ,利用 联络 作 水 平 提升 ,可 得 纤维 已 上 变换 集合 19， | ,满足 


9 = Pr pr Prt = (gp) (14.105) 
我 们 知道 以 x, 为 基点 的 M 上 回路 集合 1yfrji 形 成 以 xz, 为 基底 的 Io[ 路 群 (loop 
group) 和 (ro,M) ,而 yg, 形成 回路 群 人 {x,,M) 到 纤维 ,的 微分 辐 胚 变换 群 = 
diffF 的 同 态 映射 
¢: fA(ro,M) 72= dF 
7 -> pp, 

间 态 映射 像 g( 0) 为 的 子 群 , 称 为 给 定 联络 的 和 乐 群 Hol 
例 14.3 设 琅 为 流 形 M 上 秩 和 失 从 .y:[0,1] >M 为 满足 Y(0) = y(1)= x 的 逐 
段 光 滑 回路 . 当 矢 从 FF 给 定 联络 Y ,将 失 从 E 截面 S 沿 y(1) 方 向 平行 输 运 

Vastf)} = 0, s(0) =e€EFE, s{1)= pe EE, 

9 :了 上， 一 了 上 ， 
为 本道 线性 映射 , 即 国生 人 LE 二) 
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Hol,(V) = ;oy E QC MD CGLCk,.) (14.106) 
设 流 形 M 是 连 道 的 则 易 证 在 共 辊 等 价 的 意 关 下 ,联络 的 和 乐 群 与 基点 的 选 拌 万 
关 , 可 记 为 
Hol(Y) GTIL(E (14.107) 
且 当 M 为 单 连通 流 形 , 则 HolfY) 为 G1.(，…) 的 连通 李子 群 .和 乐 样 Hol(Y) 丰 大 
从 的 纤维 上 ”于 有 自然 袁 示 , 称 为 和 乐 群 表 示 
例 14.4 设 P=PM,G) 为 以 6 为 纤维 的 士 共 . 当 给 定 联 络 呈 后 .可 讨论 底 流 
形 上 闭 则 线 
7:[0,11 一 M，70) = 7 = EM 
的 水 平 提升 
sO0,1] -= PP, ss(0) = wu,s(1l}= wv 
当 纤 维 x (7) 上 4 与 v 间 存 任 光滑 水平 由 线 s (17) 连接, 则 记 ww~ vw. 主 从 了 给 定 
联络 DD 的 和 乐 群 
Hol, iPD)- lgEGnun- alt (14.108) 
易 主 
Hol (1 ,DD) = gHolig 
在 共 匈 等 价 的 意义 下 ,联络 的 和 乐 群 与 基点 的 选择 无 英 ,可 记 为 
HoatP,D}CCE {14.109} 
且 当 M 为 单 连 道 流 形 , 则 Holf(P ,万 ) 为 所 的 连 遂 李子 群 . 
例 14.5 =Px,V 为 主 从 P 的 件 和 所 从 ,对 永 从 上 给 定 联络 嘱 ,可 在 伴 矢 从 玉 
= pt 也) 上 诱导 峰 络 Wp:G-*GL(V) 为 G 在 向 量 空间 WV 上 表示 ， 
HolCP,D}) EC GG, HollV) CO GL(Y) 


在 共 示 等 价 意 义 下 
| otHolt P,D)) = Hal{Y) (14.110) 
在 $9.7 我 们 曾 分 析 流 形 M 的 6 结构 .本 节 最 后 我 们 分 析 与 6 结构 相 容 联络 对 
其 和 乐 群 的 限制 ,及 其 特殊 和 乐 群 的 联络 的 存在 问题 . 

当主 从 = PLUM,() 上 给 定 联络 局 , 设 其 和 乐 群 往 = Hol,(P,DD) 为 6 的 财 
子 群 , 令 

Q=|s€E Pu 一 | 

则 Q@= P(M, 瑟 ) 为 其 纤维 互 的 P 的 主子 从 ,这 时 上 联络 限制 市 书 得 Q@ 上 
联 纵 DD , 即 刁 约 化 到 妨 使 P 上 联络 喇 约 化 为 Q@ 上 联络 说 .. 

.KN ]P.90 曾 给 定理 :她 dimM 实 2, (3 为 连通 李 群 , 则 主 欠 P= P{M,G) 上 在 
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在 联络 中 ,使 其 和 乐 群 Hol(,D)=CG. 且 进 : 步 可 推出 ,对 每 连通 李子 群 有 HCG， 
当日 仅 当 P 产 = PICM,G) 可 约 化 为 驴 =EPOMWM 万), 则 王 下 在 在 联络 五 上 内 和 乐 群 
Hal(tP,D)=H. 

此 定理 表明 ,那些 群 会 是 处 上 胀 络 的 和 乐 群 完 全 决定 于 主 从 是 否 可 约 化 , 即 具 
整体 折 扑 意义 . 全 9.7 分 析 的 流 形 拓 盾 性质 对 局 结构 的 限制 ,也 即 对 存在 和 乐 玫 
为 司 的 联络 的 限制 . 

首先 我 们 分 析 n 维 流 形 M 上 标 架 从 LCM) 上 联络 n 的 和 忒 样 Hol( 1D), 它 与 
流 形 M 的 切 从 TM 的 联络 8 的 和 乐 群 HolY) 在 共 辑 等 价 意义 下 同 构 

Hel LMND,D}Y = HS OOLI 【14,. 111) 
如 工 LMD) 上 联络 DD 可 约 化 到 PLM,G) 上 联络 , 则 称 团 从 联络 WY 与 G 结构 相 容 . 

当 M 上 具有 正定 黎 曼 度 规 ,可 选 正 交 标 架 , 与 度 规 相符 联络 很 多 ,位 我 们 着 
重 注 意 无 挠 联络 ,保育 规 日 无 撕 的 联络 fLeviCivita 联络 ), 和 乐 样 为 (x). 下面 
分 析 黎 曼 流 形 上 的 G 结构 , 即 可 以 从 止 交 标 架 从 P(AM ,O(n) 约 化 的 联络 的 和 乐 
焙 . 

当 M 为 n 维 紧 致 定 问 歼 曼 流 形 , 相 容 联 络 的 和 忒 样 为 Sm) 

当 M 为 偶 维 (n=2m 维 ) 流 形 , 存 在 近 复 结构 了 有 好 具 GL(m ,) 结 构 , 当 近 复 
结构 无 找 , 则 存在 无 挠 的 GIAm，;) 结 构 ; 复 结构 .与 度 规 太 复 结构 均 相 窑 联络 具 
和 水 群 


Up) = Of2m) NN GLim, ») 14,112) 
这 种 流 形 称 为 Kahler 流 形 . 
当 M 为 n=4l 维 波形 , 切 丛 存在 4 元 数 结构 , 即 具 有 两 个 相互 有 反 人 交换 的 复 结 
构 7 ,天 , 当 切 从 存在 无 挠 的 四 外 数 结构 ,与 度 规 及 四 元 数 结构 均 相 容 的 联络 上 共和 
乐 群 


Spftr Sb = Ofdi 站 GLILC，) {4.113) 
这 种 流 形 党 称 为 Qatemionic Kahler 流 红 . 
上 述 两 种 李 群 均 非 单 李 群 ,物理 学 中 党 对 联络 和 乐 群 为 单 李 群 时 更 重 视 , 邯 常 
需 讨 论 Rieci 平流 形 . 注意 不 可 约 黎 螺 对 称 空 间 常 为 具 非 零 标 曲率 的 Einstein 袍 
闻 , 改 联 络 具 Ricei 平和 乐 群 的 空间 必 非 对 称 空间 ,因而 一 般 Rieci 平和 乐 度 规 很 难 
找 . Perger 指出 ,Ricei 平和 乐 度 规 可 能 具有 以 下 四 种 ， 
SUtm), Sp(1), CG, Spin(7) (14.114} 
它们 与 前 述 Kaihler，Qaterrionic Kihler 流 形 上 瞪 络 和 乐 群 的 包含 关系 如 下 所 示 : 
Um)O: SUCm) DSp() . sp(1) .Sp(1) 
N (14.115) 
G2, Spint7) 
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它们 的 共同 交 为 Sp(0) ,上 民 Sp( 上 和 和 乐 联络 的 流 形 称 Hyper- Kihler 流 形 . 

具 SU(m}) 和 乐 联络 的 称 Calahi-Yau 波形 . 

歼 曼 流 形 有 日 其 UCp) ,SU(m),Sp(?) 和 乐 群 联络 的 均 为 复 流 形 , 可 用 复 几 何 
分 析 , 见 第 十 一 章 与 第 十 七 章 . 复 流 撒 的 整体 几何 常 可 用 复 代 数 几何 方法 研究 ,在 
第 17 章 中 将 作 初 步 介 绍 .虽然 具 Sp{1): Spt1) 和 乐 群 (1 之 1) 非 Kbler 流 形 ( 虽 然 
叫 微 Qarernionic Kihler 流 形 }, 但 仍然 可 用 复 刀 何方 法 进行 分 析 . 而 二 表 (115) 式 
中 最 难 分 析 的 星 联络 具 G: ,Spin(7) 和 乐 的 流 形 ,其 整体 儿 何 不 能 用 复 儿 何 分 析 ， 
GSpin(7) 称 为 例外 特殊 和 乐 群 ,其 分 析 比 其 他 和 乐 群 的 分 析 更 困难 ,日 前 仍 在 
发 展 中 . 


习题 十 四 


1. 在 3 上 取 球 坐标 活动 标 架 ,请 求 出 其 Levi-Civita 联络 ， 

2. 请 比较 对 -- 般 向 量 欠 截面 的 一 次 协 变 外 微分 与 一 次 协 变 导 数 , 说 明 在 什么 情况 下 会 出 现 切 蕉 
的 后 率 . 

3. 请 证 明 cp” 上 自然 线 具 1 为 全 纯 线 从 ,由 上 ”的 止 则 度 规 可 诱导 从 工 的 纤维 上 度 规 . 清 求 出 
保 此 度 规 的 萄 曼联 络 与 曲率 . 

4. 对 于 内 吕 上 的 形式 w, ,可 如 未定 叉 它 的 来 平 部 分 Hw, : 当 He 与 任意 > 个 从 上 」 团 场 Vi,, 编 
并 时 ,有 

和 

即 只 要 和 捧场 Vi,, 中 有 一 个 为 适 直 的 { 切 纤维 的 ) , 则 上 式 为 零 . 
请 证 明 由 ( 咏 ,1) 式 定义 的 内 上 出 率 2 形式 只 -站 du 即 证 明 避 = dw + wAw 与 任意 垂直 团 
场 的 缩 并 为 零 . 
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示 性 类 旦 底 流 形 的 上 同 凋 类 ,用 以 区 唱 不 等 价 的 纤维 从 . 

从 局 域 看 ,纤维 从 相当 于 底 流 形 开 集 与 纤维 的 笛 卡 儿 积 ,从 整体 看 ,-- 般 不 能 
将 其 简单 地 看 成 是 乘积 空间 , 即 可 能 整体 非 平 良 . 问题 在 于 ,如 何 判断 从 偏离 平庸 
的 偏差. 对 于 纤维 从 的 分 类 , 主要 是 进行 同 伦 群 的 分 析 , 常 可 用 一 些 拓扑 不 变 的 整 
数 ( 称 为 示 性 数 ) 来 标志 纤维 从 对 平庸 从 的 俩 差 . 当 我 们 在 纤维 从 上 引入 联络 后 , 联 
络 规定 了 各 纤维 与 其 邻近 纤维 的 关系 ,这 时 示 性 数 往往 可 用 联络 表示 的 示 性 类 在 
整个 底 流 形 上 的 积分 表示 ,但 要 求 积 分 的 结果 { 示 性 数 ) 与 所 选 联络 无 关 . 也 就 是 
说 ,看 纤维 从 上 选 不 同 联络 ,用 不 同 联络 所 表示 的 示 性 类 相互 仅 差 底 流 形 上 于 合 形 
式 ,使 得 示 性 类 在 整个 底 流 天 上 的 积分 ( 失 性 数 ) 与 联络 的 选取 无 关 , 是 拓扑 不 变 
化. 

我 们 通常 假定 纤维 从 的 底 流 形 M 中 拓扑 非 平 庸 的 紧 禾 无 边 流 形 , 0 以 用 车 
十 个 开 集 | 1.4 覆盖 .纤维 从 的 整体 折 扑 性 质 完全 由 交 秋 区 的 转换 函数 决定 ,因此 
要 求 示 性 类 为 底 流 形 上 的 闭 形 式 ,在 任意 开 集 WU 上 可 局 域 表 达 为 止 合 形式 
(Poincare 引 | 理 ) ,使 它 在 开 集 王 的 积分 通过 Stoke's 定理 仅 依赖 于 交 炙 公转 撞 峭 
数 . 朱 性 类 是 底 流 形 上 的 际 微 分 形式 ,对 非 半 良 关 . 示 性 类 整体 不 是 王 合 形式 ,使 得 
在 整个 紧 致 无 边 底 流 形 上 的 积分 非 零 ,因此 ,纤维 从 三 的 示 性 类 YY( 玉 ) 应 为 底 流 形 
MM 的 王 间 漏 类 ， 

YX 上 ) HM) 
总 之 ,纤维 从 的 示 性 类 是 用 纤维 从 联络 表达 的 底 流 形 的 上 同调 类 ,而 示 性 类 在 整个 
底 流 形 上 积分 所 得 示 性 数 是 与 联络 的 选取 无 关 的 拓扑 不 变量 .这 是 我 们 想 首 先 说 
明 的 第 一 点 ， 

纤维 从 的 结构 实质 地 依赖 于 结构 群 ,可 利用 普 适 从 &LG) 的 底 空 间 B, 对 各 
种 结构 群 G 的 纤维 从 进行 分 类 ,利用 流 形 M 到 分 类 空间 B 上 映射 的 同 伦 等 价 类 
[LM ,Bo ,对 AM 上 纤维 从 分 类 .与 各 种 结构 群 G 对 应 的 , 取 值 在 G 作用 的 表示 空 
间 上 的 ,B. 上 的 上 同调 类 五 ”( Po) 称 为 普 适 示 性 类 ,将 它 通 过 映射 [ M , Be ] 拖 回 
到 流 形 M 上 ,得 M 上 各 种 矢 从 所 的 示 性 类 .例如 
1. # 维 复 和 撩 从 E(M, 人 ,Utn),x), 结 构 群 G=GL(n,) 常 可 约 化 为 Liz 未 
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性 类 称 陈 类 {Chem class) ， 

(EE H*(M,.) 
分 类 空间 Bi 二 (7 ,可 通过 映射 fF, MM 一 ( 。 ,将 普 适 陈 类 "(8B,,,,}) 拖 回 人 到 
M 上 得 到 复 和 撩 从 下 的 陈 类 . 
2. nn 维 实 和 捧 从 (M ,人 (nn) ,x), 示 性 类 称 Pontriagin 类 ， 

PE) E HVAM, .) 
相应 分 类 空间 By ,二 GG, 。. 
3， 实 侦 维 定向 矢 从 上 (SLK2n1) ,x) ,分 类 空间 为 Baz) = 2, 这 村 除 
有 Pontrjagin 类 外 ,还 有 一 种 新 的 示 性 类 , 称 为 欧 拉 类 

XIE) E H™*(M,:) 
4. 实 维和 失 从 (CM, ，3,) ,分 类 空间 为 BB =P” ,相应 示 性 类 称 Stiefel- 
Whjtney 类 . 

ww (FE HT(M,.,) 

对 于 以 整数 为 系数 的 上 同调 类 , 常 可 将 沾 入 实数 域 . ,得 实数 域 上 的 上 同 
再 类 HH* (Mf, ) ,构成 de Rham 上 同调 类 . 可 利用 分 析 工 具 来 研究 .例如 陈 类 ， 
Pontriagin 类 与 欧 拉 类 ,党 可 用 相应 主 从 P(tFE) 的 曲率 2 形式 0 的 多 项 式 米 得 到 
纤维 从 的 示 性 类 .可 取 吕 的 这 种 多 项 式 , 称 为 结构 群 G 的 对 称 不 变 多 项 式 , 用 它 
们 表达 的 底 流 形 的 上 同调 类 ,与 从 上 联络 选取 无 关 . 即 可 采用 陈 - 克 cil 回 态 办 法 来 
组 成 机 应 的 示 性 类 .我们 首先 在 $15.1 分 析 陈 -Weil 间 态 ,说明 如 何 利 用 Weil 同 
仿 来 组 成 各 种 示 性 类 . 

佳 号 15.2 分 析 复 矢 从 及 陈 示 性 类 .光滑 和 失 拓 的 上 同调 不 变量 必 为 陈 类 ,可 选 
归 一 使 陈 类 在 紧 致 底 流 形 上 的 积分 为 整数 , 称 陈 示 性 数 . 陈 类 是 整 同调 群 的 牛 成 
元. 利 朋 分 裂 原理 ,可 利用 陈 类 的 有 理 数组 合 得 到 其 他 示 性 类 ;Toda 类 , 陈 特 征 标 
等 . 陈 特征 标 可 分 析 矢 从 K 群 到 丹 "(M ,已 ) 的 环 同 态 ,在 分 析 Atiyah-Singer 指标 
定理 时 起 重要 作用 . 可 以 说 复 矢 从 下 对 整 上 间 调 环 H*{ BU, ) 的 任意 问 态 都 可 
巾 陈 类 多 项 式 表示 . 

$15.3 分 析 实 矢 从 及 Pontrjagin 孙 性 类 , 对 实 向 量 从 , 整 普 送 示 性 类 
日 "(BO, ,.) 比 复 和 从 的 整 普 适 示 性 类 刘 "( BIT,“) 复 杂 的 多 ,这 因 存 在 拉 趣 款 ， 
注意 到 O(N)CULCN), 在 本 凶 通 过 复 化 ,可 与 陈 类 分 析 类 似 , 利 用 陈 -Weil 同 态 分 
析 Pontrjagin 信 性 类 , 即 暂 时 忽 路 2 捞 子 群 , 仍 用 微分 儿 何 办 法 ( 陈 - Wail 同 态 } 分 
析 Pontrjagin 示 性 类 . 

$15.4 分 析 实 候 维 定向 和 从 的 欧 拉 类 , 它 是 矢 从 存在 处 处 非 零 截 向 的 慌 - - 拓 
扑 障 厨 . 
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$15.5 介绍 Stiefel_ Whitney 类 , 它 是 以 工 为 系数 的 上 同调 类 ,其 形式 不 能 用 
曲率 多 项 式 来 表达 , 故 不 能 通过 陈 -Weil 同 态 得 到 . 它 是 流 形 伦 型 不 变量 ,可 用 公 
理化 形式 组 成 . 

是 否 还 有 其 他 类 型 示 性 类 ?在 $15.6 分 析 普 适 示 性 类 ,说 明 复 和 从 的 所 有 示 
性 类 都 可 由 陈 类 多 项 式 表 示 , 而 对 实 矢 从 ,由 于 可 能 存在 2 阶 找 元素, 情况 比较 复 
染 . 在 最 后 一 节 介 绍 奇 维 流 形 上 陈 -Simons 形式 , 它 在 现代 理论 物理 中 得 到 广泛 应 
用 . 


$15.1 陈 - Wail 同 态 


为 了 说 明 Weil 同 态 概 念 ,我 们 先 介绍 群 6 的 对 称 多 线性 不 变 多 项 式 . 记 上 G 的 
李 代 数 为 L(G), 令 下 为 L(G) 的 对 称 上 线性 映射 
FI:L(GY xX L(G XxX xX LGR 
Ga 
其 中 a EL(G), 而 且 Fa at) 满足 
1) 多 线性 Fleaysasr a) = Flas ca,, "a.) 


三 ea (15.1) 

2) 对 称 Flas ssas 二 下 (Gas (15.2) 
其 中 o 为 阶 置 换 群 中 一 元 素 , 上 两 式 表 明 ,F 相对 其 宗 量 置换 不 变 , 并 相对 各 宗 
量 均 为 线性 ， 
3) 群 上司 和 作用 下 不 变 
即 对 任意 群 元 gE G, 有 

Fialas, a) = Fla,as a) (15.3) 
其 中 


af = ad (a)=g ag, gEG 
则 称 映射 到 在 群 殷 作用 下 不 变 . 
李 代 数 L(G) 的 对 称 不 变 上 线性 映射 集合 记 为 (CG), 易 证 ( 台 ) 为 实数 域 
上 的 向 看 空间 . 进 - 步 令 


1(G) = Sp(G) (15.4) 
三 一峰 


并 可 在 其 间 引 人 乘法 运算 , 即 苦 FEEIG) FEPIG) 则 可 如 下 定义 两 者 的 
积 ， 
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~ l - 、 
Fe PF, 本 人 ) 


(15.5) 
其 中 求 和 a 是 对 + 级 置换 群 的 所 有 置换 求 和 ,集合 (GG) 中 定义 滋 法 三 形成 实 
数 域 上 的 对 易 代 数 . 
对 于 以 G 为 结构 群 的 从 上 的 主 从 PCOM,G), 选 定 了 联络 形式 负 后 , 吉 得 曲率 
形式 均 用 从 中 [再 ,的 曲率 2 形式 吕 代入, 可 以 得 到 底 流 形 M 上 的 2k 形式 


Fo = FIf ,i, 0) (15.6) 
可 让 局 ; 具有 下 述 性 质 ， 
要 为 M 虐 的 闭 形 式 
dF = kKF(DA DG) = 0 (15.7) 


因为 DO=d2+|w, 全 |=0, 为 所 选 联 络 必 须 满足 的 Bianchi 恒等式 ,于 是 上 属于 
太 流 形 M 的 上 同调 类 
Fy CMR) 
2) Fo 的 工 同调 类 仅 依 赖 于 癌 量 从 下 本 身 件 质 ,而 与 从 下 的 联络 选取 无 英 . 
令 on 与 w! 为 其 上 联络 ,其 相应 曲率 为 20,01, 令 F(a ) 为 7 阶 不 变 多 项 式 ， 


少 志 


ww wt P= wm 0 1) 
为 wy 与 wi 间 线 手 内 播 . 则 
,= dw 十 ow, hw, 
0, , ， 
3; = dy + To,, ni = D,y 
出 
FO) = 下 (7 = rDE(7 = rdF(y, 0.!) 
战 
FIO) FO) = dQ (wm) (15.8) 
其 中 
Qt ) - "| Fo ~ wf ds {15.9) 


(15.8) 式 表明 F(9 的 上 同调 类 与 联络 的 选取 无 关 , FC 与 (C05) 癌 仪 闪 正 合 
形式 ， 
对 问 量 从 王 上 每 个 6 不 变 的 对 称 > 线性 多 项 式 ,者 定义 了 - -个 示 性 类 
YE) = FIONN) 


8 15.] 陈 .Wail 同 仿 "435 。 


流 形 M 的 二 同调 类 集合 可 形成 上 同调 环 互 "(M, 只 ) ,由 从 下 的 结构 群 G 的 不 变 
多 项 式 环 站 C) 宁 所 044, 玉 ) 的 映射 下 足 

WiFlare ma) E IG -rN NE HM,R) (15.10) 
为 辣 态 映射 , 称 为 Weil 同 态 . 

由 以 上 分 析 我 们 看 出 , 正 是 由 于 多 项 式 开 为 群 G 的 不 变 凶 项 式 .使 得 局 的 
同调 类 与 从 EE 的 联络 选取 无 关 , 而 得 到 标志 从 五 的 偏离 平 良 特性 的 示人 性 类 ,为 底 
流 形 M 的 上 回调 类 . 

令 Po 为 普 适 从 (GG) 的 底 流 形 , 即 为 结构 群 G 的 分 类 空间 ,可 以 证 明 在 
让 中) 守 让 (B, ,RR) 间 存在 同 构 研 , ,而 下 图 是 可 交换 的 . 

I(() 
WA ~ WW, 
五- CMR) < H’* (BH.,,R) 


小 是 由 于 有 不 变 包 人 需 式 坏 TCG) 与 分 类 空间 上 的 上 同调 环 订 (B.。 ,RR) 间 同 构 ， 
Wei 同 态 小 会 给 出 红 维 从 示 性 类 的 表 /:. 

下 泗 简 单 分 析 直 如 何 得 到 不 变 对 称 包 项 式 环 1 局 ), 写 出 陈 -Weil 同 态 的 明 吕 

首先 分 析 由 有 个 变量 1.+,17 组 成 的 对 称 多 项 式 环 4, .以 [mn ,1 表示 上 
个 变量 牛 成 的 系数 在 整数 环 的 多 项 式 代数 , 而 在 置换 群 S, 作用 下 不 变 的 对 称 多 
项 式 环 

A = [re = DA 

引 ACT) 个 基本 对 称 多 项 式 je 1*. 


e = ,和 (15.11) 
即 
ey = er eT 
它们 是 尽 熙 数 
El(r) = 11 (ta oer (15.12) 


按 1 的 笑 次 展开 的 系数 . 存在 对 称 多 项 式 的 基本 定理 ， 

1) ie, 7 是 代数 独立 的 , 即 它 们 不 满足 系数 在 A, 中 的 任意 多 项 式 方程 . 也 就 是 
说 ,对 任意 非 零 P(x x)€ A , 则 P(e, ,e,)A0. 

2) 任意 对 称 多 项 式 PE A, , 必 可 用 1e,1* 惟 -表示 ,例如 


3 3 3 
| 十 Tr2 十 3 一 如 | 一 3e1e3 + de; 
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好 Zi e ,…,e, ] 形 成 2[ x, ,… ,x ] 的 由 对 称 多 项 式 组 成 的 子 代数 ,| e, i? 为 此 子 代 
数 的 最 小 生成 元 集合 . 
下 面 分 析 G 不 变 对 称 多 项 式 环 【(G). 令 G 为 任意 矩阵 李 群 ,L(G) 为 其 李 代 
数 , 令 马 为 L(G) 值 形式 
EanAECmM,L(G)) {15.13) 
其 中 A 属 LLG) 的 矩阵 表 愉 ,ae A (CM) 为 流 形 M 上 大 形式 . 攻 王 在 群 如 作用 下 
规范 协 变 : 


了 一 了 =8BIXg，gE (15.14) 
对 由 短 阵 值 形 式 2 组 成 的 名 项 式 ,引信 对 称 迹 (symmetrized trace) , 记 为 


Str(B1 ,sD = a A A “OLA, ,As) (15.15) 
自 写 TY 


即将 微分 形式 部 分 抽出 作 外 乘 ,而 将 剩余 部 分 作 通常 年 阵 的 迹 , 并 取 完 全 对 称 化 ， 
易 证 这 样 定 义 的 对 称 迹 具有 下 述 件 质 ， 
1) 它 是 G 不 变 对 称 多 项 式 , 即 满足 


St SET ES (15.16) 
Str( 下 = St ET), gEG (15.17) 

2) 对 于 任 : 取 L(G) 值 1 形式 p, 存 在 下 列 等 式 : 
3(- 1 St [= {15.18) 


利用 上 性 质 . 易 证 
dStr{ 荆 ,"' ,TF,) 一 三 (- Ds Str( Se DE, ,BY (15.19) 
其 中 
DE, = d3 + wz ] 
为 含 联 络 1 形式 ww 的 协 变 外 微分 .例如 当 取 = 0 为 下 值 L(G) 的 曲 康 2 形式 ， 
这 时 ,因为 
DoE= dnNn+[w,n]=0 
故 
dStr() = 0, Strtf) € H'(M,:) 
于 是 利用 对 称 迹 组 成 取 值 L(G ) 的 G 不 变 对 称 多 项 式 
PIN ET = Str(E ,DB)E I(G) 
将 各 三 用 取 值 L(G) 的 曲率 2 形式 2 代替 , 即 作 陈 - Weil 映射 (15.10) ,得 
PO ) EH'(M,E) 


$15.2 复 矢 从 与 陈 示 性 类 {Chem class) ，437 ， 


为 矢 从 的 示 性 类 . 
$15.2 复 矢 从 与 陈 示 性 类 (Chern class) 


我 们 先 讨 论 m 维 复 向 量 从 ,其 结构 群 为 GL(m ,ec) ,这 是 内 为 GL(Um ,ec) 的 招 
反比 GL(zm ,R) 的 拓扑 简单 的 多 ,易于 分 析 . 复 矢 从 上 曲率 形式 2 为 取 值 在 李 代 
数 gitm,.) 上 的 2 形式 , 取 李 代数 gl(m,c) 的 mm 维基 础 表示 , 虽 可 表 为 m Xm 阶 
矩阵 2 形式 ,2 = (f2) 为 反 厄 米 夭 阵 ,其 捧 阵 元 为 

f=- € A(E) (15.20) 
为 矢 从 上 上 2 形式 ,没有 垂直 分 量 , 即 它 与 欠 从 仔 意 惟 直 切 矢 量 的 缩 并 为 零 , 故 冲 
将 如 表 为 展 流 形 上 2 形式 R 在 投射 映射 下 的 拖 回 映 射 

人 三 站 中 

RR 一 (R:), 其 盾 阵 元 尾 

R=- REA(M) 
为 版 流 形 上 复 值 2 形式 .对 复 向 量 从 ,其 最 基本 的 示 性 类 为 陈 类 ,可 旭 下 选 曲 率 短 
阵 只 的 不 变 凶 项 式 称 为 总 陈 类 CC(E) 


C(E) = det{1 + 0)= > (去 ) 5,(0) (15.21) 


ed 
2 Pe 


其 中 Si(Q) 为 2 的 & 阶 齐 次 对 称 包 项 式 
S:(0) = HD Bh 
OD 


SON) = SV) = x SR)YE H+*(M,) 

为 底 流 形 M 上 2k 阶 闭 形式 ,而 矢 从 的 第 陈 类 cc (五 ) 中 表示 为 

cE) = (2) so) (15,221 
其 中 因子 是 为 了 使 

cE)E HM,R) 
这 是 因为 8 为 反 厄 米 和 矩阵,in 为 厄 米 矩阵 ,其 本 征 值 为 实 ,而 iS,{ 0)= S, (in) 
为 实 本 征 值 的 第 六 次 齐 次 对 称 虎 数 . 

注意 U(n) 纤 维 从 拓扑 障碍 分 析 , 由 (9.54) 式 知 U, 的 各 阶 稳定 同 伦 群 : 
Nits1U 一 区， Fat 

各 阶 拓扑 障碍 属于 以 整数 为 系数 的 流 形 M 的 整 同 亩 类 万 (MM ,2). 在 定义 陈 类 
时 ,9 设法 选 归 -- 因 子 (2x)“ ,如 (15.22) 式 ,使 陈 类 在 整个 底 流 形 上 的 积分 为 整 
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称 为 矢 从 三 的 第 陈 数 . 
例 15,1 Pi 下 自然 线 从 工 ， 


故 其 第 -- 陈 类 的 积分 


C= | olE)E. 


由 (14.103}) 式 知 线 从 曲率 


C, = | .2 = 


2idr 入 dd 
= (1 十 .ee 十 vw 
| edpe A dy _ | 20d6 | 
Te (l+p) I (1l+o) 


(15.23) 


汕 此 例 可 看 出 ,在 曲率 2 形式 前 乘 因子 志 , 会 使 拓扑 不 变数 为 整数 , 称 为 陈 示 性 
数 .这 样 ,由 (15.22) 式 定义 的 陈 类 cj (上): 


ct) = 


(a) so)e HM,) 


为 底 流 形 M 上 束 同 调 群 的 生成 元 ,例如 


cf 天 ) 一 7-6 0, 


cs 到] 训 装 A =- 


3 


Gt) = 机 


+ 3 A OAD A rn 


一 二 ar0 


(AAD- ON) 


sad AQ) (ug) A (ug)] 


ARNAN) 


ri tr A tr 


以 上 结果 也 可 利用 了 述 朱 阵 等 式 得 到 


2 
de + AJ= exp rin(] + A) = exp tr{A- 1 


= 1+tulA 


3 


全 


=1+irAt+ [CrAY — trA |] +t 


将 4 由 直人 代 蔡 , 即 得 总 陈 类 


LE 


(1]5.25) 


{15.24) 


号 15.2 复 拓 从 避 陈 示 性 类 (Chem class) + 4438 : 


CE) = detl 1 + 0)= [4 (EY + ee (FE) + (15.26) 


注意 上 展 式 内 有 有 限 项 , 渤 祖坟 成 >> 2” (na 为 底 流 形 M 的 维 数 ,六 为 纤维 问 量 
空间 的 复 维 数 ) 时 ,ce 一 0 
注意 到 在 定义 总 陈 类 CCE 时 ,如 {15.26) 时 ,用 表示 外 阵 的 行列 式 表 达 , 调任 

天 抽 阵 4 与 B 的 直 和 的 行列 式 

dett A HB) = detA : detB 
酸 对 两 矢 从 的 直 和 看 | EE 二 玉 , 共 总 陈 类 

CE) = CCE) A CEF) (15.27) 
通过 选 适当 局 域 坐标 系 , 常 可 使 我 复 向 其 从 下 分 烈 为 & 个 复线 从 上, 的 直 和 : 


. 
+-1 
CY = 1+ 0 =1+t 
由 115.27) 式 知 
[3 2 
-rr T- | 
CE) = [| (ra), 4 -0 (15.29) 


-- 般 并 非 所 有 复 天 从 都 可 分 列 为 线 基 .但 是 下 证 (分 裂 原 理 ) ,对 任意 复 矢 从 
,存在 连续 映射 了, 使 Ff* 下 是 可 分 开 的 .此 原理 也 相当 于 任意 年 阵 都 可 用 对 角 算 
曙 来 融 近 兄 LBT|$21. 令 2 为 取 值 在 李 代 数 sw (ec) 上 的 曲率 2 形式 , 即 为 上 XX 
生 阵 2 形式 设 可 对 角 化 为 个 2 形式 口 ;的 瘟 和 ,由 


CE)= det {1+ 570 )= Hr 0 = Orn) EH (M.2) 
与 (15.25) 式 比较 ,得 
cutE) -和 cE) Oo Nr (15.30) 
即 各 陈 类 }c, | 是 矩阵 (1 + 二 和) 的 各 本 征 值 1| zx | 的 基本 对 称 多 项 式 , 出 对 称 多 项 式 
基本 定理 知 ix, i 的 其 他 对 称 涂 项 式 均 可 由 ic : 牛 成 .利用 1.z, | 的 其 他 形式 的 对 称 
多 项 式 , 可 得 到 复 和 失 从 F 的 其 他 形式 的 示 性 类 ,它们 均 可 由 陈 类 }c, (EE)! 牛 成 ,好 


利用 分 缠 原 理 及 对 称 儿 项 式 的 基本 定 昱 ,可 通过 各 种 对 称 消 数 来 定义 示 性 类 .例如 
Todd 隔 数 


Td{x) = = = 2 (er 
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是 相对 变量 x;1 为 对 称 的 , 故 可 用 基本 对 称 多 项 式 w = 6 (zz ) 生 成 . 当 用 
去 如 代替 , 即 用 陈 类 cx (EE) 代 将 a ,得 


] 1 2 fr 
Ta(E}=1+ 3 ci(E)+ Btu(E) + catE)) 


tc(E)c(E) + € H'(M,Q) (15.31) 
上 共有 性 质 
Td(FE FF) = 了 ET (15.32) 


注意 在 定义 陈 示 性 类 时 ,通过 det(1 + 二 纪 ) 来 定义 总 陈 类 , 按 分 腹 原 理 
C( 五 ) = Tia + x,), C(F)= [JQ+y,) 
CE DH) = || (1+ zx)(l+y)= cE) ‘ CIF) 
CIE®F) = CPEID PE) = CDE BPY): | Ut ty,) 


(15.33) 


在 分 析 矢 从 直 积 时 很 不 方便 . 和 撩 从 等 价 类 集合 具有 环 结构 , KK 理论 研究 矢 从 稳定 
等 价 类 集合 ,为 保持 矢 从 直 积 的 同 态 对 应 , 常 引 人 陈 特征 标 Ch (EE). 


. 加 ， 丰 
Ch(E) = alexp2r0) = {0) EH' (M3) (15.34) 
点 = 站 " 


注意 到 当 2 六 dimAg 时 ,tr( 玉 ) = 人 ,上 式 为 用 夭 拓 五 的 曲率 2 形式 只 组 成 的 
adf(C) 不 变 多 项 式 ,为 底 流 形 M 上 的 上 同调 次 . 由 分 裂 原 理 ， 


CA{E)= > x = > = r+ hn + 2+ 
kt=0 此 : 半 1 


=r+c(E) + (et(E) -2c (EE)) + = Ya (FE) (15.35) 
7 
otE)= 7 = dmE, ch(F)}= cei) 
oa(E) = FE) -20(E)) € HCM,Q) (15.36) 


所 有 的 各 阶 Chern 特征 标 ch, (上 上 ) 均 能 表达 为 用 有 惠 数 系数 的 陈 类 包 项 式 , 即 
ch (EEHY(M,Q). 有 HH 易 证 


h(E PDF) = tteaataen ~ Sles + De = h(E)+cA(F) (15.37) 
1 + 


§$15.2 复 矢 其 与 陈 示 性 类 (Chermn class) ,A441 ， 


ch (Ft F)= trem no Ee) ~ > en» = Ye” : ev = ch(E): 的 (下 ) 


(15. 38) 
即 陈 特征 标 ch 定义 了 由 矢 从 玉 群 到 五 " tM, 外 ) 的 环 同 态 ,在 分 析 Atiyah-Singer 
指标 定理 中 起 重要 作用 . 
例 15.2 两 个 复线 此 了 工 与 ,其 直 积 仍 为 复线 从 ,于 是 由 (15.38) 式 可 让 
Tc 的 = (treo)(l+ctL)=1l+tco(lL)+colL) 


即 
ctL ei) 一 c(tLy+elL) (15.39) 
例 15.3 P' 上 自然 线 从 的 对 俩 从 为 I “ ,由 于 
LoaL = 


为 2P 上 平庸 复线 从 , 故 其 总 陈 类 为 
CLOL I)= CD =1, oa(f}=0 
代入 (015.39) 式 知 
tL = 一 ef 
再 由 (15.23) 式 知 陈 数 ci{L ” ) = 1 
例 15.4 SS 一 CPP 的 余 切 从 TS) 的 陈 数 CT 1S2))， 
在 CP' 上 到 两 覆盖 Uo(z 天 0 与 Uj (xz! 关 0), CP' 上 自然 线 从 工 在 此 两 区 
域 的 局 域 截面 是 
oy = (1 多 (8 二 
ol= (€ ,1) 
因此 ,其 转换 哨 数 由 下 式 决 定 : 
| 二 ty oo 
_ 另 方面 选 S = CP' 上 复 坐 标 
和 = (在 UU 区) 
b= zz (站 UU, [区 ) 
因此 ,了 T" (CP ) 上 的 基 矢 可 选 为 d&( 在 Us 区 生 dt 在 1 区 ) ,它们 满足 
-db = 5 dto 
与 自然 线 丛 工 的 转换 函数 比较 , 知 
T*(CP')= LL 
于 是 由 (15.39) 及 (15.23) 式 知 
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CT CPAD} = C(I+O(tL}= 2 
其 对 偶 从 , 基 CPI = S57: 的 切 雁 (5 的 陈 数 
(17S:)=2 
一 般 习 惯 , 复 流 此 的 复 切 从 的 陈 类 就 称 鸭 流 后 本 身 的 陈 类 , 即 
CS) = 0 {1 )=2 
恰好 为 S 的 欧 拉 数 ,在 $15.3 我 们 将 指出 , 复 流 形 切 从 的 硕 陈 类 ( 即 底 流 形 所 允 
证 和 最 哇 手 类 ) , 屿 中 欧 扩 类. 

在 玲 针 最 后 对 陈 示 性 类 的 特性 作 简 得 总 结 , 可 市 示 性 类 的 基 林 特性 及 
(15.27).(j5.23) 等 式 作为 陈 类 的 公理 化 组 成 , 即 可 用 下 述 四 公 圭 来 决定 复 失 从 的 
陈 类 : 
公理 15.1 对 流民 M 和 大 秩 复 天 从 三, 存在 上 同 凋 燃 系 人 询 : 

oFEYE HIIM,.), 97- 0,1,2,. 

atk)=1, FE) -0, jy>& 
称 为 尔 从 下 的 陈 类 ,时分 

人 下) 一 Eee 人 CE 


称 为 总 陈 关 . 
公理 15.2 半生 在 区 滑 贞 射 7M =MEE = 了" 玉 , 则 
人 天 六 CE 证 ，) 
公理 15.3 当 上 与 忆 为 在 相同 底 流 形 M 于 的 两 复 笑 从 , 则 其 驳 hitney 和 伙 开赴 
下 上 总 陈 类 
CE CIRYCCF) 
al 


ERE) = Ye (Fe,(F) 
1 


+ 


公理 15,4 对 PP 下 自然 复线 从 工 , 其 陈 类 ( 荆 ) 非 零 ,是 FR PI，1 的 站 成 
元 ;省 取 系 数 使 
| GD =-1 
利用 公理 2 太 瀑 入 映射 ; 
PY > Pi 
可 将 公 于 4 改 号 为 
公理 15.4 对..P™” 上 自然 复线 从 4, 其 陈 类 (4 ) 非 零 , 为 上 同调 环 万 '( .P”， 


$15.3 实 舌 从 与 Pontringin 类 -443 ， 


) 的 生成 元 . 
.PpP” 为 复线 从 的 普 适 分 类 空间 ,J 是 由 分 玖 原理, 可 得 了 白 有 复 失 从 的 陈 类 .很 
易 让 明 , 由 陈 -Waeil 国 态 (15.26) 虚 所 得 上 同 湖 类 满 是 上述 四 公 旭 . 


8 15.3 实 拓 从 与 Pontriagin 类 


实 到 维和 大 从 的 转 搞 着 数 必 人 LI ,RD) 群 . 当 绽 定 实 失 从 纤维 殖 总 度 规 ,从 转 挤 
吸 数 可 约 纶 为 D(k)， 与 复 撩 从 时 的 情况 赂 微 不 同 的 是 :; 当 我 们 取 结 构 群 为 D(k} 
或 GL(k,R) 时 ,其 特征 拱 式 不 癌 , 但 是 两 阁 之 差 为 正 合 形式 , 故 [回调 类 相同 , 即 
其 赤 性 类 实质 相同 .为 简单 想见 ,我 们 将 着 重 讨论 Of) 内 的 Pontrjagin 类 ,从 的 
曲率 夺取 和 值 OC6) 李 代 数 的 实 值 2 形式 ,满足 
N=-02 (15.40) 
其 中 2' 的 上 标 上 表示 转 冒 趾 阵 .外 的 总 Pontriagin 类 可 用 特征 多 项 式 表 未 为 


PIFE)= de/ 一 闯 )= ] | p+ p+ 


] 本 ，， ， 
= 上 SA + i 9 (Ea A {15.4]} 
注意 到 上 式 中 非 和 零 多 看 式 必 为 2 的 偶 次 惫 ,了 邱 
PR EDIT {13.42) 


区 当 47>2 或 2 天时 , 户 =0. 
易 证 ,总 Ponlrjagin 糯 PC 及 有 下 述 性 质 : 
站 (15.43) 
Penutyagin 水性 类 可 用 一 最 线 忻 联络 计算 .也 可 用 黎 总 联络 计算 ,而 其 二 调 类 与 
所 选 鼎 络 和 度 规 无 闫 .由 (35.417 卡 知 第 请 Paatriagin 于 性 类 为 
1 


Pr = C2RIT RY 人 i A i 和 A Qs, (13.44) 
例如 
PT 5 Gh A 2,, 和 8 A 全， Ra 
最 后 一步 为 简化 符 续 , 嘴 二 了 Wi 向 岂 采 用 此 习 殿 ; 
pa = i 3 Br tr 


| Ee 4 1 6 
pa 一 [~ 了 4 小 站 tr tr Et | 
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pa = 5 ET 1 ~ 去 (tr ?tr 


十 gastrg 十 ey ?2 一 ts | 


2 3 4 上 22 6 
ps = rm- an (0 六 十 37 (0 ) trf? — ja tf jr 
-2 tr Ctr) + je tr + ag - 市 FQ" | (15.45) 
对 任意 实 向 量 从 下 ,可 定义 其 复 化 从 
EF = EC 


将 实 癌 量 处 三 的 总 Pontjagin 类 与 相应 复 化 从 E, 的 总 陈 类 对 比 


CCE,) = det{L 1)= 1 prtp— 
P(E) = (- 1)e,(E.) EE HYCM,Z) (15.46) 


另 一 方面 ,对 任意 二 维 复 向 量 从 EE, 忽略 其 复 结 构 后 ,可 看 成 为 2k 维 实 向 量 从 
FE, , 扬 证 
(Hp (EY = (De(E)co CR) (15.47) 
例如 , 当 j=1 时 ,得 
-pl(E,) = co(EYco( Ee (ECE) + eB)o(E) = 2c (EF) ec (EY 
palE,) = eR) 20 (EF) (EE) + 2c0,{FE) (15.48) 
利 下 分 袭 原理 ,对 复 化 实 向 量 从 天, ,有 
FE. 二 dL BDLiD-DLDL 
市 415.29) 式 知 
CE ) 三 [I (1 一 x) 二 ] 一 pit+ p32 Co 


P(EY=1+p+pat" = [0+ .ei) (15.49) 
对 实 向 量 从 下 ,利用 实 母 隔 数 也 可 得 到 其 他 示 福 类 ,例如 Hirzebruch 工 多 项 式 
一 机 I» 2 17 5s ! 
Lr)= i tanhzr。 | ll (1 -37 15z。 315z | 
= || [ S27 (2 — 12n1) Byori | 
其 中 Bj, 为 Bernouli 数 .与 Pontrjagin 示 性 类 比较 ,可 将 L(E) 表 示 为 


$15. 3 实 矢 从 与 Pontriagin 类 ，445 ， 


1 了 2 13 62 
L(E) = 1+§pr+ (~ A527 + 33)+ (5457: ~ daspipa + 345 扩 


1 2 19 .127 ) 
+ (4 1 T4175Pip2 ~ Ta175 Pps 14175P? + A725Ds 
2 ， 83 ， 79 ， 127 
+ esd WOTSP! bat T55925 PP? + a67775P:P? 


919 16 146 
~ TTISPIP 22275P2P: L3365ps )+ 


当 朵 为 4a 维 紧 致 定向 流 形 , 由 Poincare 对 侦 
HY” (CM ,RY 的 HT (OM ,KR) Or 
为 对 称 非 简 并 双 线 性 形式 ,其 正本 征 值 数 减 负 本 征 值 数 称 为 号 善 (signature), 为 后 
扑 直 变量 ,Hirzebruch 证 明 ,了 亏 格 (LL- genus) 
六 (MI) = | 2 (15.51) 


为 拓扑 不 变量 ;是 整数 .于 足 由 (15. 50) 式 可 看 出 ,任意 4 维 流 形 M 的 Ponttjagin 
示 性 数 PLM]= | 必 可 被 3 除 尽 ,任意 8 维 流 形 的 (7p; 一 p?) [M1 必 可 被 15 
除 尽 . 

利用 A 沪 数 (roof) 多 项 式 


A(7) = 生计 人 = 了 G+ 者 (党 + 击 (于 (15.52) 


sinh.r, 上 


可 引信 矢 从 瑟 的 六 亏 数 (roof) 示 性 类 


(15. 50) 


Ti-3l,;,_1l 1 
+ 3780P'P? ro 


1 /1 127 113 4 13 

+ 元 6800 户 记 + 条 175 记 六 + T13400P: ~ 550 户 | 
1 73 1073 31 ， 

+ 十 人- 3471440P! + T4968800P' Pb: ~ T247400P! Ds - F484400P' Ps 


53 1 1 
“18771100 和 各 + 44550P: Db; g3555DPs )， 


可 以 证 明 对 自 旋 流 形 M ,其 4 亏 数 (roof} 专 格 
A(M) = | ACTMD (15.54) 


为 拓 扩 不 变量 ,是 整数 .对 复 化 和 撩 从 的 Todd 类 


(15,53) 


， 4 和 * 第 | 五 竟 示 性 类 


中 
| 
上 -一 一 
Pl 
| 一 
由 
Te 
Le 
人 
| 
| | 
TD 
5 
i 
hh 


Ta (Ex 7) 


- |] (ss) = (A(E)Y (15.55) 


4 亏 格 和 A(FE) 为 相应 复 化 矢 从 Todd 数 的 开 方 ,此 式 在 分 析 Dirae 算 子 的 指数 定理 
时 要 用 到 


$15.4 实 偶 维 定向 和 失 从 与 欧 拉 类 


实 定向 不 维 拓 欠 结 构 群 常 可 约 化 为 SO() 群 ,其 相应 李 代 数 仍 为 L (OC))， 
其 伴随 表示 为 有 x 维 实 反 对 称 咎 阵 . 奇 维 实 反对 称 窟 阵 必 为 零 ,而 任意 偶 维 (CR = 
2 站 扩 对 称 知 阵 a = (as ) 的 行列 式 为 完全 平方 ,可 求 出 其 实 平方 根 . 肥 值 在 李 代 数 
LO 上 的 曲率 2 形式 的 行列 式 的 平方 根 ,是 SO{k) 不 尝 的 上 有 形式 , 称 为 此 实 
大 从 的 欧 拉 形式 ef2) ,为 轩 形 式 ,其 上 同调 类 是 与 从 上 联络 和 度 规 的 选择 无 关 的 
从 的 欧 拉 示 性 类 et 上). 

可 用 如 下 方法 找到 deta 的 平方 根 e(a). 今 1z' 1 为 其 瑟 的 局 环 纤 维 尘 杯 , 因 为 
答 阵 = (oa, ) 的 年 民 拒 指标 反对 称 , 可 如 上 组 成 纤维 上 2 形式 : 


六 二 asdz A de (15.56) 
取 有 A 的 /= 上 12 重 外 积 ,可 如 下 得 到 efe)， 
六 AAA = ead Ad (15.57) 
调和 丑 研 上 的 欧 拉 类 
el FE) = cj (MD (15. 58) 
具有 于 述 性 质 :对 奇 维 从 ,有 


et) = 下 (为 奇数 ) 
对 直 称 从 ,有 
AFDF)= ef elF)} (15.59) 
例如 ,当下 一 4 ,并 知 阵 a- (a ) 已 对 角 人 
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则 


7 ,2 
deta = rl rs 


而 由 (5.56) 式 定义 的 2 形式 为 
是 二 idzl A dz + rdz’ A dz! 


方 A AA= rirdz' A dz A dz A de 


efa) = rir; = (deta)™ 
由 分 裂 原 理 , 可 将 向 量具 匡 的 欧 拉 示 性 类 表示 为 
etE) = TT (15.60) 
出 第 7 阶 Pontragin 示 性 类 为 
PE) = Tray = e(EY 
复 和 天 从 有 自然 定向 ,如 忽略 ! 维 复 矢 处 上 的 复 结 和 阶 , 则 可 将 之 看 成 为 2 一 上 
维 定 向 实 秋 处 于 ,可 证 
e(E)= 【CR = of{FE) (15.61) 
即 复 和 拓 从 下 的 实 化 从 王 , 的 欧 拉 类 ,就 是 从 的 顶 陈 类 . 
本 匠 最 后 还 将 说 表 以 下 几 点 : 
1) 网 拉 类 形式 上 可 看 为 Pontrjagin 类 的 平方 根 , 调 实 际 上 如 将 相应 曲 认 2 形式 
代入 后 ,对 & 维 流 形 的 切 从 ,有 
ba (EE HM)) = 0 
全 是 欧 拉 类 可 以 不 为 零 ， 
A)EH(M) 
2) Pontrniagin 类 可 用 歼 召 联络 计算 ,也 可 用 线性 联络 计算 ,两 者 所 得 || 辣 滑 类 村 
同 .但 晨 欧 拉 类 仅 能 用 黎 曼 联络 计算 ,这 是 因为 欧 拉 类 oC) 为 SOC 不 变 , 不 是 
GEL, 民 ) 不 变 . 
3) “一般 称 流 找 M 的 欧 拉 类 ,是 指 波形 切 从 了 (AM ) 的 欧 拉 类 .例如 ,对 二 维 黎 曼 流 
形 M ,其 欧 拉 类 e( M) 即 
l 


. 1 ， 1 
ef TM)) = 二 EA = 于 也 (15,62) 
对 四 维 黎 曼 流 形 A 

ef TT{M)) = 


对 2k 维 黎 受 流 形 M 


5 蕊 at A 人 (15, 63) 
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ef 了 T(ATD)) = 和 (15.64) 


1 "2 


1 
2* (2rn)*k! 
$15.5 Stiefel-Whitney 类 


Stiefel -- Whitney 类 是 实 向 量 从 到 的 以 之 为 系数 的 上 同调 类 
wtEIE HM,S), i1= 1,2,. 
其 形式 不 能 用 曲率 多 项 式 表达 , 故 不 能 通过 陈 -Weil 同 态 得 到 . 它 是 访 形 伦 型 不 变 
量 , 可 用 下 述 四 公理 米 决 定 它 (关于 满足 此 四 公理 的 上 同调 类 的 存在 及 惟 - :性 ,可 
参看 ].W. Milnor,].D. Stasheff “Characteristic Classes” , (1974) Princeton), 
公理 15.5 对 流 形 M 上 实 & 秩 矢 从 下 ,存在 上 同调 类 系列 
w {EE iM,2), 1=0,1,2,. 
wtE)=1, w(E)=0, 当 j>& 
称 为 矢 从 玉 的 Stiefel-Whitney 类 , 且 
W(E) = 1 + ww (FE) + + vw (E) 
称 为 总 Sriefel-Whitney 类 . 
公理 15.6 ” 当 存 在 光滑 蜡 射 FM 一 M ,F=f 了" 上 ,出 
ww (E’) = f° (FE) (15.65) 
公理 15.7 当 巨 与 下 为 在 相同 底 流 形 M 上 两 失 从 , 则 其 Whitney 和 从 EDF 上 
总 Stielfei-Whitney 类 


W(EDBF) = W(E}W(D) (15.66) 
即 
wlEDF) 一 Dw (FE) U we, (LH) {通常 忽略 符号 U (15.67) 
例如 


wtEDBF) = w {EF)+ (Fr) 
wm) = wl E+ ww (Ew {FF) + w(t) 
公理 15.8 对 于 iP' 上 自然 实 线 从 yi ,其 Stiefe]-Whitmey 类 非 零 , 它 是 H'(EP!， 
的 生成 碳 . 
进一步 利用 公理 2 及 淄 入 跨 射 
RAP! > RP? 
下 将 公理 15.8 改写 为 


TU 


§ 15.5 Sriefel- Whitney 类 ,40 ， 


公理 15.8 对 %P”T 自 然 实 线 从 六 ,其 Stiefel-Whitney 类 非 零 ,为 上 同调 环 


日 《RPY ,22) 的 生成 元 . 
Fp" 为 实 线 从 的 兽 适 分 类 空间 ,于 是 出 分 裂 原理 ,可 得 所 有 实 失 从 的 Stielel 
Whitney 类 . 


例 15.5 当 扩 为 半 庸 共 , 即 存在 由 五 旬 单 点 矢 扫 的 映射 ,而 由 公 旦 15.6 知 
ww,(E) = 0， 对 所 有 7 >0 
例 15.6 当 王 引 下 平庸 , 则 
IE 1 TREE) 一 0 
wo (EY + wlElr (tPF) zs 一 0 
于 是 可 途 级 由 纳 , 使 ze (天 ) 表 示 为 二) 的 多 项 式 . 
Sriefel-Whimey 类 是 流 形 伦 型 不 变量 .本 如 在 $9.6 曾 指 出 ， 
1) 流 形 M 为 定向 的 充 要 条 件 旺 


url TM)=0 (15.68) 
2) 流 形 M 为 目 旋 流 形 的 充 要 条件 是 
wt TM) = anM) = {15.69) 


例 15.7 令 z 表示 S" 的 切 从 ,rv 表示 S” 的 法 从 ,由 于 水 从 平庸 W(y)- 1,H r 中 
， 为 平庸 从 , 故 

Wr}W(v) = ,=>W(r}= 1 {15.70) 
即 所 有 S" 都 可 定向 , 且 者 允许 存在 自 旋 场 ， 
例 15.8 由 公理 15.8 知 :7 的 自然 线 愉 y, 其 第 1 Stiefel-Whitney 类 非 零 , 记 为 


¥ = wly,) 
三 (7 ) = 上 + 【15.7]) 
而 EP 的 切 从 TCSP"), 由 (13.63) 式 知 
T(EP’) = Hom( 7 ,7y») (15.72) 


及 从 Homty :7 =e 为 平庸 线 从 ,具有 处 处 非 零 整体 截面 .而 
TO: PP) ss Hom(y 7H) Hom , 7,) 
一 Hom( yi ,ee )} ~ Hom( yl ,e' PPDel) 
由 于 自然 线 从 y, 具有 欧 氏 度 规 , 故 其 对 侦 从 Homt{ 7 ,1) 二 7, 国 此 
TIAP YDe TDD, 
故 由 公理 15.7 知 
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W(T(CAP)ODe) = W(r(kEP')) (1 + RXR)" (15.73) 
将 右 端 按 一 项 式 定理 展开 ,并 对 系数 模 2 等 余 , 日 注意 到 厅 (2sP" ,2)=0, 得 
W(aP’)=1+x+x 
W(AP’) ~ 1] 
Wap = 1 + x+x 
WORP’) = 1+ x + 
即 


we (PH) = | mod2 = 0 


奇 维 丰 PP” 可 定向 . 


和 人 


ap (4 


mod?2 = 0 
3p7 为 自 旋 流 形 . 
例 15.9 复 投射 空间 CP', 邻 
p EH(LP'.”,) 

为 二 后 的 自然 复线 从 的 第 2 Stiefel-Whitney 类 生成 元 ,与 上 机 类 似 可 证 

WSP) = (Tt go) = E+ + tt" 

0, 当 为 奇 
oA LP) = Cnt)! | C1S.74) 

为 人 

故 当 为 奇 ,人 CP" 具 自 旋 结 构 . 


$15.6 普 适 从 与 普 适 示 性 类 HH* (BG,K) 
各 种 示 性 类 间 关 系 


前 曾 我 们 分 析 了 了 区别 纤维 从 矢 从 的 四 种 主要 示 性 类 , 现 将 它们 的 主 览 特 点 列 
如 下 表 : 


示 性 类 和 名称 例 


| = 二 


| 
陈 类 复 向 量 从 | LE 1 
La = - (rn)) 


jE 对 


1 


8$ 15.6 普 送 从 与 普 送 示 性 类 H' (BC,K) 各 种 示 性 类 问 关系 1 


示 性 类 名 称 | 向 量 从 示 性 _ 
- 在 二 一 中 
EE 
Pontrjagin 类 实 向 量 从 机 On R) 
| A 4 ony: (Edt A Y 
: 实证 加 ef 六) ef FE) = 一 一 1 
欧 近 类 向 量 从 NE) 于 (MMR 2 2m! 


Ry 1 {= 之 1 ) 


一 一 - -一 --- 一 --- - 二 -一 
1 


te EE WTz 一 1 +t rl 
WW ET 


Stuefel Whitney 类 | 实 向 量 从 | 总 (全 


在 和 13.5 入 13,6 曾 指出, 流 形 M 上 矢 从 的 分 类 由 MM 到 普 适 从 的 诡 空 间 
B, 的 映射 同 伦 类 来 标志 ,如 (13.66),(13.69) 等 式 所 示 
Vecti (MM) 一 BO | 
Vecr (MY) = [AT BU,j (15.75) 
而 分 类 空间 的 上 同调 类 万 ” (Be ,KK), 就 决定 流 形 M 的 示 性 类 .因此 H* (B.,, Kk) 
称 为 普 适 示 性 类 ,其 按 同 伦 映射 (15.75) 的 拖 叫 ,是 矢 从 和 乐 群 约 化 的 拓扑 障 稀 . 
例如 ,从 BO, = G -出 发 ,分 析 以 -> 为 系数 的 上 同调 类 ,以 公理 化 形式 建立 起 
Stiefel-Whitney 类 


H’* (BO,,2) = ae] (15.76) 
对 复 矢 从 ,从 BU, = G5 出 发 ,分 析 以 整数 为 系数 的 同调 类 ,以 公理 化 形式 建立 
五 {BU, ,2) = [esr,,e, | (15.77) 
实际 上 
H’* (RDU,) = HBH’* (BT) 
这 里 为, 的 最 大 环 面 , W 为 Weyl 反 演 对 称 群 , 即 均 为 对 称 多 项 式 , 为 第 j 
个 初等 对 称 多 项 式 , 称 为 第 ) 陈 类 . 可 以 说 复 ” 秩 矢 从 对 上 同调 环 H* (BU, , .的 
任意 同 态 都 可 以 由 陈 类 多 项 式 表示 . 
对 复 矢 处 瑟 也 可 分 析 其 凡 z2 为 系数 的 上 同调 群 .注意 到 存在 
U, TC SO, (15.78) 
的 自然 包含 ,诱导 映射 BU 一 BO,, ,使 存在 环 同 构 


万 (BU, ,1) ~ ley st 6 ], tk 一 crmod2 {]15.791) 
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即 
wa E)}= tmod2， wantE)= 0 (15.80) 
类 位 可 证 
H' {BSP, ,2) = [oss 0,] (15.81) 
oo E H*(BSP,,.) 
为 辛 群 分 类 空间 BSP, 的 土 同调 群 的 正 赔 生 成 元 ,由 于 存在 自然 映射 :SP, CU 
BSP,— BU,, 
类 似 (15.890) 存 在 
Ca FO, coal (]5.82) 
即 对 具有 4 元 数 结构 的 复 矢 从 , 仪 偶 陈 类 非 零 . 
我 们 知道 整 同调 群 最 基本 , 当 分 析 实 和 拓 从 的 示 性 类 , 普 适 示 性 类 H" (BO, ,2) 
出 于 有 搁 子 群 ,分 析 很 困难 . 故 一 般 采 用 下 面 两 种 六 法 : 
(1) 先 分 析 Z,; 同调 群 , 即 Stiefel-Whitney 类 (15.76) 式 . 
(2) 然后 分 析 H* (BO ,已 ): 
H* (BO.,Q) = QL ps p #1 
PE H*(BO,,Q), k= 1,2,…, 1 
称 为 整 Ponttiagin 水 性 类 .可 如 结 15.3 用 陈 -Wail 后 驴 进 行 分 析 . 即 可 将 实 天 从 复 
化 ,由 复 化 诱导 
O, rt, BO BU, 
得 ( 见 (15.46} 式 ) 
pr = (— Dicyls x 2) EH*(M,:) 
而 为 分 析 实 天 从 的 整个 整 同 凋 群 , 需 分 析 Bockstein 同 态 
0 一 > (15.83) ， 
诱导 同 态 
HOM) HOM > HOM ED) HM,) (15.84) 
Bockstein 映射 8 的 核 为 奢 《M ,中 同调 类 的 模 2 约 化 ,而 
H* (BO,, = 2 prs pn DD Twp (15.85) 


$15.7 次 级 示 性 类 : 陈 -Simons 形式 


纤维 从 的 示 性 类 是 底 流 形 M 的 上 同调 类 , 即 是 底 流 形 上 非 平 良 财 形式 , 通常 
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可 利用 Weil 同 态 用 从 上 曲率 多 项 式 来 表示 示人 性 类 .注意 到 曲率 2 为 底 流 形 上 2 
形式 , 故 仅 用 曲率 密 项 式 只 能 表达 偶 维 流 形 上 的 上 少 性 类 ， 
第 ~ 阶 陈 类 

of)= PD) EE AY OM) 
为 闭 2r 形式 ,局 域 可 表达 为 正人 台 形 式 的 外 微分 ,类 似 ( 提 .8) 式 可 证 明 , 陈 类 C0) 
可 局 域 表 达 为 

CNA) = dQt0e) = dQ(w) {15.86) 
其 中 w 为 联络 1 拱 式 ,而 

Q(w) = | Pla, Or de 
其 中 
R= tdvuttiwh\w 


如 果 PCQ™ Y=0, 则 Qt{a) 为 闭 形 式 ,0 用 来 定义 日 ”LM ,RR) 中 元 素 . 
定理 15.1 设 从 上 可 定 头 一 族 联 络 ws , 则 可 证 明 外 (vs) 满足 


FQ(w.) = rr -dR(s) + rPlo, fy, ') 


其 中 
二 os ,1, = dw + ww A ww, 
Rs) fen 
0 
tu = fw, 
二 dew, + ew Aw, = tdw, + 到 A w, 
证 阴 
dP{(a,w Dr) = PDT) 一 Pi 他) 
其 中 
D, =d+[w,,é] 
而 
9 ; 
LT FQ(w, ) = | Pla, fi}di+ (rr~ of Plw, ED )dt 
政 


LT FQ ) -0r DdR(G) 


] 
二 | Pia, r+ fr 一 1 于 A wd “dr 
JJ 


-| 
| fF ‘Pl osdo, 二 2 1 六 ww Cd 十 fey， 记 jdt 
J 


al 
= | iPla, ,tar - Jw Awm, (f+ (ro ow, A w,)' dr 
0 


其 中 上 = 所 二 将 上 式 右 端 展开 


Pig,n + (a — Do Aw, (Nn, + (to 1)w, Mw )) 


= Pa 由 + > CPU (wy A w,)’) (15.87) 
其 中 
， 一 六 一 全 8 一 上 加 "一 2 = 
c= 1 Dea- (TL1) 5.88) 
| - {rl 
| (1 -2dt = CT (gq,r 宇 们 ) (15.89) 
易 汪 


故 (413.67) 式 得 证 .利用 此 式 可 进 - 步 证 明 : 

定理 15.2 如 PEIT(G) 为 不 变 多 项 式 , 联 络 族 w 及 其 相应 曲率 如 ,如 满足 条 什 
P(N)=0 {15.90) 
Pla,f!}=0 (15.9]) 

则 Qtw) 为 同形 式 , 且 其 上 同调 类 与 联络 类 1w,| 中 的 联络 选取 无 关 ( 与 佑 数 ;无 

关 ). 

具有 以 上 性 质 的 Qtw) 为 奇 维 流 形 上 纤维 从 的 示 性 类 , 称 为 次 级 并 性 类 , 叉 称 

洲际 -Simons 彤 式 ， 

例 43.10 >” 维 黎 曼 流 形 M 上 切 欠 的 结构 群 为 C=GL(a ,RR). 取 局 域 人 誉 标 系 

;zr'1 ,其 黎 曼 度 规 是 


h = = (二 地) (15.92) 
度 规 算 阵 万 = (Ai 正定 ,其 Levi-Civita 联络 为 
os=(7), PF= Rar (15.93) 


满足 保 度 规 条 忻 
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dH-wH- Hw=0 (15.04) 
将 此 志 外 微分 ,得 到 曲率 部 = dw+w 太 ww 满 是 的 
H+HN=0 (15.95) 
因此 ,如 叫 为 奇 险 不 变 多 项 式 ,利用 (15.80) 可 证 
P(N)=0 (15.906) 
由 联络 无 探 条 件 可 证 
1 Adri = {15.97) 
我 们 讨论 相互 保 形 的 黎 意 度 规 
H(is) = ee (15.908) 
其 中 = 为 标量 遇 数 ,， wl 可 证 相应 联络 满足 
1 fwls}) — wl0)) = daf + B+y 15.99) 
其 中 本 为 单位 短 阵 ,而 年 阵 
B= [3d ) Y= {had 3 -这 多 | 【15. 100) 
于 是 有 


定理 15.3 如 六 为 傅 (2r~) 阶 不 变 多 项 式 , 则 对 于 黎 曼 度 规 保 形 族 的 Levi-Civita 联 
络 ,有 
1) a Qs) 下 = {£15.101) 


2) 人 (ef -Rw(s))=dh (1.102) 
进一步 如 PCR” )=0, 则 
Qlw) EE HOM,R) 

且 上 间 润 类 仪 依赖 于 歼 曼 流 形 M 的 保 拱 结构, 与 相互 保 形 度 规 的 [Levi_Civita 联络 
选取 无 关 . 
例 15.11 讨论 S$S 上 复线 从 ,局 域 壮 , 即 曲率 吕 =0. 选 从 上 截面 为 

SI9) = etn0 扫 9<2r, 为 S 局 域 坐标 ) (15.103) 
车 gq = 整数 , 则 此 截面 吕 在 S' 上 整体 单 值 定义 . 可 选 联络 w 使 $909) 平行 输 运 :YS 
=0 

w= igde (M0 < 2r) 113. 104) 


相应 十 第 … 陈 类 cy = tr9 的 次 级 示 性 类 


_ _ag 
Q(w) = 3 | ed: = 只 dg (15. 105) 
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此 侧 相 应 于 U1) 规 范 场 ( 电 厂 场 ) 中 的 Bhm-Aharonov 效应 ,在 拓扑 非 平 庸 空间 ， 
邯 使 电磁 场 强 为 零 , 仍 叮 能 存在 折 扑 相等 价 的 电磁 场 势 ,并 可 在 实验 上 观察 其 歼 
果 . 完全 类 似 , 通 常 认 为 曲 举 是 流 形 的 实质 九 何 量 , 府 联络 不是 , 因 规 范 灾 换 时 , 规 
范 热 {联络} 的 变换 非 齐 性 ,没有 有 本 征 零点 ,而 上 述 例 子 告诉 我 们 ,联络 也 是 某 本 的 
儿 何 对 象 , 肌 雍 为 夫人 红 代 表明 绕 一 非常 小 的 闭环 路 平行 输 运 时 和 乐 群 为 恒 等 二 : 通 
常 可 用 不 可 积 相 因子 来 描写 平行 输 运 , 莫 零 场 给 出 局 域 不 可 积 , 而 大 范围 的 椒 可 积 
内 有 拓扑 特征 . 即使 对 等 场 ,也 可 能 需 肌 规范 势 ( 联 络 ) 表 未 的 次 级 示人 性 类 标志 , 联 
络 是 基本 的 几何 对 象 ,而 为 了 广 表 示 联 络 所 需 选 择 的 规范 屁 非 实质 的 . 

流 形 的 整体 性 质 与 局 域 性 质 密 切 相关 , 流 形 在 一 点 的 遇 率 是 流 形 的 局 城 性 质 ， 
在 二 维 欧 氏 空间 中 一 维 面 的 昌 率 可 以 是 局 域 常 数 ,而 整体 具有 有 常 曲 率 的 紧 致 厂 曲 
面 必 为 S . 流 形 M 上 茶 曲 线 在 一点 附近 是 否 为 测 地 线 是 局 域 性 质 ,但 是 流 形 M 
一 对 国定 点 间 的 测 地 线 数 晶 是 流 形 M 的 整体 不 变量 . 示 性 类 (及 次 级 示 性 类 ) 用 
曲率 形式 (以 及 联络 形式 ) 这 些 局 域 几何 量 .来 测量 纤维 从 偏离 平 良 从 的 程度 ,表明 
整体 不 变量 与 局 感性 质 的 密切 半 系 ,上 性 类 { 及 次 级 示人 性 类 ) 为 局 域 不 变量 , 币 其 在 
整体 流 形 上 的 积分 为 标志 整体 性 质 的 拓扑 不 变 示 性 数 .第 十 信 章 我 们 将 分 析 
Atliyah 一 Singer 指数 定理 及 其 在 物理 中 应 用 ,能 更 清楚 地 看 出 大 范围 微分 几何 整 
体 性 质 与 其 局 域 性 质 前 密切 联系 .可 看 出 存 埋 论 物理 中 , 场 论 的 大 范围 拓扑 分 析 对 
经 典 场 论 , 尤 此 对 量子 场 论 是 极其 重要 的 . 


习题 十 五 


. 请 证 明 tra 为 闭 形 式 , 并 对 从 上 两 个 联 绢 w 与 wm 得 到 的 如 与 如 ,可 证 
tr 人 — 472 


为 正 台 形式 . 
- 寻 于 四 维 莹 曼 流 形 | 茹 从 ,请 计 明 其 上 韭 平 甫 示 性 奖 为 


二 Rd Adr dr dr 


[i] 


1 = 
bf AT)》 = Br eT ER Riodr Adr Adr Adr 
并 求 出 Ss' 流 形 相应 前 示 性 数 . 
, 请求 出 5 切 从 的 总 陈 类 及 相应 的 陈 数 . 
.请求 出 cp" 的 总 陈 业 ,并 利用 其 项 陈 类 即 欧 拉 类 求 出 网 技 数 
.请求 出 DGD) 主 大 与 SEE2) 主 共 的 总 陈 类 ， 


nm 由 
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对 称 性 分 析 在 场 论 与 量子 场 沦 中 起 重要 作 由 ,由 熟 逢 的 Noether 定 埋 期 , 蔡 拉 
氏 量 具有 某 种 连续 对 称 性 , 凤 必 然 存 在 有 相应 的 守恒 律 . 进一步 ,好 对 称 变换 局 域 
化 , 即 在 不 同时 空 点 作 不 同 对 称 变换 , 称 规范 变换 ,要求 拉 红 明 在 局 域 对 称 空 换 { 规 
范 变换 ) 下 不 变 , 则 必然 要 引信 规 范 场 , 即 为 了 在 不 同 点 处 场景 能 进行 比较 ,必须 引 
人 规范 场 . 规范 理论 在 现代 物理 理论 中 占有 极 突出 地 位 , 强 、 弱 电磁 十 作 用 都 是 通 
过 规范 场 传递 ,引力 作用 也 与 局 域 Lorentz 变换 相关 . 而 在 规范 理论 及 引力 理论 
中 ,拓扑 分 析 傅 来 傅 重 要 , 常 震 要 用 抓 扑 学 与 微分 几何 的 语 语 与 方法 来 分 析 具 体 物 
再 问题 .前 面 站 经 提 到 ,规范 场 相当 于 证 从 上 的 联络 ,物质 场 相当 于 伴 矢 从 的 截面 ， 
这 些 具有 确定 物理 意义 的 场 由 具有 几何 意义 .本 章 将 首先 讨论 纯 杨 -Mills 场 ,相当 
于 对 主 从 下 联络 进行 认真 分 析 . 

杨 - Mills 规范 场 论 中 ,规范 势 4 与 规范 场 强 下 相当 于 纤维 从 上 联络 。 与 曲率 
昌 . 由 于 规范 场 强 下 可 用 规范 热 A 的 微分 表达 ,下 必 满 足 Bianchi 等 式 ,而 本 章 还 
将 补充 一 重要 方程 : 场 强 要 求 满足 杨 - Mills 场 方程 , 即 运 动 方程 ,是 由 作用 量变 分 
极 值 得 天 的 方程 . 可 以 说 在 了 作用 量 , 就 有 运动 方程 ,就 是 物理 动力 学 理论 . 

作用 最 必 含 底 空间 度 规 , 底 空 间 必 为 具有 上 度 规 结构 的 空间 , 当 林 考虑 引力 时 ， 
主要 分 析 EF” 或 M 下 规范 理论 .因此 本 章 也 可 称 为 时 空 流 撒 上 纤维 从 几何 , 它 的 
数学 表达 形式 相当 于 调和 形式 的 推广 .下 因为 存在 场 方程 , 场 的 大 范围 扩 站 性 质 与 
椭 因 微分 算 子 指数 定理 相关 ,这 居 我 们 将 在下 面 着 重 分 析 的 ， 

$16.1 简单 介绍 非 Abel 规范 场 势 , 场 强 ,及 它们 满足 的 Bianchi 等 式 与 杨 - 
Mills 场 方 程 , 特 因 注 意 场 方程 与 Banchi 等 式 的 差别 . 场 方 穆 为 动力 学 方程 , 需 由 
作用 量变 分 导出 . 

8 16.2 介绍 tHooft 单 极 , 它 是 满足 杨 -Mills 场 方 程 的 能 量 有 限 经 典 磁 荷 解 . 
正如 在 引力 场 沦 中 , 球 对 称 Schwarz 解 的 分 析 起 重要 作用 ,类 航 对 非 Abel 规范 场 
沦 ,在 物理 时 空 (M4) 上 静 球 对 称 无 奇异 单 极 ('tHooft 单 极 ) 的 存在 值得 着 年 分 析 
研究 . 

$ 16.3 分 析 非 Abel 规范 场 的 规范 不 变 字 性 流 . 存在 平移 不 变 同 位 旋 上 六 向 
nt) 满足 DD, n(x)= 人 站 是 SU(2) 规 范 场 可 约 化 为 U(1) 的 条 件 , 面 即使 对 不 可 约 
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化 规范 场 , 找 不 到 满足 Yrftzr)=0 的 mafzr), 但 是 利用 问题 的 对 称 性 将 势 分 为 两 部 
分 ,可 我 满足 Y mr =0 在 伴 从 SU(C2AULL) 工 半 移 不 变 截 而 .可 分 析 与 Hepnf 映射 相 
关 的 Hopf 不 灾 基 ,利用 规范 协 变 非 零 的 wa ,分 析 非 Abel 规范 场 的 日 源 向 流 分 布 ， 
它 仍 是 规范 不 变 的 , $ 16.4 分 析 EE? 空间 中 { 反 ) 月 对 俏 瞬 子 解 .最 后 两 他 分 析 规 范 
场 与 物质 场 磷 人 台 体 系 ,分 析 规 范 对 称 性 的 月 发 破 缺 . 


16.1 杨 -Mills 场 的 作用 量 与 运动 方程 


四 维 时 空 流 形 上 的 杨 - Mills 场 即 非 Abel 规范 场 .y. (x), 取 值 在 李 群 6G 的 李 
代数 g 的 表示 第 阵 上 : 


CE) = 了) (16.1) 
其 中 开 为 李 代 数 8 的 反 厄 米 表 示 和 矩阵 
[TT,]= fT, T=-T1, (16.2) 


指标 a 网 遍 群 的 维 数 ,而 六: 为 群 G 结构 常数 ,为 简单 起 见 , 常 如 下 选 拌 表示 外 
阵 的 归 一 ， 


ur(TT,) = - 六 2. (16.3) 
称 李 代 数 的 Kiliing.Cartan 度 规 . 故 场 的 分 量 ( 称 规范 势 ) 
ha(z) = 2 TY, (7)) (16.4) 
而 相应 的 规范 声 强 为 
F(z) = 9 A — AAG + efs A (xr)A' lx) (16.5) 


其 中 。 为 场 的 耦合 常数 ,表明 非 Abel 规范 场 存在 有 自 耦 合 .一 般 为 使 表达 式 简化 ， 
常 引 人 含 有 硝 合 常数 e 的 势 


AT) = ex tr) = eT A (xr) (16.6) 


Ai(z) = STA, (ez) 


这 时 ,含有 耦合 常数 e 的 场 强 
F=eTE = 0.A, - 9A, + [A,,A,] (16.7) 
此 表达 式 中 不 显 含 e, 进 -一 步 还 可 写成 微分 表达 式 
A = Adr’ (16.8) 
l 


F = 3Fodr A dr 


16.1 杨 -Mills 场 的 作用 其 与 运动 方程 "459 ， 


二 da44 本 14,4]= dA tAAA (16.9) 


规范 势 4 相当 于 十 从 联络 稳 冲 至 底 流 形 , 而 规范 场 强 下 相当 于 主 从 曲率 拖 回 全 
底 流 形 . 可 证 场 强 下 必 满 足 Hianchi 等 式 , 即 

DF=dF1[A,F]=0 (16.10) 
此 式 也 全 用 张 量 形式 表达 为 

DrFY DF™v+DF*=0 【16.11》 
其 由 

ly = 9, + iA,,] 
本 章 讨论 杨 - Mills 场 的 动力 学 理论 , 场 的 运动 方程 由 作用 量 S 相对 场 4. 恋 

分 稳定 而 得 到 ,而 作用 量 $ 表示 为 拉 氏 密 典 的 上 时空 积分 


S -| dy (16.12) 
y= -trFeF = Lipp ~ 1(p: Bi) (16.13) 
全 rm 4 um 了 也 日 "~ 
其 中 
Er=F, k=-A.- WA- ef ArA (16.14) 
B’ = 一 上 Em, B, = Vx A,— Fefeh, 六 {16.15) 
注音 到底 流 形 为 定义 有 度 规 的 时 空 , 存 在 Hodge * 算 子 ,可 将 作用 量 S 表示 为 
S = | tr(F A *F) (16.16) 
[3 bul 
由 作用 量 相 对 场 A 的 变 分 极 值得 场 的 运动 方程 
He TereheFe =0 (16.17) 
些 式 怠 写成 惠 阵 形式 ,如 
D Fr =0 (16.17a) 
并 可 进步 写成 外 微分 形式 
D*F=0 (16. 17b) 
对 于 四 维 杨 - Mills 场 , 常 可 引入 场 强 严 。 的 对 偶 场 "下 。 
“五 。== 3 Eb™ (16.18) 
使 得 
x FE= x{lp dw 人 A dr = lp Le dr A dm 
2 zi - 2 了 HP 
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=3 Far Adr (16. 19) 


F 式 左 端 为 作用 在 微分 形式 上 的 Hodge * 算 子 [记号 * 写 在 行 的 中 间 ) , 右 方 为 以 
对 偶 场 为 系数 的 微分 形式 (记号 * 写 在 场 的 左肩 上 }). 引入 对 偶 场 后 , 场 满足 的 
Bianchi 等 式 (16.11) 呈 表示 为 

DR = (16. 19a) 
我 们 将 对 杨 - Milis 场 通 常 采 用 的 算 阵 表达 式 与 微分 形式 表达 式 列 在 表 16.1. 
表 16,1 Bianchi 等 式 与 场 方 程 的 两 种 表达 式 比较 


部 阵 张 量 表 达 式 微分 形式 表达 式 
规范 热 明了 A=ed Tde 
规范 场 强 Pa dA, -oA + A,,A,] F=dA1AAA 
Pianchi 等 式 Dn" FY = DF=4 
无 源 场 方程 Db” =0 Dx F-0 


将 两 种 表达 式 进行 比较 ,对 于 规范 场 强 满足 的 场 方程 与 Bianchi 等 式 ,在 将 张 量 式 
改写 成 外 短 分 形式 时 , 协 变 导 数 D, 挽 为 外 微分 算 子 中 的 同时 , 需 将 被 缩 并 的 场 分 
量 所 换 成 * Fl 或 将 EF* 换 成 FY ) .本 书 曾 多 次 强调 , 仅 当 底 流 形 上 定义 有 度 规 
后 ,才能 如 416.17)~ 《16. 17b) 式 那样 利用 指标 缩 并 或 Hodge x 来 引入 场 方程 ,而 
对 于 Bianchi 等 式 , 则 无 此 要 求 ,如 (16. 10), {16.11) 式 所 示 , 在 Bianchi 等 式 
(16.11a) 中 ,虽然 形式 上 有 指标 缩 并 运算 ,但 出 于 它 是 与 对 偶 场 的 缩 并 , 故 实际 上 
仅 代 表 (16.11) 式 所 表达 的 二 个 指标 循环 准 和 的 jacobi 等 式 ， 


§ 16.2 “tHooft 单 极 ”更 球 对 称 无 奇异 单 极 解析 求解 


tHooft 管 给 杨 - Mills 场 方程 (16. 17) 一 个 能 量 有 限 经 典 磁 葵 解 , 足 静 球 对 称 
无 奇异 单 极 解 . 我们 知道 ,I(1) Dirac 单 极 不 仅 存 在 原点 奇异 , 委 必 存在 奇异 蛇 ， 
需 采 用 分 区 规范 ,或 将 它 店 人 在 SU(2) 规 范 场 中 ,奇异 弦 可 不 再 出 现 . SU(2) 规 范 
场 ,如 果 可 通过 规范 变换 约 化 为 UU(1) 的 , 则 必然 有 点 奇异 , 场 的 奇 点 即 磁 荷 的 源 . 
1974 年 tHooft 在 伦敦 报告 了 一 个 天 衣 无 血 的 ,无 点 奇异 的 巨 外 源 的 磁 荷 解 ,引起 
理论 物理 学 界 的 震动 ,值得 我 们 认真 分 析 . 在 'tHooft 单 航 "1 周围 剩 下 的 完整 无 铅 
的 对 称 性 是 局 域 (1) 的 , 它 在 不 同 的 时 空 点 表现 为 绪 内 部 空间 不 同方 向 的 轴 
(x ) 的 转动 , 即 空间 对 称 转动 需 同步 引起 同位 旋 轴 的 同步 转动 ,因而 这 SU(2) 规 范 
场 是 不 可 约 化 同步 球 对 称 的 ,其 规范 势必 等 价 于 下 形式 ， 


4 
A =Eat$r) -Daer sr = Yrs ja = 1,2,3 (16.20) 
i=1 


8 16.2 "tiHooft 单 枢 静 球 对 称 碟 奇异 单 鹤 解析 求解 :461 - 


A(xr) = Grr er’ 
其 中 $87) 与 G(r) 为 待定 经 向 函数 .a -1,2,3 为 同位 族 副 标 ,i ,j= 1],2,3 为 空间 
分 量 指标 ,€ ,表示 空间 与 同位 旋 同 步 转动 .将 规范 势 代入 (16.5) 式 得 规范 场 强 : 
Flr)= F(x) Erier er Fr — rr' Yer’ 
于 (rr = 了 Ets = HH,(r}rr iter’ + Hr(r)trd — rt Yer 
(16,21) 
其 中 
E(tr)= (re tr Grers, Efr) = $lrjG(lr)jer’ (16.22) 
HCr) = 【本 Cr) — 1)er’, Hj(r)= $b (r)ler 
其 中 下 标 *r" 表示 经 问 场 强 ,“ 丁 "表示 各 切 疝 场 强 的 共同 值 . 
将 势 与 场 量 代入 无 外 源 场 方程 (16. 17) ,采用 球 坐 标 分 离 变 量 , 注 意 到 场 强 的 
各 切 向 分 景 同步 相等 如 (16,21) 式 ,得 
方 rE,) — EE， =0 {16,23) 


EHi) = Lol, + SE, =0 
将 (16.22) 式 代 人 得 
ri = 28 
= -10°) (16.24) 
为 要 求 存 原点 处 场 非 奇 异 ,由 (16.22) 式 知 
1 Oo 一 Oy r+ 0) (16.25) 
G= O07), GG = Or) 
并 且 易 证 ,为 得 有 限 能 解 , 当 约 定 $8(7) 为 实 卫 数 , 则 在 无 穷 远 处 ,应 满足 如 下 渐 近 
行为 : 
© =i, 
br plr)e rt, 
其 中 8 为 太 于 零 实数 , p(x) 为 + 的 某 有 限 阶 多 项 式 . 
上 述 渐 近 行为 表明 ,电场 与 磁场 的 径 和 丫 部 分 都 以 oe- 他 的 行为 趋 于 库仑 场 行 
为 ,而 电场 与 磁场 的 切 向 部 分 都 以 e-* 的 行为 趋 于 零 , 昌 H. 二 者 淅 近 值 之 比 
lim Er, i 
分 析 解 的 高 近 行为 ,可 以 证 明 , 这 种 静 球 对 称 无 源 无 奇异 解 必 满足 月 对 信条 


当 r 一 co (16.26) 
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件 下 面 简短 说 明证 明 步 又 ,将 规范 势 (16.20) 式 代入 场 满 足 的 Rianehi 等 式 
{16.11), 仍 采用 球 坐 标 分 离 变 量 得 


~ Lan)+ S$H =0 
rr dr 
一 二 rEr) + FE + HI =0 (16.27) 
将 上 式 与 场 方程 (23) 对 偶 组 合 , 令 
一 到 {16.28) 
得 
二 :py)- EF — 人 nn 
# dr 六 
上 Fi) + gr riCF: -0 (16.29) 
rr 于 六 上 
出 荆 式 消去 切 问 场 强 可 得 径 向 场 强 满 足 如 上 下 二 阶 卢 程 : 
dy Gd 
s(n) | -i5 j&0 Fz) 2pF* =0 (16. 30) 


利用 了 敬 数 Gfr), 虹 状 的 渐 近 行为 116.251 .0416.26), 知 rec 时 ,上 式 第 3 项 比 1 
2 项 快 e 和 苦 悦 行为 趋 于 替 , 故 要 求 前 两 项 渐 近 行为 的 主要 部 分 相 世 抵消 . 由 
(16 25) 式 知 ( 生 -1 )->0, 知 F， 没 有 满足 边界 条 件 的 莫 平 唐 解 .只 有 半 唐 解 
rr- Hh, .iF {16.31) 
即 场 的 径 问 部 分 是 自 对 偶 的 .将 上 结果 代 固 (16.29) 式 知 场 的 切 各 部 分 也 些 自 对 侦 
的 . 
以 上 分 析 证 明了 ,满足 物理 边界 条 件 的 ,S6(2) 规 范 场 的 无 外 源 无 奇异 静 球 对 
称 解 ,必然 是 自 对 偶 的 .下 面 我 们 从 自 对 偶 条 件 
F=H-iE=0 (16.31a) 
出 发 ,积分 求 得 精确 解 ,解析 地 证 明 解 的 惟一 性 .将 场 的 表达 式 (6.22} 代 入 自 对 偶 
条 件 得 


($1) = i -0G) 
， (16.32) 
rp” = i 
邻 #= ri, 代入 上 式 得 
i = 1— ryiy (16.33) 
将 工 两 式 代 入 (16.32a} 得 


(yp =- 1 
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即 
i gy = (Hey) 
积分 得 
gy 1 
(5 | py cl 
开 方 后 再 种 分 得 
r= | th (ep) te (16.34) 
土 1 + 和 史 vel 
由 规范 势 在 原点 无 痛 异 要 求 
1, yr*0, r=0 
得 
ta 二 0)， +shw er=v ey = veriy 
再 由 无 穷 近 点 边界 条 件 (16.25) 知 ce, 即 前 所 选 8, 得 
-a 
?=+ {16.35) 
代入 (16.33) 得 
G = i(BrcothBr — 1) (16.36) 


此 结果 与 文献 [14],[15] 同 . 
316.3 ” 非 Abel 规 克 场 的 规范 不 变 守 恒 流 


杨 -Mills 理论 中 作用 量 (16.12) 具 有 规范 对 称 性 , 矢 热 A, 可 作 规 范 变 换 


A ”Alp AR+tE og (6.37) 
其 中 gEG, 为 与 同 维 的 么 正 表示 和 矩阵, 即 有 
g'=g (16.38) 
相应 地 场 强 玉 , 规 范 协 凌 为 
F ,> =pg'F,g (16. 39) 


由 于 拉 兵 密度 xt{16.13) 式 ) 中 含 取 迹 运算 ,使 8 及 作用 量 S$ 规范 不 变 , 因 而 使 得 
上 述 规范 变 摘 为 场 方程 (16. 17) 的 对 称 变换 , 即 如 A, 与 上 ,为 场 方 程 (16.17) 的 
解 , 则 任意 规范 变换 g(x 后 ,A (x) 与 Cr) 仍 为 场 方程 (16.17) 的 解 . 
对 无 穷 小 规范 变换 
fr) = ee 一 了 + 加 (7 十 {16,40) 
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Br = Fn) TL, (16.41) 
其 中 (17) 为 小 的 实 参 景 , 当 精 彤 a 到 一 级 小 量 
A, rA, tt BA, SA, = DB (16.42) 
或 用 分 民 形 式 
BA = 二 | fA (16.42a) 
柱 诺 地 , 场 强 改 变 为 
3, — [FF,,9] (16,43) 
或 
SF = fb (16,43a) 


物理 体系 的 连续 对 称 案 换 会 等 致 存在 守 性 的 Noether 流 , 物 理学 中 通常 守恒 流 指 
与 规范 场 耦合 的 外 物质 场 的 向 与 流 . 下 面 我 们 先 简 单 分 析 下 费 米 场 (tr 1) 与 规范 
场 辑 合体 系 ,其 拉 格 关 日 咀 数 


7 二 一 { Wiiy (0, + eA T ) -pip = +4, + 4 (16.44) 


其 中 

Ai {16.45) 
上 本 为 无 规范 场 仅 有 物质 场 时 流 ,2= 2, 具有 对 第 | 类 规范 变换 (整体 规范 变换 ， 
昌 (Cr)=88 取 与 位 置 x 无 闫 常量 ) 保 持 不 变 : 


= 省 {16.46) 


因而 存在 相应 守恒 流 
6 
Sp) HF 
利用 场 gx) 满足 的 运动 方程 及 (16.46) 式 可 让 , 产 满足 流 守恒 方程 

9 =0 (16.48) 
妆 我 们 进一步 分 析 第 荆 类 规范 变换 (局 域 规范 变换 , (9{.7) 依 赖 .x 而 非常 能 ), 仅 
物质 场 拉 氏 量 x,, 不 再 是 规范 不 变 的 ,为 了 保持 局 域 规范 变换 下 的 厅 变 性 .必须 引 
进 规范 场 ,如 (16.44) 式 形成 瘟 米 场 与 规范 场 而 合体 系 ,可 以 让 明 这 时 总 拉 氏 其 > 
相对 局 域 规 范 变 权 仍 是 不 变 时 . 艳 合 体系 拉 氏 量 氏 对 规范 势 A, 变 分 ,可 得 规范 场 
满足 的 运动 方程 


EE = ip Ty {16,.47) 


8 16.3 上 正 Ahel 规范 场 的 规范 不 变 守 恒 流 405， 


De ef AP® -J (16.491 
或 记 为 
DF* = 天 
物质 流 三 = 天 是 规范 场 强 协 灾 散 度 的 源 ,与 此 相应 , 产 的 协 变 散 度 为 堆 
Djot ,1=0 (16.50) 


注意 对 非 Abel 规范 场 ,J 的 普通 获 度 非 霉 , 物 质 流 J* 不 再 是 守恒 流 了 : 仅 当 物质 
场 与 Abel 规范 场 厅 全 时 ,物质 流 为 同位 旋 空 间 标 量 ( 复 线 从 截面 ), 它 的 普通 散 度 
仍 足 零 , 相 应 物质 流 仍 是 守恒 流 . 而 对 与 非 Abhe] 规范 场 转 合 的 物质 流 广 , 其 普通 散 
度 非 零 ,天 不 再 是 守恒 流 . 

对 与 非 Abel 筑 范 场 耦 台 体系 ,是 再 存在 守恒 流 ?” 和 前 而 分 析 表 有 有明, 守恒 流 应 出 
整个 拉 乓 量 :在 第 工 类 规范 变换 下 性 质 得 到 , 仅 这 时 应 注意 ,对 非 Abel 规范 场 , 即 
使 在 第 I 类 规范 变换 下,(7) 一 8FT, 为 常量 ,由 (416.42a) 式 知 84 = fAL8 也 
非 稚 ,由于 非 Abel 规范 场 的 自 耦 合 , 势 的 变 宙 对 流 也 会 有 贡献 .因此 整个 体系 守恒 
流 应 为 

J 68 .07 0A, 

“B09 y) 小 (9.4.) BF 
由 /在 第 了 类 规范 变换 下 不 变性 ;中 =0, 及 场 的 运动 方程 .可 证 放 是 宁 恒 的 , 汪 
足 


= igr Ty efa tA (16.51) 


dd" = {16.52) 


的 确 由 规范 场 方程 (16.49) 知 这 里 引进 的 了 =0，”, 为 反对 称 张 量 场 ”的 普通 藤 
庶 , 故 必 满 足 (16. 52) 式 ,是 守恒 流 .但 是 此 表达 式 (16_51) 中 含有 规范 势 . 而 物理 量 
应 是 规范 其 变 的 ,J 不 是 规范 协 变 的 ,其 物理 意义 不 清楚 . 

对 与 非 Abel 规范 场 而 合体 系 ,为 得 到 向 范 不 变 的 字 伍 流 ,可 将 前 述 第 工 类 规 
范 变换 推广 为 * 

Hr) = RrId8, 下 (二 {186.53) 

邮 作 点 的 规范 转角 是 常数 弛 ,但 转轴 的 方向 则 可 以 不 同 ,可 根据 体系 的 对 称 性 选 
最 优 取 问 n, 控 搜 常 规 室 分 得 到 对 应 的 流 为 
81 Hy, _87 $4, 
So HO Blo A,) 8 
nF ,DD = on+elA,,n] 
nr- el’,B.)) {106.54) 


f= 
sh 
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其 中 

B= 二 [msg (10.55) 
也 为 规 范 协 灾 量 .由 拉 兵 量 i 的 规范 不 灾 性 和 运动 方程 ,可 让 

人 

0 (16.56) 

好 . 严 六 守 忆 流 , 而 匡 是 规范 不 变 的 ,相应 的 守恒 六 
Q = [Ed (16.57) 


是 规范 变换 n(x)88 的 生成 元 . 

在 与 非 Abel 规范 场 克 合 体系 , 守 必 流 J 除 含有 物质 源流 J 外 , 玉 含 有 规范 
场 的 贡献 - en:[ 下 ,Bj], 它 是 由 于 非 Abel 规范 场 存 在 月 相 下 作用 引起 的 月 源流 ， 
而 物 古 流 与 场 白 源流 的 和 ”为 规范 不 室 的 守恒 流 . 

为 了 更 清楚 前 明 非 Abel 规范 场 自 源流 的 物理 意义 ,下 面 我 们 以 上 节 引 人 的 
“tooft 单 极为 例 进 行 认 真 分 析 . 

为 了 能 得 到 各 确定 物理 意义 的 规范 浅 变 的 白 源 守恒 流 ,可 与 通常 引力 场 情 况 
作 个 类 比 .物理 体系 中 守恒 其 的 存在 与 该 体系 允许 的 对 称 变换 有 关 , 时 空 度 规 的 对 
称 变换 群 ( 其 产生 算 符 为 Kilfing 矢量 ) 与 能 晤 动量 等 守恒 其 T-T 对 应 , 平 应 时 空 
有 十 个 参数 的 运动 群 ( 非 齐 次 Lorentz 群 ) , 故 对 应 十 个 省 域 的 守恒 重 . 常 明 率 时 空 
也 有 十 个 参数 的 运动 群 ,对 应 十 个 定 域 的 守信 其 .而 - 般 的 弯 帅 时空 不 存在 确定 的 
定 域 守 恒 能 量 动量 (其 能 量 动量 张 重 了 。 的 协 变 散 度 为 替 , 人 YT, =0. 亿 是 其 普 遂 散 
度 0,T。 - 般 不 为 零 }. 仅 当 存在 不 改变 度 规 的 Killing 矢 景 $,, 才 会 站 对 应 方向 存 
在 确定 的 定 域 守恒 量 名 T。 ,满足 9,(&?T,)=0. 

类 似 , 规 范 场 中 守恒 流 的 存在 与 规范 不 变性 有 关 , 仅 当 存 在 不 改变 势 的 规范 恋 
换 , 才 有 确定 的 宁 恒 流 .注意 到 规范 势 的 变换 规律 (16.42), 知 当 存 在 规范 变换 
对 () 满 足 


DO=0 (16.58) 
则 规范 势 不 变 , 必 有 确定 的 守恒 流 . 今 
Or = Or) | ntr) = (rn(r) {10.59) 
如 如 存在 平 称 涉 变 的 同位 旋 方 向 &f(z) ,满足 
Dn(r) = 0, nlr) n(x)=1 (16.60) 


这 时 ar) 即 是 对 称 变换 的 产生 算 符 [Killing 矢量 ), 又 是 和 乐 群 的 产 牛 算 符 . 由 
016.54) 式 知道 ,守恒 流 中 , 场 的 自 源 流 分 量 伍 为 零 , 仅 剩 下 外 源流 , 基 这 时 SO(2) 
规范 场 必 可 约 化 为 U(1) 规 范 场 ,这 时 可 证 
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下. = (16.61) 
此 规范 场 已 .可 Abel 化 ,其 六 个 时 空 分 量 的 同位 旋 方 向 者 相同 : 沿 w 方 ln 瑟 , = 
所 ,的 普通 散 度 上 凤 外 源流 
=a(n.: F,) (16.62) 
满足 4." 一 和 ,为 守恒 流 .下 库 我 们 将 着 重 分 析 不 可 约 化 SU(2) 规 范 场 , 即 不 存在 满 
是 {16.60) 式 的 nt) 的 情 帝 . 

3 为 场 中 如 不 存在 Killing 矢量 ,但 在 雹 穷 远道 界 上 渐 近 平 真 ,或 渐 近 有 基 
Killing 矢量 , 仍 可 以 有 整体 的 守恒 其 .类似 , 规 范 场 如 渐 近 可 约 化 ,虽然 这 时 定 域 
守恒 流 是 不 确定 的 ,但 仍 可 以 有 整体 学 恒 流 .引力 场 自 吴 贡 献 的 能 量 动 量 帘 谋 不 是 
上 张 量 , 与 坐标 的 选择 有 关 , 有 时 可 以 根据 场 中 其 他 物质 的 运动 情况 或 场 的 对 称 性 选 
拌 某 “最 优 坐 杯 系 而 得 到 有 一 定 物 理 刘 义 的 能 量 动量 密度 .类 他 ,规范 场 中 守恒 流 
的 存在 与 规范 不 变性 有 关 , 在 非 Abel 规范 场 中 也 存 硅 场 自身 真 献 的 肯 流 密度 
[FY* ,A, jj 此 (16.54) 式 ,此 自 源 流 尾 规范 有 关 的 ,如 何 得 到 有 人 确定 物理 意义 的 规范 
无 关 的 流 呢 ? 

司 与 前 面 对 引 力 场 的 分 析 类 比 ,在 有 外 源 时 可 以 根据 其 他 物质 {带电 粒子 的 相 
轴 , Higgs 上 场 方向 等 ) 来 决定 在 群 表示 空间 的 最 优 方向 n(x), 在 无 外 源 时 可 根据 场 
的 对 称 性 分 析 得 到 最 优 方 向 r(x) .例如 上 节 介 绍 的 “tHooft 单 极 , 根 据 场 的 静 球 对 
称 ,在 各 点 都 可 确定 一 个 优先 方向 atr),nfr) 是 各 点 同步 对 称 规 范 变换 的 产生 
算 符 ,可 按 ar) 将 势 4.(0zr) 分 为 两 部 分 :分 为 由 此 优先 方向 p(x) 产生 的 U(1) 场 


势 4 (7) 和 携带 此 UL1) 荷 的 和 失 粒 子 势 B, (x)， 


六 (rT) = A, (x) t+ B(x) (16.63) 

其 中 
ACT) = {A,r) na Ta (16.64) 

因此 
Vn{r) = nr) + Alr) sn(r)] = 人 (16.65) 


式 中 v ,的 上 标 “ ~ "表示 在 作 兴 变 微 商 时 仅 取 势 4 (x) 为 联络 ,相对 此 联络 ， 
r(x?) 为 平移 场 ,但 是 对 整个 杨 - Mills 势 4, (x) ,nt{.r) 并 非 平移 场 , 即 有 
VA dn(r) [40z) az)] = [Br)atzi A 0 (16.66) 
因此 
B(xr) = [tr wz (16.67) 
即 对 不 可 约 SU(2) 规 范 场 , 存 在 带 荷 的 矢 粒 子 B,(x), 它 是 规范 协 变量 , 它 的 同位 
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族 方 向 与 jr) 重生 .出 tHoofl 单 极 的 静 奸 对 称 性 知 
Blr}y-:0,. Bir)= 人 0 {10.68) 

朗 召 ( 为 友 模 问 夭 量 粒 子 . 

规范 场 强 Pr) =9 4 一 +e[ 和 , 秆 ] 志 可 分 和解 为 两 部 分 : 泊 问 倍 旋 
Rn{ x) 方向 纵 同 场 强 
FF, :nn (16.69) 
及 惯 向 场 强 

FLFR, = [a Fni|=0p, +elA,,B.]- 9B, elA DB 


= VHB. -YB, 


(16.70) 
丸 证 
上 。 一 2.(A, "Hn - 9.(A, * pr - PR 十 | B.,,B,|] 
-天 [BH] (16.71) 
其 中 
F, = 9 A, - 0A, + oA | {16.72) 


F. "为 可 约 化 U(1) 部 分 Maxwrll 场 张 世 , 可 将 负 #y (x ) 的 Kronecker 映 象 与 储 仙 
基 了 化 数值 4 磋 系 起 来 


TI, prada A dr = a ‘dn.Bn] = rg {16.73) 


磁 苘 9 是 与 整体 大 范 | 村 的 折 扑 示人 性 数 (第 1 陈 数 ) 相 联系 的 一 种 新 守 币 革 : 项 
扑 荷 , 它 与 相 角 变换 无 关 , 而 仪 与 相 轴 的 拓扑 性 质 有 关 . 中 与 第 1 Hopf 映射 ; 
SU(C2) 一 5 相关 的 Hopf 不 变量 .这 样 利用 Lt 昌 族 入 在 SU(2) 中 ,分 析 Hopf 从 

LU ~ SU(2) -一 9: (106.74) 


将 Kronecker 映 象 作为 SU(2)1U(1) - S* 上 伴 从 平移 不 变 截 面 n (4 ) (满足 1 = 
0), 建 立 起 (1) Dirac 单 极 与 +Hooft 单 极 中 可 约 化 部 分 的 联系 . 

声 阁 的 电荷 守恒 律 (规范 对 称 守恒 和 社 ) 史 有 了 新 的 丰富 牛 动 的 内 容 , 它 可 以 是 
处 处 绕 方 冉 不 同 几 随和 规范 前 异 的 轴 的 对 称 性 产物 . 对 非 Abel 规范 饭 , 可 分 析 绕 
nt{r) 轴 作 局 域 规范 变换 , 选 B(x)= 60n (x7) ,其 中 86 为 与 时 谈 坐 标 矿 关 的 常数 ， 
对 无 外 源 规范 场 拉 氏 量 按 常 规 变 分 得 对 应 的 守 便 流 
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本 加 全 SA we i ， 「 jm 了 一 i | B 
f= BA 0 - 下 nF” 有 | 


(16.75) 
注意 ,这 里 的 厂 为 撕 Abcl 规范 场 本 身 供 献 的 生源 流 ,利用 场 满足 的 无 源 场 方程 
Dr” =0, 可 以 证 明 

天 一 DR 76) 
艳 所 得 自 源 流 J 是 守恒 的 , 规 变 协 变 的 物理 量 . 
对 THooft 单 要 ,将 116.20) 式 代 人 (16.75) ,利用 
Bliri=0, B(r)}=0 
FB = HB 一 人 这 华 切 向 指标 7 不 求 和 ) (16.77} 
这 些 都 是 由 同步 球 对 称 性 决定 的 规范 不 变 天 系 . 得 到 
T=0, 1- 1,2,3 
T=- ce 有] = 2 ri (16.78) 
所 得 白 源 葆 流 J 是 守恒 的 ,是 规范 不 蛮 的 物理 量 . .1 是 按 球 对 称 连 续 分 布 的 荷 密 
虚 , 此 向 密度 在 原点 最 太 , 随 半径 > 的 增 大 按 指数 误 减 ,分 布 半径 ~ 1128. 而 整个 空 
闻 的 总 荷 | 马 | = 1, 它 是 量子 化 的 . 
上 市 我 们 曾 证 明 , 静 球 对 称 有 限 能 异 单 极 必 是 自 对 偶 的 ,还 可 引进 对 侦 的 白 源 


流 
=e, F] (16,79) 
将 (6.20) 一 (116.22) 代 入 得 
“0 7= 1,2.3 
“= 2¢¢ 1 (16, 80) 
即 存 在 连续 分 布 的 磁 荷 , 它 控 e “指数 律 识 减 ,分 布 半径 -1/28., 它 完全 是 场 御 身 
次 献 的 ,不 取 好 子 化 数值 ,但 在 无 窃 远 处 可 约 化 边界 条 件 的 拓 盾 性 质 决 定 了 总 位 茶 
古 乱 于 化 的 .总 磁 苘 及 总 矿 通 量 蚌 虹 子 化 的 ,但 可 以 有 连续 分 布 的 非 量 子 化 磁 荷 ， 
过 半径 7 球面 的 磁 通 量 也 是 韭 钳 子 化 的 . 
在 这 里 我 们 应 注意 医 Abel 型 论 与 Abel 规范 型 论 (Maxwall 理论 ) 的 重 昌 区 别 ， 
所 者 无 自 源流 ,线性 规范 理论 场 六 程 可 完 个 由 场 捍 表达 ,不 会 规范 势 , 而 杨 - Mills 
理论 为 非 线 性 理 沦 , 场 方程 明显 含有 规范 势 ,内 有 日 耦合 ,存在 折 源 流 . 对 于 
Maxwecll 蛙 论 ,在 规范 变 摘 下 
人 (3 = 人 TD 
A > A = A, +delr) (16.81) 
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FF, (16.82) 
其 场 强 上 ,规范 不 谈 , 而 场 方 程 又 加 完 件 由 场 强 表 达 , 历 史上 曾 认为 规范 女 A, 是 
没有 物理 意 浆 的 辅助 量 , 它 设 有 确定 的 数值 ,在 规范 变换 下 会 改变 数 但 , 仅 场 曝 
下 .为 具有 物理 意义 的 量 . 直 到 2 世纪 后 半 世 纪 ,在 基 子 力学 发 展 后 ,Bohm-Aharo- 
nov 效应 被 实验 观察 到 ,人 们 始 认识 到 规范 势 足 有 实质 物理 意义 的 场 . 而 对 于 杨 - 
Mills 理 沦 , 场 方 程 本 号 就 明显 含有 规范 势 , 并 有 日 场 强 世 . 不 册 是 规范 不 变 . 仅 是 规 
范 协 变 , 即 如 {16.39) 式 按 伴随 表示 谈 换 . 

对 于 Maxwell 理论 的 规范 变换 (16.81) (16. 82), 其 有 限 形式 与 无 穷 小 撒 式 有 
相同 表达 式 , 有 限 规范 变换 可 由 在 恒 等 元 附近 无 穷 小 变换 的 无 穷 次 登 加 得 刊 . 而 对 
于 杨 - Milis 理论 ,其 有 限 变 换 与 无 穷 小 变换 表达 形式 不 同 ,不 是 所 有 右 限 规范 变换 
都 可 由己 等 元 附近 无 穷 小 规范 变换 的 无 穷 次 赤 加 得 到 , 即 在 在 拓扑 长 平 席 的 有 限 
规范 变换 , 它 不 能 连续 地 形变 为 恒 等 元 . 非 Abel 规范 场 的 上 述 特 点 ,说 明 需 薄 场 执 
4, 是 理论 中 的 基本 场 基 .规范 场 强 上, 不 是 规范 不 变 的 物理 明 , 日 在 一 般 情况 下 ， 
它 椒 能 在 规范 等 价 的 意义 下 惟一 地 确定 规范 势 A, ,时 可 能 疗 在 规范 不 等 价 的 热 
4 它们 可 导致 相同 场 强 下 。. 

场 强 下 ,相当 于 张 量 ,而 规范 势 A, 为 仿 射 量 , 没 有 确定 的 零点 . 场 强 上 相当 
于 主 基 曲率 ,是 具有 几何 意义 的 量 , 规 范 势 A 相当 于 主 从 上 联络 ,虽然 不 足 张 量 ， 
但 是 也 是 有 几何 意义 的 量 ,其 至 说 是 比 曲 沦 具 有 中 基本 的 几何 意义 .曲率 为 零 仅 表 
示 可 绕 一 非常 小 的 闭 回 路 半 行 输送 ,但 仍 可 能 存在 大 范围 的 不 可 积 尾 ,规范 势 为 几 
何 对 象 ,有 物理 意义 , 仅 规范 的 选择 是 非 物理 的 . 为 了 更 清楚 地 说 明 此 癌 题 ,我 们 在 
下 节 将 更 仔细 地 分 析 问 题 的 边界 条 件 及 场 的 大 范 全 拓扑 性 质 . 


$16.4 “空间 ( 反 ) 自 对 偶 瞬 子 解 


当量 子 场 论 采 用 路 径 积分 量子 化 时 , 常 将 普通 时 间 解 析 延 拓 为 虑 时 间 ,使 普通 
四 维 时 空 阅 空间 M' , 延 拓 为 四 维 歌 空间 EE, 这 时 ,作用 量 S 化 为 i 的 倍数 if ,使 路 
径 积 分 中 因子 


re 


为 指数 衰减 , 故 需 讨论 使 欧 氏 作用 量 | 极 小 的 经 典 场 位 型 .在 整个 F! 空间 取 适 当 
渐 近 边界 条 件 , 可 得 瞬 子 解 , 此 即 本 节 将 讨论 的 对 象 
为 要 求 四 维 欧 空 间 中 作用 量 有 限 , 即 要 求 场 强 上 ,为 平方 可 积 ,必须 要 求 
FT OP Irl=% 【16.83) 
对 此 要 求 规范 势 A,(x) 在 无 穷 远 处 衰 碱 为 纯 规 范 . 
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Atrj>a Crinatry OMel), 要 reoo (16.84) 
天 的 无 穷 远 边界 可 看 为 半径 为 无 穷 大 的 球面 5 .对 SUC2) 杨 -Nills 场 ,对 每 个 确 
定 的 ,gti)ESU02), 即 在 无 穷 迹 外 中 相当 于 连续 蜗 射 
gS -SU(2) (16.85) 
出 于 
TSU(2)) = Zz 
琶 存 硬 辐 和 伦 不 等 价 的 映射 &g ,可 用 警 数 上 E7Z 来 标志 映射 g 所 属 的 同 伦 等 价 类 . 
注意 到 上 述 浙 近 条 件 ,可 对 ER 赤 充 无 穷 远 点 ,E+ 补充 无 穷 过 点 后 同 且 于 S: 
一 8 
S 一 10; 极 射 投影 到 五 : 为 共 形 映 射 . 当 底 流 形 为 四 维 时 ,可 以 证 明 ,对 度 规 张 量 场 
的 共 形 映射 ， 
at) rz fr)gstr}y, ftir)>0 
Hodge * 算 子 共 形 不 变 ,使 作用 虽 ! 
[= | er(F A xF) (16. 86) 


及 四 其 极 值 导出 的 运动 方程 (16, 17) 均 共 形 不 变 . 于 是 可 在 整个 $+ 上 光滑 地 定义 

SU(2) 规 范 势 A(xz), 可 以 研究 在 紧 敏 流 此 S 上 的 规范 场 . 1 拓扑 于 庸 ,其 上 在 

意 纤 维 处 均 平庸 . 正 是 由于 渐 近 条 件 使 底 流 形 可 紧 致 化 为 5: ,Ss* 上 存在 拓扑 非 平 

良和 规 范 场 .对 S 上 SU(2) 主 从 也, 存在 拓扑 不 变量 一 一 陈 示 性 数 .存在 坟 性 类 
ci(P}y=0 


cs(p) = srr(F A F) 


将 示 性 类 对 整个 S$ 积分 ,得 陈 示 性 数 


= | uFAF)=-h (16.87) 


8 
标志 3$ 上 SU(2) 主 从 拓扑 特性 的 示 性 数 , : , 即 标志 规范 势 4,(. ) 非 平庸 渐 近 特 
性 的 整数 &, 它 反映 了 SU(2) 群 的 同 伦 特 性 r;(SU(2)) = 之, 为 了 更 清楚 地 看 出 此 
点, 可 认真 分 析 - -下 在 S 开 镍 盖 交 疆 区 的 转换 函数 .注意 到 示 性 类 
cPIE HT'(S 2) 
为 S 上 的 闭 形 式 , 当 下 一 c 关 0 时 ,不 能 在 整个 5S: 二 写成 恰当 形式 . 若 我 们 将 8S4 
用 两 个 开 集 1U. ! 覆 羔 : 
SU 
在 每 个 平庸 的 开 集 U ,上 ,由 Poincare 引 理 , 知 闭 形 式 均 可 写成 正 合 形式 


op) wp AF)- do 
时 


fr _1, 
w= atlFAA AAAAA) (16. 88) 


称 为 陈 -Simons 形式 .在 交 蕉 区 U, 门 避 , 摧 规 范 势 间 关 一 规范 码 换 g, -三 g， 
A=A*=g Ag+t+pg'dg 


— Brk = 


PAF)=| PAF) 


J 
3 
这 虫 我 们 将 局 ,表达 为 含 赤 道 的 北 、 南 半球 , 利 岂 了 Stokes 定理 ,并 注意 到 在 北 . 南 
卡 球 的 边界 具有 相反 的 定向 .注意 色 

天 =g Fy 


-| AN 


可 得 
gk = 3| ,tl gr dg AgidgAg dg 3dg A A dg)] 
一 一 了 | ,trcg Idg Ag idy Ag dg) 
邯 
上 二 3 lg de AgldgAg'dg) 16.89) 


此 式 在 端 为 映射 (16.85) 的 Kronecker 指数 , 即 群 G6 著 盖 S 的 倍数 .为 了 更 由 显 地 
下 出 此 点 ,可 玉 用 SU(2) 群 的 二 维 皂 阵 老 示 . 即 令 
BC) 4 in(r) (16.90) 
其 中 = losyos| 为 一 个 Pauli 斥 阵 , 而 i (x)| 是 空间 中 单位 和 撩 由 , 满 是 
ni +n =! 


易 证 ,出 (16.90) 定 义 的 & 满足 


8 8= | 
即 & 为 SG 的 二 维 表 下 , 代 人 (16.89) 得 
一 122 [a 把 加 Ela dn du dn ) (16.91) 


二 式 中 被 程式 恰 为 户 中 单位 球面 4.7) 的 面积 元, 星 由 空间 (FE?! 的 无 给 过 边界 
SD) 色色 空间 ( 样 流 形 SU(2)~ 5S 映射 的 Jacobi, 即 上 为 Jacobi 的 覆盖 数 ,或 称 
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Brouwer 指数 . 

杨 -Milis 场 论 为 非 线 性 场 论 ,对 它 的 善 适 分 析 是 很 采 难 的 ,即使 是 紧 致 流 形 
5 上 的 杨 -Mills 场 论 , 分 析 也 很 复杂 .注意 到 场 方程 与 Bianchi 等 式 的 相似 性 ,如 
场 王子 其 对偶 场 上 成 下 比 


FaxF {10.92) 
则 由 Bianchi 等 式 
DF=0 
可 上 是 动 得 到 Euler-lagrange 运动 方程 
DFrF=0 
对 (16.92) 式 骨 联 *#* 运算 
FF = A xP 


理 代 和 人 (416.92) 忒 ,并 注意 到 (4.32) 式 ,得 
， 、 ja， 对 丘 度 规 
FF= A x*¥*F="“ 
| -2 玉 ， 对 Mr'! 度 规 
= 二] ， 对 玉 ! 空间 
14 =+ 上 ij， 对 MM! 空间 
对 四 维 风 空间 ,应 要 求 
* 下 =+ i (16.903) 
由 于 工 与 * 下 多 为 取 值 李 代数 9 的 微分 形式 为 使 于 式 满足 ,G 不 能 为 紧 致 李 群 ， 
仅 对 非 紧 至 李 群 ,例如 SL(2,c), 上 式 始 能 满足 . 
对 四 维 欧 空间 FE’ , 自 对 侦 条 件 为 
*F=:F (16.94} 
这 时 对 规范 群 无 限制 ,可 为 任意 紧 致 李 群 .一 般 称 条 件 * = 下 为 自 对 侦 , 而 称 # 
= - 王 为 反 自 对 侦 . 场 方程 (16. 17) 为 .二 阶 偏 微分 方程 ,而 自 对 倘 方 程 (16. 94) 为 
一 阶 篇 微分 方程 ,其 求解 问题 比 不 运动 方程 (16. 17) 的 灶 解 问题 简单 的 多 . 
任意 场 下部 可 分 解 为 白 对 偶 与 反 自 对 侦 部 分 : 
所 = 天 + 下 (16.95) 
其 中 
(Fr+#*F) (16.96) 


满足 
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* Fi+ FF {156.97) 
代入 (16.86) 式 .得 


1 FF YA ZF HE)- | nF re ) A -Fr) 
es | 

= FAP) FF AFII= MHF riIF 0 
ee | 下 ee 


(16.98) 
其 中 符合 中川 代表 微分 形式 的 模 , 可 旭 下 定义 : 
Tan —- -reaia 二 一 tt) A oe) 
中 一方 而 ,林村 第 _. 陈 数 (16.87) 作 类 似 分 析 , 得 
Brig = (PFEFIACE rE)= "IF RE (16.99) 
比较 于是 二 得 
| {16.100) 
出 于 下 = -ea 为 折 扑 不 要 量 , 对 于 具有 确定 到 的 作用 量 了 的 极 小 值 解 ,就 足 场 满足 
日 村 偶 条 件 的 解 .例如 ,好 =0,1 的 绝对 极 小 伯 
1 =0=>F=F'=F=0 
相应 于 平 联络 的 六 唐 情 沈 . 如 名 >>0, 训 了 工 的 绝对 概 小 值 为 自 对 偶 解 , 盈 存 
e -Brk>F =0 
F= = 下 
是 天 <0, 则 工 的 忽 对 棋 小 值 为 反 自 对 偶 解 . 即 有 
el=- Bek = 0 
Fo *#*F 
由 以 上 分 析 我 们 在 出 ,满足 自 对 传 方程 (16.94) 式 的 解 , 是 作用 量 f 具 绝 对 极 小 值 
为 共 体 起 见 , 下 而 给 出 上 =1 的 球 对 称 解 ， ,可 设 
fr) = fri)e (raglr) (16.101) 
代入 所 对 侧 方 程 可 得 如 下 形式 解 ， 


2 一 -2 7 
fa) a (16. 102 ) 


| .ra 一 Is ”一 i ] 
06.103) 
十 让 


1 rr ir 六 


$16.4 “空间 ( 反 ) 自 对 候 吕 了解 -475 ， 


此 解 存 17|1-z0 时 ,4(zy=0. 无 奇异 .而 在 | 了 2 时 ,4 人 rr) 为 纯 规 范 , 世 其 形式 
与 (16.90}) 式 相 朴 , 仅 这 时 辐 位 旋 空 间 (x 空间 ) 与 堂 标 空间 同步 转动 ,是 覆 善 数 为 


[ 的 单 瞬 子 解 , 称 BPST 解 . 
将 (16.1902) (016.103) 代 人 (415,101) 式 ,得 


3 


和 9 a re 
ALr) rt (zydgfr) 二 二 or de (16.104) 
1 


Flr) = 人 i A dx’ (16. 105) 
其 中 芒 (=1,2,3;t,v 二 1,2,3,4) 定 交 为 
We (16., 106) 
具有 性 质 
全 二 人 二 的 (16. 107) 
故 有 有 


Wo = 40, Wo = 36. 
可 将 它们 排 成 二 个 4x4 矩 阵 , 称 为 "*Hooft 矩阵: 
rr D0 0 1 


当 将 其 中 第 四 行 及 第 四 列 殖 阵 元 反 导 ,得 'tHooft 了 第 阵 ?= (71 ,六 ,六 ), 易 证 

[7 7] = 一 2 Ee 

Ey] = 2 Ea 
它们 均 与 SO(3) 代 数 间 构 .注意 到 EF! 字 间 转动 群 SO(4) 局 域 等 价 与 SO0(3) x SO 
(3), SOC4) 反 对 称 张 量 A 引 分 解 为 两 个 5O(3) 表 示 的 直 和 ,而 ?07) 使 SO(3) 矢 
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量 扩 灾 映 射 到 SO(4) 自 对 偶 ( 反 自 对 侦 ) 反 对 称 张 莉 上 .含有 ;wy 算 阵 的 解 (16. 104 ) 
和 (16.105) 晨 自 对 和 偶 单 朋 子 解 ,如 将 其 中 了 甜 阵 换 为 了 和 矩阵, 则 得 反 和 月 对 偶 解 .省 
意 到 群 元 & 的 相 冬 会 少量 同 伦 群 本 ,2) 的 相 加 ,在 式 {16.10 了 中 ,如 将 gt.r) 几 
中 (rr 代替 ,可 得 到 第 一阵 数 ,= -此 的 主 候 ,好 得 和 天 上 有 瞬 子 解 . 
满足 所 对 偶 上 方程 * 下 = 王 的 一 般 解 , 常 可 将 轴 范 势 表 为 
A = Ine 


| A 
一 [6.108) 
请 (ra) CT 


其 规范 场 强 的 表达 式 较 复 杂 , 市 第 一 陈 数 的 被 积 式 可 肯 示 为 
| Lt, = AAlnp (10. 109) 
这 组 解 有 5 + 全 个 参数 1 ,a ||, 但 并 非 所 有 从 数 均 有 效 , vp 乘 仔 意 常数 不 改变 
陪 织 . 故 最 多 有 5k+4 个 独立 参数 .实际 十 仅 当 玉 宇 3 时 下 述 5k+4 个 骆 数 为 有 
交 . 当 外 二 1 时 仅 有 5 个 独 站 参数 , 记 =2 时 有 13 个 独立 参数 ,在 下 章 利 用 Ativah- 
Singer 指数 定理 可 以 证 明 , 白 对 偶 联 络 秽 范 等 价 类 的 独立 参数 数 为 8k 一 3. 
最 后 ,为 了 使 十 记忆 与 应 用 ,可 类 和 似 表 16. 上 将 作用 量 与 陈 数 的 两 种 表达 式 列 
在 表 16.2 1 
表 16,2 作用 量 与 第 二 陈 数 两 种 表达 式 比 较 


乱 阵 张 基 去 达 式 | 微分 形式 故 达 式 
作用 量 ; 3 | dnt | -IwFAxr) 
第 .… 陈 数 ,， | 二 | d rirt* FP*P. ) - a | tf 下 六 下 1 
--_ . [ 一 | _ 
陈 -Simeonx ee | Fa, A A ) | tt FA- 二 TA 上 六方 入 ) 
Ibx 


第 二 陈 数 c, 为 拓扑 不 变量 , 它 在 规范 势 的 局 城 变 更 下 不 变 , 在 其 张 基 表达 式 中 嵌 
有 指标 缩 并 运算 ,但 是 ,由 于 是 与 对 倘 场 的 缩 并 , 卜 实 质 上 与 底 流 形 的 度 规 励 美 ,在 
蕉 曲 空 加 中 仍 直 意义. 耐 作 用量 工 与 度 规 有 关 .与 所 选 规范 势 有 关 , 和 而 其 航 值 即 折 
扑 数 0, ,也 即 场 方 穆 的 自 对 偶 解 的 瞬 子 数 ， 


3 16.5 规范 场 与 玻 色 场 耦 合体 系 


Ciinyburg-Landqau 方程 .BPS 单 极 及 其 他 ， 


19.5 规范 场 与 玻 色 场 耦合 体系 ， 4433 ， 


设 M 为 紧 歼 曼 流 形 ,下 为 其 二 具 厄 米 度 规 的 上 秩 复 天 从 
D, =d+A，A'=-A {16.110) 
为 五 上 上 友 朱 米 联 络 , 申 率 


F=qd4+ A 太 , 六 | (16.111) 
rE 为 失 从 上 光滑 截 向 , 记 
[$= $$ AM) (16.112) 


任 在 于 形式 规范 不 变 的 作用 此 (能 量 ) 斌 郊 
St$,4)= | ia IFEE1B Dg + yg a ll (16.113) 


其 中 ec ,8,7 均 为 止 常数 ,aoE ,这 是 伴 和 从 南面 名 与 规范 场 A 境 合 体系 ,能 明江 
消 有 下 界 咯 无 上 界 . 对 名 ,和 A 半分 可 得 场 方 程 , 串 求 场 方程 的 能 量 有 限 的 解 . 
为 简单 起 见 , 先 分 析 紧 歼 曼 而 之 上 复线 全 上 ,规范 群 为 U(1)-Abel 规范 场 ,能 
世 这 哨 
SA | FOIDG P+ sal! (16.114) 


对 名 变 分 得 
Sida = (a |) {6.115) 

对 和 变 分 得 
SF = Retdp,$; {16.116) 
前 者 $ 满足 的 非 线 性 Schradinger 方程 ,后 者 为 规范 场 满足 的 有 源 场 方程 
(Maxwell 让 程 ). 电 让 它 相对 势 A 为 线性 ,但 相对 岂非 线性 . 这 对 方程 常 称 为 

(iinzburg-iandaa 方程 ,让 为 描写 超 导 现 象 的 空间 变化 而 引入 i. 

下 而 设 获 总 向 其 共 形 度 规 ,w(xz)dzdz ,并 在 z, EE 台 点 名 域 选 法 坐标 系 , 日 


用 fs ) 代 蔡 = ,并 在 了 辣 选 目 灾 归 一 基底 dr,dv, 即 先 


dz = dr +tidy, dz Atdz=2idz A dy ‘(16.117) 
则 在 了 点 邻 域 ,Hodge * 运算 ， 
xs dz = # (driidy) = dy — idr =— idz 


*dz — * {dr -idy) = dy + idr = idz 


* {dz A dz) ——2ix(dr Ady)=-2: 
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x*1 =drAdy= 泪 dz 人 中 (16. 118) 


将 歼 曼 而 上 微分 形式 按 上 述 坐 标 分 解 : 
A= det Adz = A 
本， 二 2 1 0 0 二 器 + A 9, 二 + 人 { 16. 119) 


由 9 9=0 可 证 


da BAT 1 AM)$ 
= 0A) A A AMIg + A A LAM 
= 0 {16. 120) 
最 后 一 步 利 用 三 为 复 1 维 流 形 ,A*( 三 )=0, 类 做 可 证 
0 ” 9, = 0 
市 
Os QB = Or A + A )g 
= P41 NAV $A Aop+ A A A A 
dB + A (D+ AA) 
908 41 9AM)B -A AIS+AMIG + A A A 
(aaga + ODa)$ = (A + OAM)S = Fy (16. 121) 
其 中 最 后 一 步 用 : 
PF=dA= (+ 4 +oA (16.122) 
下 面 计 明 , 由 于 或 色 场 势能 项 
V($) = 4a) (16.123) 


在 I$ 让 =0 处 为 局 域 极 大 ,使 此 动力 学 体系 可 能 存在 对 称 性 自发 破 缺 .可 以 证 明 
定理 16.1 能 量 泛 盟 (16. 114) 可 表示 为 
名 (区 上) =| 12 | oa + (ixF+ 本 (| 得胜 -| #* E+ rmt; 
(]6. 124) 


其 中 必 > | FF 为 复线 从 工 的 第 1 陈 数 . 
证 
[NisF+r loge -a)l «1 
.|! 3 | | a) 六 


= | | EPEP+ -a tinpl $a)|*l (16, 125) 


$$ 16.5 规范 场 与 玻 色 场 厢 合体 系 4 


面 
ia| * Fx*l]= ia|F = Znarcl (10. 1206) 
Wi | gg l= | Ni 
121) 一 
2 | A +9qn, 1$. 中 ， 芝 ] 一 【 了 于 ) 十 ( i ) [16. 127) 
dd, dzw , J, = dz 有 
选 在 点 邻 成 法 坐标 系 , 并 选 规范 使 A{z0) = 人 0 日 在 运算 过 程 中 不 合 4 的 导数 
项 ,并 注意 惠风 及 度 颖 
Yidz AczidzngzidzAdr 一 4 
《dzydsy》 = tdz,de) = 2 {16.128) 
【16.1271 石 映 第 ] 项 ， 
1- 1 vdz 站, A derx! 


(27) r : 
127) ?| AV 共 上 = 一 2| 人 ,由 一 一 一 一 一 | | 级 | 


类 似 (16.127) 式 石 靖 第] 项 

= | 28 A dz,3 $dz As 

= 2]..$) #1 = 2| $$) 1 = | | 
时 于 1 形式 的 分 解 2' = 0 中 DO" 为 相互 下 父 , 琶 


[ID = {16.129) 
将 以 上 结果 代 大 (16.124) 式 右 端 得 
(16.124) 右 疯 = | Ft+ 人 ($1 -a + Dagi 1=S($,A) [|] 


如 复线 从 工 的 第 1 陈 数 c 满足 co 汪 0, 则 能 量 江 也 SA) 的 最 低 避 能 允 
省 值 要 求 #$ 与 A 满足 下 烈 一 阶 微分 上 谨 程 组 ; 
(5,$ =0 
4 {16.130) 
i#F= 3(a -| 更 1) 
罗 方 面 ,如 果 as 芝 0, 则 上 对 方程 组 无 解 , 因 由 !16.114) 式 知 能 量 沁 果 S54$， 
由 )} 必 取 正 值 . 故 当 oass0 时 ,应 分 析 与 上 方程 组 对 但 方程 组 , 即 分 析 能 景 证 国 的 
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下 列表 达 式 : 


SA = | 2108 0+ [irp -30 $a)) |*1- 2rac 


{156.131) 
使 其 运 最 小 值 要 求 $ 与 A 满足 下 列 上 方程 组 . 
WW = 用 
4 | ， (16. 132) 
lixF= (I$ -a) 
也 可 进一步 分 析 下 形式 的 能 量 汪 本 (发 cc 关 0); 
S. ($A) =| i IFPEIDSE + 2 1)|x1 
= [ 2 198 + eltixF + 去 (| $1 DY!x] + 2xe, (16.133) 
这 里 s >0 为 小 实 常 数 ,由 此 能 显 江 耳 决 定 的 最 低 可 能 允许 值 要 求 $8, 满足 
[2 = 
< (16.134) 


[exiF = 3(1 -| $ 17) 


分 析 s 一 0 的 渐 近 情况 ,相应 | 各 1? 在 若干 点 列 均匀 收 合 于 1, 而 dA, 均 勾 收 伍 于 
零 ,相当 十 存在 涡 旋 (vortex) , 价 涡 旋 数 等 于 线 从 工 的 陈 数 < . 

下 面 进一步 推广 ,分 析 SU(2) 规 范 场 与 Higes 场 般 合体 系 , 拉 氏 量 形式 上 上 与 
(16.114} 式 相似 , 仅 这 时 底 空 间 为 四 维 物理 时 空 ,并 将 原 U(1) 规 范 对 称 性 代替 为 
SUI(2) 规 范 对 称 性 ,作用 量 


S = az; 
J) 二 一 EN + 3D, 0g, A Co1) (160.135) 
这 里 玻 伍 场 上 = 双开 取 值 在 SL(2) 的 伴随 表示 , 称 Higgs 场 ,D&=dg+ A,#$], 取 
库仑 规范 A。 =0, 求 定 态 解 ,可 将 静 能 E( 满 是 0 =0) 表 未 为 (HF = 二 sj 所 称 为 
磁场 ): 
下 (A ,8) = 3| dr + DD tAa(gg, - 1); 
= EE 全 I ttDE I ra tgs 1) F | dro, {ig) 


{[6. 136) 


上 式 最 后 -一 项 
Jaro. C1) = (16. 137) 
是 由 无 穷 远 处 边界 条 件 决定 旦 规范 不 变 的 , 浆 数 守恒 荷 ,为 拓扑 荷 { 磁 敬 ) ,由 前 两 
项 的 正定 性 质 表 明 
EI|n | (‘16.138) 
出 于 旧 求 能 量 天 < co ,表明 当 ”中 和 位 置 |r| >*ceo 时 ,相应 各 场 量 应 满足 如 下 渐 近 
茶 件 : 


| ”0 op (16.139) 
上 阁下 一 站 

H 当 A0 时 , 述 庙 要 求 
gl di) (16. 140) 


上面 先 分 析 能 量 泛 图 (16.136) 式 的 -- 般 特点 , 它 是 上 无 限 而 下 有 界 ,存在 鞭 些 极 小 
梯 值 . 当 
=00,， B=, #1 =1 

这 里 多 为 模 为 1 的 常 休 ,这 时 能 量 层 于 绝对 极 小 值 零 , 称 为 体系 的 基态 .这 里 注意 
此 基态 非 性 一 ,在 在 简 并 .任意 外 南下 一 1 的 各 各 CSU; 均 为 基态 , 谢 当 选 和 一 
特定 的 而 ,作用 于 区 上 的 SU(2) 规 范 变换 , 当 昌 求 基态 规范 不 变 , 则 必须 变 求 
gg 三 加 ,有 即 要 求 g 为 SU(2) 中 保持 页 不 变 的 迷 向 子 群 U(1), 基态 仅 在 
SUC2) 的 子 群 U(1) 作 用 下 不 变 . 选 定 如 使 虐 范 对 称 性 由 SU(2) 破 缺 为 U(1}), 称 
为 村 称 性 月 发 破 缺 . 

为 求 特定 有 限 能 解 , 常 要 求 (16.138) 式 不 等 式 达 色 饱 和 ,为 此 可 要 求 参数 4 一 
0 ,此 要 求 被 称 为 Prasad-Sommerfield 极限 下 玉 . 当 取 X= 但 极 限 , 能 性 泛 遇 下 可 下 
未 为 


Es(A,$)= 3 [ex IPH + DE DS | 


= 3 H Dg P| (16.141) 
在 此 简单 情况 ,能 训 极 小 值 要 求 场 A,# 满足 Bogomolny'"“ 方 程 
号 : 一 土 | 狐 { 16, 142) 


归 求 场 位 珊 (4A ,名 ) 满 足 (16.139)、(16.140) 边 界 条 件 的 场 方程 (16.142) 的 解 , 为 给 
定 SU(21 杨 -Mills-Higggs 体系 有 限 能 解 , 称 为 Bogomolny-Prasad-Sommerfield 
(BPS) 单 极 解 . 
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对 联 Prasad-Sommerfield 极限 宙 = 似乎 没有 有 星 出 再 要 求 边 办 茶 忻 
(16. 140) .而 这 时 仍 需 要 求 满足 
上 由 xe, r|roo (16. 140a) 
而 当 c 关 0, 可 对 “中 举 标 重新 门 一 (rescaling) ,机 当 于 使 
让 
在 以 加 时 仍 监 求 大 | 1 艺 我 们 到 炒 满 号 边界 条 任 
lim Sup 1 1#l -11=0 (16. 140b) 
的 Bogomolny 方程 (6.142) 的 解 . 它 是 所 编 祈 - Nils-Higgs 体系 的 有 限 能 解 . 
这 里 我 们 注意 .Bogonaolnv 方程 (16.142) 与 4 维 欧 空 无 涛 杨 Mills 体系 的 ( 皮 ) 
自 对 价 方 程 相关 供 , 可 将 (3 , 几 ) 看 成 4 维 规范 志 
WA {1.23) 
则 Hegemelny 方程 相 广 于 { 扩 ) 自 对 偶 方 程 
一 二 


Fe a ‘(16.143) 


在 第 4 三 讨论 的 四 维 欧 空间 中 纯 杨 -Mills-Higgs 体系 的 球 对 称 瞬 子 解 LHPST 解 }， 


与 第 2,3 入 分 析 的 'tHooft 单 极 解 , 彤 式 上 均等 价 于 这 里 分 析 的 BPS 音 极 解 ( 串 甘 i 
triek) ,为 简化 形式 ,版 (16.35) ,(16.36) 式 中 六 = 1,e =], 代 入 (16.20) ,得 


$i 一 多 T = Ceothr - 了 7 = (cothr 一 I) nn:T 


-rT = 一 ( 一 二 和 了 {10.144) 


shr 
二 | 1 _ echr ja Y 了 了) 日 区 
7 


称 为 1Hooft-Polyakov-Prasad-Sommerfield 单 极 . 


3 16.6 ” Seiberg-Witten 单 极 方 程 


上 节 分 忻 规 范 场 与 玻 色 场 回 侣 体系 ,首先 分 析 U(1) 规 范 场 (Maxwell 场 ) 与 复 
线 从 看 合 的 人 inzburg-Landau 体系 , 汉 阴 (16.133) 在 规范 场 昧 与 自 大 全 势 间 引信 
单 参 数 s 族 , 相 当 于 起 导 理 论 中 穿 透 深度 与 相干 长 度 比 的 Ginzburg 参数 ,利用 = 一 
0 极限 分 析 2 维 涡 旋 (vortex) 解 U{]) 对 称 自 发 破 语 的 特点 . 上: 节 最 后 分 析 收 Abet 
规范 场 { 杨 -Mills 场 ) 与 Higgs 场 顶 合 的 Prasad-Sommerfield 极限 A ->0. 斌 究 下 
Abel 规范 理论 对 称 性 日 发 役 缺 ,得 BPS 单 极 解 .本 季 我 们 将 以 下 结 果 作 超 对 称 椎 
让 ,人 寻 究 规范 场 与 无 质 费 米 场 艳 合体 系 . 


$16.6 Seiberg- Written 单 极 方 程 ”483 | : 


Donaldson ”利用 SU(2) 隆 子 解 模 空 间 (modyul 让 研究 光 沸 4 准 流 形 的 微分 结 
移 . 得 到 很 大 成 荔 . 所 得 Donaldson 多 二 式 是 不 依赖 歼 总 度 规 的 微分 辐 肪 涉 空 呈 ， 
1994 年 Seiberg-Witten"! 研究 4 维 黎 曼 流 形 M 上 度 规 的 单 参数 族 18 (>01 ,人 参 
数 :1 起 耦合 常数 作用 . 当 1 很 小 (在 紫外 区 , 称 纶 焕 合 ) .可 计算 [Donalqwn 不 变量 
多 项 式 . 侧 当 上 很 大 (在 红外 区 , 称 强 耦 人 台 ) ,可 得 到 计算 Donaidson 不 党 量 的 新 方 
案 , 得 SW 不 空 量 .这 早 注 意 ,在 紫 侍 区 分 析 的 是 友 自 对 偶 SUI(2}) 联 络 的 模 空 间 ， 
而 在 红 御 区 分 析 的 是 与 记 (1) 规 范 势 构 合 的 Seiberg-WitentAA, 溃 ) 体 系 ,2 分 量 旋 
基 几 与 CD 规 范 场 4 通过 Seiberg-Witten 单 极 方程 耦合 .我 们 企 这 里 先 简短 介 
绍 下 Seibherg-Witten 池 函 及 SW 单 槛 方程 . 我们 知道 , 具 白 旋 的 费 米 场 与 流 形 度 规 
的 生 形 结构 ,与 复 几 们 . 超 对 称 等 密切 相关 , 在 下 章 我 们 将 分 析 规 范 理论 与 复 几 和 何 
联系 , 遇 在 下 瘟 最 后 - 节 我 们 将 再 次 加 全 本 节 分 析 问 是 ,讨论 月 对 偶 单 极 需 范 场 基 
态 太 超时 称 等 相关 问题 

仿 (M.) 为 陛 致 4 维 歼 盟 流 形 ,用 局 堪 自 旋 站 构 


SS (10.145) 
内 (5S 标志 Weyl 施 量 从 S 的 光滑 截面 集合 .Dirac 算 于 
DT=e VS TS) {16. 146) 
其 中 ,i 为 流 形 团 从 Clifford 代数 基底 , 潢 是 
ee te'e, —. 26, (16.147) 


YY 为 {MG | 纪 Levi-Civita 苇 络 的 协 变异 数 算 所 ,e 可 间 乘 积 ”， 为 Ciffonrdj 
各 ,月 重复 指标 求 和 . 
流 形 二 自 旋 竺 构 鬼 整体 存在 可 能 存在 拓扑 障 人 娃 . 人 是 对 4 锥 定 剖 里 钳 歼 冯 


形 ,Spi 结构 必然 他 在 .用 上 标 志 Spin 结构 的 det- 线 大 ,并 用 亡 ， 走 责 会 二 内 
i 上 又 本 联络 入 的 Dirac 算 于 ,AA 为 纯 虑 ,其 曲率 
F = dA = iF, (16. 148) 


Fa 为 2 形式, 其 日 对 倘 部 分 
Fi = (Ft) €A(M) (6. 149) 
下 面 分 析 由 费 米 场 ywE PS ) 与 UU(1) 规 范 场 A 看 人 台 的 Seiberg Wituen 泛 颗 
SW(4 二 | | 


C16. 150} 


且 中 为 CM ,0) 的 标 有 曲率， | 一 ;为 Weyl 从 截面 的 不 变节 米内 积 . 
对 SW 池上 图 变 分 可 得 运动 方程 
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AND 1 Hy+T y= i16.151) 
Fa 1 Fm(v pe = 0 (16.152) 


F 面 (16.151) 式 表明 旋 量 场 满足 与 11) 规 范 势 帮 合 的 井 线 性 Schredinger 方程 . 
且 由 于 
全 一 一 关 d* 点 二 |] 
SF = )(- s dx ICF + FF) 38F, 
故 上 于 列 第 二 个 Euler-Lagrangiam 方程 也 能 写 为 
8F, =— lIm(Viy, ye (16.152a) 
此 式 表 明 旋 量 场 "是 携带 U(1) 荷 的 源 . 
为 了 和 下面 分 析 的 需要 ,我 们 先 计 算 下 列 2 形式 的 异 : 
人 -了 人 e ee C10.153) 
其 中 
s= {s,s )€E TIS)T 
为 手 利 Wevyl 许 量 .注意 到 Spinf WV) 的 诱导 表 术 保 J© 米 度 规 


ke Se 8 ) = sg) 


el {16.154) 
可 证 明 
glee)= (ej err sssy = 一 ee 一 afeivel) 
afelyei) = (el pyr S148) = sls — sls! =— ale,,es) 


alelses) = i(s!s! 


a = ,lale, ,oe )l 
二 2818(5 8 — seo) ti{sls + ssl) (sis — ss )=2 :| {10.155) 
并 利用 在 12 章 给 出 的 Weigenbaick 公式 (12. 146); 


一 的 一 afeyvei) 


| [Ip xl = | Wa | / [| DP, * 1 {16.156) 
可 以 证 明 Seiberg-Witten 汉 央 (6.150) 式 机 表示 为 
SW{A, yw) 一 | [Dl +l FC— 1 ee 
{16.157) 


习题 上 六 485 : 


证 
| 
(155) Fry “一 和 FA 人 e eg,y) 
I 
FF A eo re gp) = Fe er pp) = SF yp) 
再 利用 (46.156) 式 即 证 {16. 157) 式 等 价 于 (16.150) 式 . Dj 


从 16.157) 式 出 发 , 知 S-W 泛 明 的 最 低 可 能 值 踊 求 yy 及 A 满足 上 下列 一 对 一 
阶 微分 方程 组 


Dw 二 0 
1 1 , (16.158) 
| 下， 二 可 多 从， wp Me 


此 即 著 和 名 的 Seiberg-Witten 单 极 方 程 , 它 星 规范 不 变 的 ,但 不 是 共 形 不 变 . (16.158) 的 
介 必 满足 返 动 方程 (16.151) (16.152). 这 里 自 对 个 机制 及 次 发 挥 作 用 ， 
习题 十 六 

]. 对 非 Abel 规范 场 下 =dA 1 有 A 

请 证 明 BDF =0, 并 将 它 用 张 划 形 式 表 达 . 
2. 杨 Nhlls 场 能 动 张 量 党 

9" = 2 FY — 了 a Pp ) 
请 利用 杨 Nilk 上 场 满足 的 运动 方程 及 Bianehi 等 式 证 明 
0 0 

3. 对 SL2) 靓 范 场 , 请 具体 求 出 眶 于 数 记 = 1 的 球 村 称 解 . 
4. 请 分 析 'tHeoft 单 极 解 自 澳 苟 流 分 布 . 


第 十 七 章 ” 规 学 理论 与 复 几 何 


量 了 了 场 论 中 基本 场 主 要 有 贿 类 :物质 场 与 规范 场 .物质 场 是 时 空 上 矢 从 截面 ， 
需 范 场 为 秋 从 上 联络 . 秋 欠 洁 红 维 坐 标 相 应 于 下 旋 与 同 倍 旋 ,后 者 为 粽子 内 部 月 出 
度 ,而 前 者 与 底 空 间 度 规 及 复 结构 有 关 , 量 子 物理 实质 是 复 的 . 场 方程 解 常 与 边 愉 
渐 近 条 件 有 天, 与 折 扑 有 美 .规范 场 常 共 形 不 变 , 为 讨论 场 的 大 范围 性 质 , 常 下 将 时 
室 共 形 紧 致 化 ,将 时 空 复 化 .本 章 用 复 分 析 方法 讨论 规范 理论 ,分 析 其 渐 近 条 件 及 
所 扑 性 质 . 前 两 节 分 析 物 理 时 空 W 与 ! 的 复 化 与 共 形 紧 玫 化 ,$17.3 分 析 复 流 
形 上 人 尘 纯 从 的 特点 . 简单 介绍 层 (shea 站 上 上 同调 这 -- 重 要 工 儿 ,时 空 复 结构 参数 空 
间 常 称 为 Twistor 空间 ,第 4 和 节 介 绍 紧 致 全 空 上 场 方程 介 ( 紧 致 时 空 上 尔 从 载 而 等 
价 类 }) 与 投射 全 wistor 空间 上 全 纯 从 层 上 问 调 类 关系 ,由 投射 Twistor 空间 解 通过 
Radon-Penrose 变换 (包括 洪 纤 维 积分 技术 } 可 得 到 时 襟 [ 场 方 积 解 . 17. 5， 
#17.6 介 绍 规 范 场 论 复 分 析 的 两 种 重要 应 用 : 远 子 解 的 ADHM 组 成 与 单 极 介 的 
ADHMN 组 成 $17.7 介绍 自 对 偶 超 对 称 单 极 ,引信 修正 的 Seiberg-Witten 单 极 方 


$ 17.1 物理 时 空 的 复 化 及 共 形 紧 致 化 


特 吻 相 对 论 将 四 维 时 空 解释 为 由 有 [orentz 度 规 的 Minkowski 空 | 
M , 它 足 其 有 Poincare 运动 群 的 齐 性 裕 间 .男方 面 明 子 场 论 中 也 常 需 分 析 4 维 
Fuclidian 空间 , 记 为 所 , 它 在 四 维 Euclidian 运动 群 的 齐 性 空间 .与 M1! 柑 霸 微 
分 癌 肘 . 
MF C17.1) 
仪 采 用 度 规 不 同 ,在 分 析 时 党 用 uick 作 解 析 延 拓 比 较 它们 的 场 方 各 解 的 相生 关 
大 过 熟悉 下 可 共 形 紧 致 化 为 SA 如 何 共 形 紧 第 化 ? 具 形 结构 与 光 维 结 
构 相 类, 与 复 结构 相 类. 如何 将 EE! 与 M! 复 化 并 上 暴 找 紧 致 化 ? 
此 和 完 分 入 n 维 复 流 形 M 的 闭 复 子 流 形 N 这 -重要 概念 . NCM ,在 侍 意 点 瑟 
SN, 月 部 域 UCM 太 基 局 域 坐标 iw 1?. 如 存在 定义 在 U 上 上 个 全 纯 消 数 
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(2) ‘使得 
NN = ig ELD, to) = Di = 1], ,kk| (17.2} 
日 在 点 q€ NUU. 短 降 [35] 上 最 大 秩 &. 这 时 NN 为 4 = an 大 维 复 流 形 .N 称 M 
的 上 且 余 维 的 财 于 流 肉 . 
太 家 熟 庆 | 
Si) Ee ey -1 
页“ 的 实 了 册子 流 形 . 上 下面 分 析 “的 和子 流 霹 ,例如 
4 = i 
(17.3) 
Nl, — 1 3 lz 一 二 
MM 为 “的 (5 =- 二 维 复 子 流 形 ,但 是 MI 非 紧 M,， 为 “ 的 实 子 流 形 S" ,是 紧 


致 流 形 ,但 不 足 复 流 碟 . 
"的 紧 到 复 子 流 形 只 有 单 点 .与 ”机关 的 最 简单 的 紧 复 流 撒 为 投射 习 间 
("= P= EE A ,AE -0 


{17.4) 
{ ”中 通过 序 点 复线 等 价 类 组成 空间 . 上 HH 每 复线 与 “的 实 子 流 形 3S”' 交 
十 模 册 | 的 点 ,可 莽 模 ] 相国 子 , 妈 
{eS (1) 人 17.4a) 
故人 “为 紧 复 流 形 , 可 出 3 个 于 集 1 Uj7 复 羡 ; 
= [zl (17.5) 


1 i 为 点 .xz | 的 齐 次 华 标 .而 = zz' 为 玫 集 [中 点 的 韭 齐 次 坐标 . 

直面 分 析 MP 与 五 的 复 结构 六 共 形 结构 . 

太 家 加 知 ，” 有 一 个 月 然 复 结构 ,其 点 的 实 坐 标 人 (rr ,yy), 可 用 -个 复 灾 草 : = 
Tix 志 小 .相当 于 对 “ 取 自 然 度 规 , 绕 平 而 “ 正 癌 转 mr2 为 :的 复 灾 换 

” 具有 多 种 复 结构 ,它们 都 与 度 规 及 定向 相 容 . 当 我 们 选 定 某 2 维 击 的 正 交 
寞 出 为 复 结构 , “= -1 可 对 ， 用 转动 群 SO(4) 作 用 会 产生 复 结构 的 此 他 选择 ， 
而 其 中 UU(2)CSOC4) 保 持原 选择 不 朗 , 上 :上 上 复 结构 集合 可 出 障 集 


SUQ) x SU(2) ，。 ， 
EDxsuti 全 S OP (17.6) 


标志 . 即 对 障 集 P' 上 每 点 mn, “有 -- 个 复 结构 . 选 定 复 结构 w 后 ,再 用 两 个 复 变 


SHANU(2) ~ 


dd 第 上 上 章 规范 理论 与 复 儿 何 


量 z' ,zx* 作为 :的 复 坐 标 . 即 对 , 需 用 3 个 复数 (ay ,zi ) 末 标志 其 必 ， 
下 而 分 析 M! 的 共 形 结构 .你 1 度 规 隐 线 性 变换 群 为 Lorentz 群 QO(1.3)， 


磁 理 论 的 Maxwell 方程 具有 比 Poincare 群 更 大 对 称 性 , 即 在 
脱 虑 x 一 3ar,， aE: 


-x 
反 演 : x --> - 一 二 
| x 


小 不 变 ,它们 组 成 具有 15 个 参数 的 共 形 样 (1 ,3) ,可 月 线性 变换 群 口 ! 


重 矫 盖 . 而 Of2.4) 的 单 连 通 普 下 覆盖 祥 为 
SaaS Spin(2,4) 


可 将 AT 中 点 的 誉 标 工 三 Cr ,rr 与 2x2 厄 米 盾 阵 基 底 } 1， 


5 
” x 十 尺 + 一 了 | rt 2 | 
一 六 关 | 让 
VE | i 
detr = 3 | x i2 
在 MT 原点 的 光 锥 上 的 点 称 零 模 矢 是, 其 detx 一 0 


5 


O(1,3) 群 与 平移 群 的 直 积 组 成 Poineare 群 ( 有 10 个 连续 参数 ). 我 们 知道 描写 电 


2.4) 做 2 


{17.7) 


ot A 
= 站 是 


(17.8) 


共 形 变换 不 变 光 锥 , AM” 上 光 锥 集合 组 成 W 的 共 形 结构 ,决定 空 时 的 因果 


性 ,物理 动力 学 必须 维持 此 结构 . 


包含 M' 及 其 共 形 紧 致 化 流 形 M 的 紧 致 复 流 形 上 有 对 称 变 换 群 SL {2,2) 


作用 为 具有 符号 + +…( 号 差 为 零 ) 眶 米 型 $$ 的 四 维 复 流 形 (了 ,由 ) 


0 1 | _ I9 2 
了 一 村 1 们 1 定 六 ) 到 ”| ， $$ ! 
li oo: 


对 每 天 量 2 == (2 ,zx! ,zz?) 万 了 ,可 定义 有 I 米内 和 积 


| 人 | | 


Bl), = (0, zl ,zc 
(I ©) 


~” 
3 
年 了 

= es 二 + oig! 万 ， 
或 选 坐 标 x2* 个 ,ww, 全 7 .其 撕 米 内 和 记 为 


zt) 一 se 人 人 


(7.9) 


(17.10) 


17.,11) 
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保 此 捷 米 度 规 的 各 正 室 挽 称 为 SU( 本 ,8) 二 SU(2,2). 有 此 对 称 群 作 财 的 紧 致 复 空 

问 称 为 复 Grassmann 流 形 G(T)= Cs, 称 为 四 维 时 空 的 共 形 紧 致 复 流 形 , 记 为 
-3 了) (17.12) 

为 4 维 紧 仇 复 流 形 , 可 选 了 中 随 排 失 量 即 (2 关 4) 复 所 阵 作 为 其 齐 次 兴 杯 . 可 选 


(5)=6 个 开 集 : M1| 将 复 蔓 


其 小 于 集 ， 可 选 局 域 坐标 


=a€ | (17.13) 
机 0 ] ， 


开 集 ， 为 仿 射 复 化 冰 空 间 , 表 本 在 碟 穷 远 点 处 无 (无穷 撑 点 处 光 维 ) 被 移 去 


0 | 和 十 2 ~ i2” ， 

二 1 i _ 

2 一 工 (17.14) 
lz™ 0) v2lel liz’ x — x 


(z ,zx ,x ,> ) 称 为 非 齐 次 复 坐 标 .可 泪 在 区 豆 区 怀 齐 次 坐标 转 挽 为 个 纯 灾 挽 , 介 
这 时 诺 注 意 碍 章 次 坐标 过 的 转换 各 括 被 扎 阵 除 ,而 非 简单 被 标量 阶 . 
由 是 于 上 上 所 米 ,为 特殊 的 反 线 性 对 合 . 对 任意 天 季 = 入 了 下， 
{iz) = (2) (17.15) 

为 实 , 因 此 可 按 不 x) 数值 为 正 , 代 、 志 而 将 了 中 矢量 分 为 类 .相应 地 对 了 丁 中 2 
维 面 SS 二 了 也 可 分 为 一 类 ， 

]. 当 对 5 中 所 有 非 零 矢 量 z 和 SS,gs)>0. 称 号 EN, 称 为 正定 面 ， 
2. 当 对 S$ 中 所 有 性 零 矢量 zE S,$(z)<0, 称 SEA , 称 为 负 定 面 . 
3. 当 对 S 中 所 有 估量 zx ES,$(z)=0, 称 SE ,为 迷 咱 面 . 
这 样 果 将 ”= 局 {本 ) 分 解 为 
= ISEQ(T I) SEA': 

— ISEC(T)SEA | (17.16) 
= 1SEt(TISE A 
可 证 群 已 = SLC 了 8) .作用 非 传 递 . 低 对 上 还 一 个 子 空 间 各 和 月 分 别传 递 作 用 ， 
开 集 .与 “为 心 的 开 连 通 轨 道 ,它们 十 含 手 同一 于 和 集 ， 即 全 >=(c) 一 一 : 
i 记 ,为 局 域 坐 杯 , 其 中 了 与 y 拘 为 2x2 正 米 矩 阵 . 仿 六 0 表示 征 库 正定 , 则 


1 。 1 
.= |z= .riv,y0! 
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= {z= .riy, yy .0 


明 它 们 的 财 交 站 SUCT ,的 作用 下 为 连通 于 轨道, 记 为 


M= ?= 1U2= Sx Sz, {17.17) 
M 不 也 含 在 ”的 同一 举 株 上 下 开 集 ,而 
MN ,== iyv=0- M {7.18) 


MM 为 的 实 4 维 了 于 流 形 . 仿 M:= MN ， 为 其 开 集 ,G 一 SUIT 9 作用 Yi 传递 ， 
当 限 制 于 M7 为 县 上 革 形 群 作用 , 夏 称 MM 为 M! 的 共 形 紧 敏 化 . 
投射 空间 与 Cirassmann 流 形 (让 } 均 为 与 十 = “相关 的 紫色 复 流 形 ， 
可 将 天 述 空间 进一步 推广 而 引 大 训 巾 流 形 (flag manifold),( VW= “) 
FO SI SS SC CS, TV (7.19) 
其 路 S$, 为 VW 中 dd 维 子 流 形 , 和 有 H 
1 中 ddmV=N 
前 述 天 TD 一 PT GiT)=E(T) 向 为 1] 请 流 形 的 特例 . 紧 敏 复 流 形 . 其 二 
集 局 域 尚 标 卡 可 用 夭 阵 表达 ,都 局 表 达 为 旗帜 流 形 ,(17,19) 式 引入 的 FF. (VW) 
称 为 + 腻 流 形 , 是 
d= dN dtodd}No od)+-…+(td, dj)tN -d,) 
维 紧 致 复 流 形 让 人 (VWV)= SLEN，) 作 用 下 齐 性 可 传递 ,是 紧 致 齐 性 窜 间 
Fa WSUCNYS(U(d YX x UN 由 (17.20) 
1 放流 形 CD, 妨 :( 本 ) 均 为 对 称 室 韶 , 由 于 不 可 约 龙 米 对 称 宰 间 不 变 五 玉 度 规 仅 
-个 参量 , 故 旗 (7 之 说 流 形 《VY)-- 般 不 是 对称 字 间 ， 
与 4 绯 时 空 相 关 的 三 F(T) 上 与 三 Fj(14 ) 均 为 1 旗 流 形 ,在 它 科 间 晤 引入 对 


席 空 间 


— F(T)= SCSCCTdns = ldins, =2 (17.21) 
dm =dtd-d)+(d did-d)=3+2=5 
利用 要 在 紧 致 复 化 时空 流 形 =6(7) 与 投射 Twister 空 间 = CP' 同 建 并 双 纤 
维 映射 


(17.22) 
Hv 均 为 最 大 秩 满 全 纯 上 映射 .使 得 在 与” 问 存在 对 应 , 称 为 Penrose 对 应 ,为 更 朋 
啡 表示 出 其 对 应 关系 ,可 选 开 集 局 域 坐 标 表 这 , 即 : 在 开 集 ， 选 局 域 举 祝 = -= 


(内 JE 7, 即 
LE | 
在 相应 开 集 ， 选 局 域 坐标 
(zw)E jy ,> PP 
其 四 一 [| 台 和 则 映射 pq: 1， * ， 
nz [er € (17.23) 
利用 此 对 应 关系 .并 注意 钊 投射 ， 的 纤维 为 紧 敏 复 流 形 PP ,在 上 全 纯 处 合生 可 
通过 洪 纤 维 积分 技术 ( 即 Radon-Penrose integral-geomnetric transformauon1 得 到 
[相应 微分 方程 的 介 . 在 本 章 后 一 贡 将 通过 : 些 其 体例 子 分 析 此 问题 . 这 时 我 们 岂 
分 析 王 相应 空间 的 对 称 安 换 群 . 
令 陡 =， 称 为 缠 量 (Twiston) 室 间 , 其 上 村 称 变换 群 为 GLCT)=GL(4， 1 
上 选 定 非 鹤 体积 元 吕 = A1T' , 保 此 体积 元 的 对 称 群 为 
SL TY = SL(4, ) (17.24} 
此 对 称 秤 对 相应 嵌 幅 流 形 ”= FF,{，- 记 2(4)， 二 FF( 了 等 作 几 传递. 
SLI4，) 为 复兴 群 , 亲 具 有 多 种 实 形式 . 


0 了 
当 人 在 二 土 选 定 非 简 并 必 米 型 和 -| ， 1 ,得 保 此 尼 米 型 的 对 称 变 换 群 


SU(T,$) = SLC2 2) (17.25) 


它 丰 物理 赔 时 空 M 的 共 形 群 SC2,4) 的 2 重 履 次 样 ,时 
SU(2,2) ~ Spm(2.,4) (117.25a) 


MAH 的 此 形 紧 致 化 空间 M = 5S' x Sz, 为 其 作用 的 财 连 通 轨 道 . Mf 为 紧 臻 复 访 形 
= 让 :站 的 一 种 实 形式 . 
下 面 我 们 分 析 四 维 欧 空间 天 的 甘 形 紧 致 化 51, 它 也 为 = GG 的 罗 一 种 
实 撒 忒 .可 用 轩 元 数 {为 纪念 其 发 明 人 人 哈密 顿 ) 求 分 析 , 其 任意 元 数 gE 证 表 水 
为 


gr {jr lkr ,rE 
= ki 
上 正如 总 二 Pi 二 ,类似 
S'~ Pl ( ’) {1]7.26) 
jh 
PE 
二 . 0-= PP 
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称 为 四 少数 投射 守则 ，( “)? 可 用 上 晤 个 伴 标 十 覆 闵 ,每 个 开 集 微分 同 肛 于 一， 
入 荐 区 由 单位 四 元 数 微 分 同 及 分 接 , (见习 蜗 ) 

复数 可 在 成 由 中 1,i 生成 的 子 域 , 则 - ,其 掺 素 g€ 可 记 为 s! + zj， 
= .zx .类 位 


! 其 元 素 ( = (z+ zjz :rj) (17.27) 
坝 在 分 析 复 投射 空间 
(= 7 
为 通过 “ 空间 康 必 的 复线 集合 .注意 四 元 数 每 一 个 自 出 度 .相当 于 上 旺 个 复 白 由 度 ， 
一 个 册 元 数 投射 线 含有 及 二 S? 个 复 投射 线 , 即 存在 下 述 纤 绯 拓 结 尽 
站 一 ~ ), Pp Sp(2) 


UY x Sp(l) 


= XX Sp 7 28 


1 + 3 lL S31) 
TD 


正 乘 可 诱导 了 = “中 反 全 纯 蛮 换 =; 
fg 

此 聘 射 诱导 = P’ 中 共 帆 变 的 
og; > ， oo =| {17.30) 
但 这 与 通常 标准 的 具 二 映射 二 一 不 同 .标准 共 久 映射 在 | 上 有 辕 定 点 ,而 上 晃 射 a 
在 中 无 国定 点 .但 在 o 作用 上 有 不 变 的 复 投 射线 , 称 为 " 实 线 ", 即 可 保持 (17.28) 

式 的 纤维 化 . 
当 在 醋 一 “中 选 定 由 “的 由 元 数 结构 诱导 的 共 帕 映射 (17 .29) 

ar = {17.31) 


一 [7.29) 


保 圭 (了 ,=) 的 对 称 宏 换 群 
SUIT.a) ~ SL(2, ) ~ Spin(!,5) C17.32) 
S 是 SU{T,a) 对 = G(T 作用 的 闭 连 通 罗 道 ,存在 5:! 到 的 自然 谋 人 ,如 下 
Ta 1 ) 
iat) 
Ha An 
【了 了 ) 全 个 了) 
pe + 
HP = 8S! MS x SY .. (17.33) 
为 5 与 MM 的 不 同形 式 的 复 化 .5:1 与 M 各 自 为 SLC2，) 与 SU(2 ,2 作用 的 闭 


17.2 Plucker 肌 射 与 Klew 一 次 型 紧 伊 复 化 时 全 上 光 雏 结 构 :493 本 


轨道 .而 引 .12，) 5 SLC2,2) 是 复 李 群 S.44，) 的 不 同 实 堪 式 . 
当 M 为 复 流 形 NN 的 可 微 子 流 形 ,7 为 作用 于 N 的 实 切 内 tN) 上 的 近 复 结 
构 . 如 MCN 满 电 


TM NSTIM) = 0 (17.34) 
则 称 M 为 N 的 全 实 (rotally rcal} 于 流 形 .例如 ,在 复 流 形 上 任意 实 昌 线 均 为 全 
实 子 流 形 .可 以 证 明 ,S 与 M 均 为 中 全 实 子 流 形 . 当 我 们 对 中 开 集 ， 取 局 域 
坐标 {z ,zz 如 (17.14) 式 所 示 . 划 邻 一 .* 十 i, 则 实 阅 空间 
MI=MN i-iz€E yw -y=y w=0 
I 
下 门人 (17.35) 
M7 与" 局 域 微分 同 且 ,在场 论 中 分 析 易 的 局 域 性 质 时 ,MP 与 向 场 沦 常 避 采 
用 i- trick!( 将 1…*iz ) 将 两 种 场 论 中 方程 相互 对 应 ,这 种 有 映射 仪 为 局 域 微分 河 肪 ,但 
不 能 扩大 人 到 整体 太 范 围 性 质 , 内 为 Mf 与 5S 者 拓扑 性 质 完全 不 同 . 
{17.22) 式 表示 的 Penrose 对 讶 表明 ,在 (TT) 上 全 纯 从 ,通过 对 应 宝 间 
了 由 丰满 窟 映射 的 六 关上 且 射 CRadon 一 DBenrose 变换 ) ,可 得 到 ”上 微分 方 
程 的 解 .(17.33) 式 进步 表 明 , 当 限制 到 它们 的 各 种 实 形 式 时 出 可 得 到 柑 应 的 对 
应 , 下面 我 们 将 更 个 细 分 析 这 些 问 题 ， 


8 17.2 Plucker 映射 与 Klein 二 次 型 
紧 致 复 化 时 空 “上 光 锥 结构 


本 革 我 们 再 对 上 节 分 析 的 一些 紧 复 流 形 特 点 作 认 真 分析, 使 我 们 对 Penrosc 
站 诺 有 玩 语 晰 焉 解 ， 

投射 宇 间 P* -种 地 篇 昔 的 紧 复 流 形 , 它 及 有 很 好 性 质 :是 紧 臻 Kahler 流 
形 .用 十 齐 交 多项式 零点 办 这 可 诗 出 P” 的 团子 流 形 

NE 
其 中 已 (z wz ) 为 {z" 1 的 7 阶 齐 次 多 项 式 . 所 得 闭 子 流 形 N 称 为 投射 代数 流 
形 ,或 称 代数 艇 (algcbraic variety) .注意 并 非 所 有 紧 复 流 形 均 能 秘 人 .后 作为 其 了 
流 形 ,在 在 
Kodaira 檬 入 定理 ” 紧 复 流 形 为 投 币 代数 策 的 必 充 条 件 是 ; 它 有 有 一 闭 止 定 (1,1) 珊 
2 形成 mw, 其 | 同调 类 [多 i: 属 二 有 理 上 了 同 凋 类 
[uJ]€E HM, ) (17. 36) 

或 调 滋 以 若干 人 箭 同 使 四] EM，)， 


494 第 二 七 章 规范 理论 3 复 儿 何 


对 一 般 Grassmann 流 形 CC) ,党 可 将 它 和 能 人 在 【至 呈 ?中 为 其 代数- 于 流 形 ， 
称 为 Packer 映射 
站 一 (CAMW) (17.37) 
其 中 AV 代表 维 身 量 空间 VW 的 有 浴 外 寞 .如 VW 有 基 靖 ie 14, 则 AY 有 基底 
ee 全 i 


A 为 ) 维 向 量 空间 . 


在 19 捞 纪 Klein 曾 研 究 dm -4 时 情况 .用 了 =- “代表 四 维 复 向 生 空 间 ， 
dim .£1)=2t4 2 二 


diny CAT) 一 人 1 -5 


关门 入 大 在 【4 了 了 ) 中 有 作 维 1.KIcin 用 对 称 2 次 型 约束 来 定义 Pliicker 有 贞 
射 
BH: (TT (A:T) 
其 映 暑 像 (y= (wy EE 
QO = |€ PvyAv= 人 0 (17.38) 
称 为 Klein 一 次 型 ,是 复 4 维 紧 致 代数 流 撒 .而 = ;,({ 丁 ) 与 Q, 复 解 析 等 价 . 
Klein -二 次 型 看 以 作为 投射 实 间 【站 中 两 不 同 点 | >] 与 [we 1 问 连 线 举 栋 
RE er {17.39) 
这 怠 个 齐 次 坐标 满足 平方 约束 
yp = 人 0 [17.40) 
芭 (”) 组 成 4x4 反 对 称 方 陈 , 此 方 阵 为 其 法 醒 式 (PaffC ,相当 本 dat) 的 
方 要 .为 CA 了 i 齐 洪 从 标的 对 称 疯 线性 形式 . 
用 一 (yA 丁 ) 的 齐 次 坐标 ,用 
dl) 一 ~ EE (17.41) 


站 


表示 选 定 的 对 称 形 双 线性 形式 ， 要 求 非 简 并 ， 最 dett es 天 0 而 Klein 流 形 
Q=Q -ye€E Pogyy =:0C PP 


mT 


Q= iv 和 = 人 CC (17.42) 
为 晶 重 fone over 中 
外 在 点 p=|a ,一 ,a j] 的 切 平 而 认为 了,{Q@), 可 在 P” 中 完备 化 为 


17 2 Blucker 股 射 与 KKlein 一 次 型 监 致 复 化 时 宇和 光 锥 站 构 * 4693 : 


了 和 站 TY pi = Vg ey 二 人 ‘17.43} 


将 它 记 为 KKlem 流 形 总 上 切 半 面 . 
上 节 曾 指出 ,时空 共 雍 紧 流 形 S 与 M 均 为 = ,;{ 本 的 全 实 子 流 撒 .而 存 
在 Pliieker 腕 射 
royle pyAy=0 (17.44) 


注意 到 双 线性 映射 
AIT xA TT- A TT 
Wn oA tw, nr 【17.4S1 
其 中 = zi 入 zy 太太 2 为 A 下 上 玉 则 4 形式 .此 双 线 性 形式 非 简 并 .使 42 工 
与 (A 全 )“ 同 构 ,使 在 A: 醋 补 间 定义 有 对 称 权 线 性 内 积 . 
(4 了 中: - 维 线 一 般 交 其 4 维 子 流 形 Q@; 于 孤立 点 ,而 (4 了) 中 有 这 样 - 
种 线 它 完全 会 于 Q@, 中 , 称 为 零 模 线 ， 上 如 有 切 矢 
XET( }~ TQ,) (17.46) 
如 < 切 上 人 上 零 模 线 , 则 称 X 为 零 模 久 量 . 二 是 通过 对 【4 人 的 Pliicker 县 
给 . 上 每 点 零 模 锥 (ceonc of null jines) 结 构 . 在 流 形 ”上 每 点 切 空 间 王 由 对 称 -: 
次 型 定义 的 零 模 儿 , 称 为 光 锥 , 它 决 定 了 波形 的 共 形 结构 .决定 了 时 空 流 培 动 方 学 
万 程 所 必须 满足 的 因果 律 . 
例 17.1 分 析 M* = MN ,上 的 零 模 锋 结构 . 设 在 开 集 ，, 选 坐标 z= 


,ll 1 


| 并 次 人 标 为 


[is 1, | 万 I 
作 Plicker 凡人 


得 
Liz A Lizsfs| = 7 - detz, — izt ir, ia,iz ,| E PAT) 
【17.47) 
在 则 ”原点 的 索 模 锥 
AQM = yy = 0 (17.48) 
即 在 康 点 等 模 锥 满足 条 件 
No= 1y = 0 jv = detZi 
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dett 2 ) 一 站 (17.49) 
当 限 制 在 实 MP 空间 , 即 为 
detf - Cryo or) Cri) :=D {17. S50) 


$17.3 ” 复 流 形 上 个 纯 从 ”结构 层 与 层 上 同 证 


复 流 式 上 全 纯 矢 从 ,与 通常 实 光 油 流 形 上 天然 有 很 大 不 同 . 实 光 清流 乡 片 复 谊 
的 开 集 交合 区 各 点 相互 光滑 地 回 脏 烙 结 ,日 整个 流 形 开 复 盖 间 存在 单 伺 本 分 . 放 复 
流 形 各 片 集 问 足 由 小 网 盘 用 全 纯 力 数 粘 结 起 来 ,整个 流 形 开 复 盖 不 存在 全 纯 单 位 
配 分 .通常 光滑 流 形 二 纤维 从 截 而 是 流 拒 M 各 点 x M 凤 该 点 纤维 的 光 漆 映射 . 
排 广 证 复 流 形 上 ,讨论 的 是 各 开 集 上 结构 层 的 截面 , 屋 体 现 局 域 几 何 信 息 , 屋 上 同 
洞 讨论 由 局 域 全 纯 解 析 延 护 得 到 整体 信息 , 常 可 通过 层 上 问 凋 得 到 整体 不 安妮 . 
为 简单 起 见 ,我 们 完 讨论 复 流 形 上 全 纯 线 从 , 即 复 流 形 M 上 全 纯 函 数 


/: Me (17.51) 
全 纯 消 数 为 有 界 函 数 , 雹 极点 .但 注意 ,由 熟知 的 复 变星 数 小 值 定理 惹 : 紧 复 流 撒 上 上 


整体 企 纯 田 数 必 为 常数 . 为 得 到 流 形 更 多 信息 ,而 分 析 渡 形 上 存在 枢 点 的 亚 纯 函 
数 . 设 点 了 为 晴 数 f(z) 的 极点 , 即 存 点 fF{p) 值 光 界 ,但 如 有 可能 找到 整数 上 闫 
0. 使 (z 一 六 站 2 有 界 , 这 时 称 梧 点 记 为 A>) 的 极点 , 自 最 小 的 这 种 依 称 为 此 
极点 的 阶 ,而 当 对 男 数 乘 以 (> pp)* 后, 可 使 点 成 为 可 去 奇 点 , 当 我 们 将 全 纯 映 
射 517.51) 痢 黎民 款 S = “U1so| 代 赫 复 平面 . 即 为 全 纯 映 时 了 
ff: MM ro Lionl {17.52) 
广 为 条 十 亚 纯 有 两 数 (meromarphie funection) ,这 时 极点 与 汰 点 性 质 等 价 . 
复 变 国 数论 中 熟知 , 炎 纯 丽 数 最 基本 性 质 足 Mittag-Leffler 定 建 .对 复 平 而 上 
亚 纯 国 数 上 门 z) ,其 极点 是 孤立 的 ,离散 的 .由 于 复 平 面 非 紧 , 棚 点 集合 不 : 定 有 
限 但 必 为 可 数 . 设 上 sz) 在 点 户 为 下 0 阶 极点 , 则 必 可 局 域 老 示 为 
zz pt tk&, > DD) | (17.53) 
其 中 (2) 在 p 附近 全 纯 , 生 gtp,)0, 可 将 gg 人 2) 在 点 p 作 Tayler 展 于 ,代入 -上 
式 得 在 pp 点 处 Laurent 上 席 计 式 : 


一 人 - | + | 
(zo pp 2—b, 
具 中 1 户 ) 的 负 苦 项 称 为 Fz) 在 点 p, 处 主 部 


fliz) 


tugtatz2— pti {17.34) 


Hr - 


$$ 17.3 复 镶 形 上 上 全 纯 共 ”结构 层 与 层 |. 同 凋 497 ， 


= ; -人 rt (17.55) 
一 轧 面 ,根据 极点 分 布 及 其 主 部 特点 ,of 复制 共有 上 述 性 质 的 烛 纯 函数 ,此 即 大 
家 熟知 的 经 典 Mittag-Leffler 定理 ;已 给 任意 离散 点 列 |p, | 及 其 相应 十 部 11, 必 
仓 存 在 整个 复 半 和 面 上 亚 纯 莉 数 ,以 | p, | 为 极点 ,以 ”为 在 户 处 之 主 部 . 

当 析 紧 复 流 形 上 提出 Mitrag-Leffler 问题 时 , 需 注意 , 主 部 概念 依赖 于 局 域 从 
标 ,H 流 上 懂 上 半 纯 晒 数 极点 与 零点 地 位 等 价 , 迪 同等 分 析 . 当 半 纯 函 数 f(z) 在 点 
b, 具 k, 申 夫 点 (或 当 上 为 负 穆 数 时 ,为 极点 ) ,在 相对 紧 集 U, 有 有 有 限 个 这 种 点 询 
pi, 则 清 数 


i 


filz)= [| x- ph, k,E€ (17.56) 
由 


ei 
为 在 U 内 有 所 给 零点 及 极点 的 有 理 汕 数 , 而 由 经 典 Mittag-Leffler 定理 ,可 以 证 明 
在 复 流 形 上 人 存在 上 共有 所 给 零点 及 极点 的 整体 半 纯 丙 数 . 下面 我 们 将 举例 党 明 此 问 
题 . 先 介 绍 几 个 术语 . 
今 了 为 复 流 形 M 上 半 纯 冰 数 ,在 p 点 具有 重 零点 { 或 极点 ) , 则 称 


D= kp,=(7) {17.57) 
为 半 纯 负数 的 因子 (divisor) ,月 称 
deg( 门 ) = Yk, (17.58) 


为 因子 D 的 阶 . 
下 向 分 析 紧 复 流 形 上 全 纯 线 从 上 L 一 >M ,表明 与 各 开 集 半 纯 铺 数 因子 问 关系 . 
例 17.2 设 1U, :为 复 流 形 M 的 开 徐 盖 ,与 f; 为 在 交 秋 区 UU 站 Us 有 相同 零点 
忆 极 点 的 半 纯 函数 , 故 £1F, 在 交 交 区 非 奇异 及 非 零 . 即 由 半 纯 函数 因子 { 广 ) 可 决 
定 全 纯 线 从 ,使 在 交 秋 区 转换 函数 
gw = ffi:U, NN Us *GL, )= -10i (17. 59) 
且 满 足 相 穿 条 件 : 
By Bs gm = id. (17.60) 
可 以 证 明 ,在 整个 流 形 M 上 存在 整体 半 纯 函数 六 ,使 ff/, 在 U， 上 韭 奇异 非 零 , 即 
在 崇 致 复 流 形 M 上 存在 全 纯 线 从 1 一 >M. 今 ;与 为 此 全 纯 线 从 的 半 纯 戴 面 ， 
它们 因子 为 D, 与 DD， 
广 必 为 半 纯 明 数 , 其 因子 " 
(1) = D-DD,, dg(f)=0 {17.61) 
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此 线 从 在 交 委 区 转换 也 数 全 纯 . 以 上 分 析 表 明 休 纯 线 从 工 与 因子 等 价 类 [Dj1 -1 
对 应 . 
例 17.3 投射 定 间 上 起 平面 从 一 .PP". 

H= 12 ,2 |€ oY | > = 0 (an ie 和 


{17.62) 
对 _P"” 上 开 集 ,x 关 0, 可 引入 因子 
其 等 点 集 即 原来 超 平 耐量 的 零点 集 ,于 是 得 全 纯 线 从 日 产 ,在 交 炙 区 UU 门 局 ,， 
转换 吨 数 


Eag = 大 二 5 (17.63) 


例 17.4 投射 空间 上 普 适 自然 线 从 二 一 产 .， 
其 转换 函数 


二 在 UN 站 UU, 区 


与 (17.63) 比 较 知 1~~H* = 下 '. 
由 以 上 分 析 看 出 ,分 析 复 流 形 上 全 纯 从 , 需 分 析 开 集 交 从 区 上 截 而 转换 函数 ， 
要 求 它们 为 全 纯 , 则 需 分 析 开 和 集 上 全 纯 结 梅 刁 . 
在 第 八 章 曾 分 析 以 Abel 群 G( ,. ，,.…) 为 系数 的 流 形 M 的 上 同调 群 
有 《MG) ,本 市 将 进一步 将 Abel 群 G 推广 为 与 流 形 开 集 U 相关 的 代数 对 象 , 例 
如 所 U) 为 上 二 所 有 全 纯 明 数 空间 (全 纯 冰 数 环 ) ,在 这 些 开 集 局 域 系 数 整 坏 间 征 
此 有 关 . 例 如 开 集 V 志 上 ,存在 自然 的 腿 制 映 射 ， 
rit (Uo (Vv) 
与 此 类 似 可 讨论 各 种 结构 嗓 . 下面 先 介 绍 预 层 (presheaf) 与 层 (sheaf) 芍 定义 ,举例 
说 明 . 然 后 介绍 层 上 同调 (sheaf cohomology) , 它 是 分 析 全 纯 从 的 重要 工具 . 
定义 17.1 令 M 为 拓扑 空间 ,AM 上 环 的 预 层 (presheaf of rings)S 是 对 M 上 开 集 
族 1 Li 有 一 环 的 分 布 
SS:OD—— 5S( i} 
具有 性 质 : 如 开 集 VCUCM, 则 存在 限制 同 态 映 射 
ri: S{(U)—* S(V) {17.64) 
上 只 有 性 质 : 对 开 集 WCVCU 


了 


和 17.,3 复 流 形 上 全 纯 从 ”结构 慑 与 层 上 间 调 可 499 ， 


A rid {17.65) 
这 里 注意 ,我 们 可 讨论 坏 的 孔 层 ,或 讨论 坏 上 模 的 预 层 (presheaf of modules over 
rings) ,或 代数 预 居 (presheaf of algebras),…., 凤 预 层 是 一 族 相 同类 型 的 代数 对 和 象 ， 
以 MM 的 开 集 为 参数 .而 纤维 从 下 > 对 是 以 MM 上 点 为 参数 的 儿 何 对 每. 
定义 17.2” 当 对 流 形 M 上 各 开 子 集 集合 : 

DU = UU 

预 层 S(O 与 Stn) 间 还 满足 如 下 两 条 件 , 则 称 该 预 层 为 层 : 
(如 5.ES(U)， UN U0 
当 对 所 有 i,j， 


no (5s) = rene fs 


则 看 在 
YE SLL), 使 ri (5) = 对 有 所 有 i 均 对 . (17.66} 
(2) 如 ESsStL) 满足 对 所 有 Lr, 
= 117.67) 


此 条 表明 ,在 较 大 开 集 U 上 的 层 资 料 ,J 被 它 的 局 域 资料 惟一 确定 .而 笨 件 (1) 表 
明 , 局 域 资 料 可 粘 结 起 来 得 到 整体 资料 . 
例 17.5 AM 为 光 清 流 形 

s 二 JetL 三 开 集 已 上 光 潮 琐 数 层 | 

et)= le(U,E)= 和 从 EM 的 光 消 截面 集 人 台 | 
例 17.6 令 M 为 复 流 形 

二 17{ U0) 寺 豁 此 UL | 全 纯 随 数 层 ; 

人 一 10Q*tU) 二 开 集 U 上 全 纯 P 形 式 集 介 

人 二 HU,E) 三 矢 从 FEF 一 M 的 全 纯 截 面 集合 | 
以 上 各 预 层 均 为 层 ， 
例 17.7 令 虽 (U) 为 复 平面 -的 开 集 [I 上 有 和 界 全 纯 函 数 预 层 , 易 让 此 预 层 不 是 
层 . 

总 之 ,通常 纤维 从 理论 分 析 流 形 上 各 点 xzE M 上 纤维 的 光滑 截面 ,而 推广 到 
复 流 形 上 ,讨论 的 是 在 各 开 集 UCM 上 层 的 截面 , 层 体现 开 集 局 域 信 息 , 层 上 同调 
(例如 取 值 全 纯 截 面 的 上 同调 厅 ” (CMRE 7) 允许 由 局 域 得 到 整体 信和 以 ， 

通常 讨论 层 上 同调 有 两 种 方案 ， -种 起 通过 层 的 分 和解 系 列 (resolution of sheav- 
es) ,一 种 是 通过 Cech 理论 ,这 是 -种 依赖 流 形 M4 的 开 复 盖 的 组 合理 论 . 正如 我 们 
在 813.s 的 讨论 , 仅 现 在 注意 各 交 香 区 转换 函数 应 为 全 纯 函 数 ,再 通过 履 盖 加 细 
( 层 的 眼 制 同 态 ) 并 取 极 限 得 到 整个 流 形 的 上 同调 , 因 篇 幅 有 限 不 可 能 仔细 分 析 . 请 
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参看 [WwW | 第 3 章 . 
$8 17.4 ”Radon-Penrose 变换 


在 号 17.1 曾 介绍 Penrose 对 应 (17.22) ,下 以 证 明 ,在 投射 维 量 空间 (了 ) 上 全 
纯 从 ,通过 发 纤 维 对 应 Penrese 变换 ,可 得 刘 物 惠 复 化 空间 上 微分 方程 解 . 此 其 是 
无 质量 场 方程 .月 旋 场 方程 ,具有 共 形 不 变性 ,利用 Penrose 变换 更 为 有 效 . 通常 
Penrose 变换 为 积分 变 措 ,是 经 典 Radon 变 损 的 推广 , 故 又 称 为 Radon-Penrose 变 
换 . 为 分 析 工场 方程 与 【T) 上 全 站 从 间 的 对 应 ,首先 将 4 维 岗 空 时 的 点 坐标 
=ftrarlrr 如 (17.8) 式 写成 等 价 的 旋 量 指标 (rz ) 形 式 ， 所 名 钵 4 为 
实 , 等 和 价 于 算 阵 (2 ) 为 厄 米 和 矩阵 . 为 得 复 化 闵 空 时 ,人 允许 x 为 蓝 数 _ 则 相应 
村 | s”) 如 (17.14) 式 不 再 为 所 米 矩 性 . 
投射 纺 量 空间 (下) 为 一 维 复 捞 射 空间 .出 Penrose 记号 ,其 点 的 齐 次 尘 标 记 


[oo wl, rn Tr | =- | (17.68) 
与 间 基 本 对 应 关系 如 017.23) 式 , 即 由 下 述 上 方程 给 
Ww rr (17.69) 
当空 间 点 g€ ”固定 , 即 上 方程 中 .x 固定 ,由 上 方程 的 解 (w' ,x ) ,得 相应 
于 在 空间 的 对 应 对 象 9 二 (TT). 可 令 x 慑 任意 值 ,而 w= iz, 即 与 点 g 对 
应 的 解 空间 为 2 维 复 平 面 ,注意 到 投射 空间 ( 工 ) 的 齐 次 坐标 有 等 价 关系 
(ao ar ~ 【au ma ] 
抽 去 此 比例 关系 , 知 5 对 应 下 1 维 投射 空间 Ps S:. 即 点 gE 对 应 于 投射 缠 昌 
字 间 (了) 中 黎明 球面 /二 了 
gE 一 ~ 人 二 (7) (17.70) 

为 黎 曼 球面 , 当 点 9 为 实 点 xz, 即 Cr 为 扩 米 ,这 时 对 应 的 黎 曼 球面 /,， 的 齐 

次 坐标 Cw sa ) 满 足 
wn il osr = (17.71) 
即 相应 投射 线 1 属于 投射 零 模 缠 量 空间 . 

另 -方面 ,在 投射 盖 量 空间 【 工 ) 中 选 定点 p€ 《本 ), 即 在 (17.69) 式 路 同 定 
坐标 [wo ,rs (可 菱 比 例 ) , 解 x ,得 到 空间 中 对 应 对 象 Pe .可 设 r， ZO0,P 
相当 于 中 复 2 维 而 2, ,其 切 矢 其 形式 8 = x ,此 一 维 面 >, 称 & 出, 为 月 对 
侦 件 零 甸 ttotally null plane) ,其 任 两 切 矢 ,vw 正 交 ,HF=wAv= ul- uti 
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满足 
蕊 -由 JE 一 i 【7.72) 


为 自 对 偶 双 矢 , 好 
PE (TT} 一 > 了 ,二 ,为 自 对 侦 堆 面 (17.73) 
进步 如 点 疡 的 弃 次 尝 祭 om] 满足 117.71) 式 , 则 对 应 解 为 实 闵 空 时 中 零 测 
地 线 . 
利用 Penrose 对 应 ,可 以 证 明 在 和 


.一 oj 人 中 
(Ge Hy oy Gm) 0 .1) 


的 实 和 解析 和 解 , 吕 用 问 路 积分 来 表达 . 即 首 先 在 (站) 空间 选 复 解 析 汕 数 jo ,x )， 
满足 


让 Mr } = A wm’ A,) (17.75) 
即 为 站) 鹤 间 上 的 -2 阶 齐 性 隧 数 .第 二 步 通 过 双 纤 维 对 应 (22) ,将 它 拖 到 对 应 
宝 间 .而 蚜 数 ftw ,x ) 移 拖 问 为 


RE NA) flirTir ,ra ) 
第 一 步 是 沿 纤维 积分 ,有 即将 x 自 出 度 积 折 得 
mtx ) = 去 下 中 人 ,A IAT 【173.76) 


其 中 Ax 为 纤维 上 止 风 全 纯 1 形式 , 设 3 国定 ,在 对 应 7 二 P' 上 选择 改 开 了 的 
奇 点 的 - 维 同 路 > 进行 积分 , 易 验 证 所 得 cf) 满足 

=0 
例 17.8 在 投射 缠 量 空间 【三 选 明 数 


f(a") 一 ,让 - (17.77) 
iL $= Ry lA NR- dr” = 一 dt ,加 
Ee ” _ dt | 
$7 = -zl (rmt 1 rl yt re Fl ) (]7.78) 


其 中 Wl 赂 分 开 被 积 电 数 的 岗 个 单 极点 ,积分 沁 巾 极点 之 一 的 留 数 到 信 得 
-1 
F(t) = 7 (17.79) 


此 为 波动 方程 的 基本 解 ,基点 在 原点 x* =0, 可 和 将 (17.77) 式 进一步 推广 给 出 站 点 
x 的 基本 解 
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{17.80) 


加 
[re 一 和 
此 为 在 加 空 时 中 波 算 子 门 的 Green 肯 数 . 
下 而 肯 简 单 分 析 如 何 利用 Penrose 对 应 ,从 (了 空间 上 他 纯 成 得 到 ， 空 间 上 
及 自 对 偶 杨 -Mills 方程 (ASDYM 方程 ) 的 解 . 有 两 种 方案 讨论 ASDYM 方程 
*# Fy = Fy 


ws = 


与 《本 ) 空 间 上 全 纯 矢 从 间 关 系 : -种 是 用 双 纤 维 对 应 : -< 守 ” 一 > .. 另 . -种 是 用 
单 纤维 对 应 :+S1. 本 节 先 分 析 前 方案 ， 下 节 讨 论 后 者 . 

首先 将 4 维 欧 空间 FE’ 复 化 ,讨论 在 . 空间 上 复 化 规范 场 , 具 规 范 群 GL(n， 

) ,满足 及 自 对 倡 方程 : 
* FPF, =-F, 
令 LC 为 中 开 集 ,D. 为 含 规范 势 的 联络 算 子 , 下, 为 相应 规范 场 . 注意 到 
SD 一 2 形式 与 ASI) .2 形式 相互 正 交 , 故 规范 场 ,为 ASD 上 场 的 必 充 条 件 为 将 它 
限制 到 与 相交 的 SD 和 商 三 时 为 零 . 即 对 切 于 SD 硬 王 的 所 有 舌 量 ze ,uv ， 
tm = (17.81) 

这 时 限制 到 局 介 污 圭 的 联络 六 10.n;: 为 可 积 

全 为 与 1 对 应 的 〈T) 中 开 集 ,其 点 p 二 上 的 Penrose 对 应 瑟 , 机 应 于 与 局 
相 父 的 SD 面 , 另 一 方面 与 点 gwE M 对 应 的 :(T) 中 投射 线 / 已- ,存在 下 述 定理 : 
定理 17,1 在 下 述 两 种 场 闻 在 在 1 一 1 对应: 
1 UU 下 反 自 对 侦 GI(n，} 规 范 场 VV， 
Ci) U 上 全 纯 na 秩 矢 从 已 ,月 将 下 限制 到 7 (ge U)C DO 时 为 平庸 (17.82) 

天 于 此 伦理 的 证 明 见 i 站 WW P.374 ~381. 

这 里 仪 注意 ( 1) 为 具有 联络 的 失 从 ,而 男 一 方面 (i ) 仅 为 全 纯 拓 从 ,没有 联 
络 ,所 有 U 上 规范 场 联络 的 信息 , 均 体现 在 UU 上 矢 从 下 的 全 纯 结 构 上 . 

进一步 可 将 规范 群 GL(w%,.) 约 化 到 其 子 焙 SL{ wn，) ,或 进一步 约 化 到 
SU{ xD, 当 将 规范 群 约 化 到 其 实 形式 SU{ i) 时 , 常 需 限制 规范 场 到 、， 的 实 子 集 . 例 
好 S” 上 ,这 是 因为 紧 复 流 形 上 全 纯 函 数 除 常 值 外 不 能 取 实 值 .存在 下 述 年 理 
定理 17.2 在 下 述 两 种 场 间 存在 1- 1 对 应 : 
(1) UC-S 荆 反 上 月 对 偶 SU(n) 规 范 场 . 
(2) UC (T) 上 全 纯 n 秘 朱 从 ,及 满足 

{a) FE 1 正良 ,对 所 有 EdetE 平庸 ; 

(b) EE 允许 存在 止 实 形式 . (17. 83) 
此 定理 的 证 明 请 参看 [WW 1 $8.1. 对 这 类 问题 , 常 可 采用 单 纤维 图 像 :~S! 来 分 
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析 . 我 们 将 在 下 节 分 析 此 问题 ， 
$17.5 多 瞬 子 (instantons) 的 ADHM 组 成 


在 介绍 瞬 子 的 ADHM 组 成 前 ,我 们 先 对 和 如何 组 成 矢 从 上 联络 ,及 如 和 何 组 成 4 

维 时 空 流 形 上 反 扎 对偶 (AS1D) 联 络 这 两 问题 作 一 般 的 几何 分 析 , 然 后 再 用 ADHM 
方案 组 成 5 上 瞬 子 解 . 

大 家 器 若 , 贞 有 黎 曼 度 规 的 流 形 M 可 绕 人 到 高 维 欧 空间 ,由 遍 维 平 度 规 诱导 

组 成 流 形 M 上 度 规 .对 流 形 矢 从 上 联络 也 可 用 类 似 方法 组 成 .下面 分 析 流 形 M 

上 秩 矢 从 巨 一 >M ,在 点 xE M 上 纤维 FE, ~.". 为 分 析 其 截面 (EF) 相对 底 流 

形 协 变 导 数 Y, ,首先 将 矢 从 下 艇 人 在 M 上 平 唐 从 Mx.“ ,每 纤维 FF, 一 “ 帕 人 在 

“(N>n) ,此 檬 人 随 点 x 连续 可 微 地 变化 . 矢 从 截面 P(E)= 1 F(x )1 是 取 值 E， 

的 函数 ,通过 舱 人 而 看 成 是 到 值 在 :“ 的 M 上 光滑 遇 数 ,将 它 相 对 底 流 形 坐 标 取 

偏 导 数 3. 时 ,所 得 值 一 般 不 再 取 值 在 子 空间 玉 ， 上 . 令 pp 为 :* 到 天 ,一 -" 的 线 


Pp,: “—FE,, P=p, {17.84) 

Wf = Pa,f (17,85) 

可 得 天 外 上 截面 的 协 变 导 数 . 一 般 由 十 式 导出 GL(n ，…) 联 络 . 当 进 -一 步 对 矢 从 

E 以 附加 结构 ,例如 纤维 三 具有 勾 正 度 规 厄 米 庆 规 或 四 元 数 结构 ,……: 来 固定 

FE, 中 内 积 , 用 保 这 种 结构 的 正 交 投射 ,可 相应 得 到 O(n Utmi(n=2n) .SP 
(n=47) ,ee 联络 ， 

对 矢 从 下 选 定 规范 , 即 选 定 线性 映射 
Wi {17.86) 


其 像 恰 为 上 ,入 .“. 当 取 疾 定 内 积 的 么 正规 范 ,wn “ w=, 这 时 由 ..“* 惠 玉 , 的 正 变 
投身 
p=ux, p=p (17.87) 
令 f= wg, 其 中 取 值 在 “, 则 
Viug) = uu diug} = uldg + u’ (du)g) 
表明 规范 热 
A=u di, A,= a ou (17.88) 


上 


规范 场 强 
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F=dau dntu dnAu du (17.80) 
或 选 v 为 投射 到 FE- 的 证 交 规范 
py = 《17.90) 
令 和 = =1=- 旋 ,出 
F= pdQ AdaQp = pdv dv p £17.91) 
下 库 分 析 如 何 组 成 4 维 流 形 上 反 自 对 偶 联 络 .首先 讨论 “上 2 形式 w 满足 的 
自 ( 反 ) 对 偶 方程 


ut 一 十 站” (17.,92) 
"上任 间 2 形式 w 可 按 Hodge * 算 子 的 土 本 征 值 分 解 
wt (17.93) 


相应 于 SO(4) 的 六 维 表示 空间 可 分 解 为 两 个 三 维 不 可 约 表 示 . 
”有 无穷 多 复 结构 ,与 其 白 然 度 规 皮 定 和 问 相 容 的 复 结构 集合 为 


HUA) SP (17.94) 
选 定 一 个 复 结构 w€ P, 则 ! 与“ 同 构 ,可 选 复兴 标 将 “上 2 形式 @ 表 不 为 
oy 二 a 十 wl F ew: {17.95) 


它们 相当 于 按 保 复 结构 x € .p! 的 子 群 U(2)CSO(4) 的 表示 空间 分 解 ,其 中 ow 
与 w" 属 1 维 表示 ,w""! 属 4 维 表示 ，+ 二 “上 自然 厄 米 度 规 相应 的 基本 2 形态 
中 (型 ,为 自 对 偶 形 式 ,利用 Pr 可 将 (17.95) 式 中 w'"' 进一步 分 解 
”一 ce 和 \17.00) 
其 中 wo 称 为 初 基 2 形式 (primitive fonn) ,为 3 维 ,是 按 共 形 结构 分 解 的 反 自 对 偶 
部 分 w ,对 所 有 与 度 规 及 定向 相 容 的 复 结 构 均 为 {1,1) 刑 .反之 由 对 , 即 在 SY(4) 
作用 下 ,所 有 复 结构 & 决定 的 初 基 (1 ,1 型 wl! 必 与 反 自 对 倘 型 。 和 相生. 
将 “共有 形 紧 致 化 为 S ,可 用 四 抑 数 分 析 S 上 规范 场 问 题 . S+ 与 四 元 数 氢 
射 空间 同和 构 
Si~ P=|l{g ,qeE€ 2 (gq ag aA) ~ (gg) 对 A4E |! 


(07 97) 
令 生 7 天 表 丽 四 元 数 生成 元 ,任意 四 元 数 9 可 表示 为 
g= taitrjtrk€E ,xE€ 
Ci ki (17.98) 


点 其 循环 绽 摸 等 式 . 
复数 域 为 四 元 数 域 的 子 域 .将 .看 成 由 1,i 生 成 , 则 可 将 “与 1 辣 构 表示 
为 


$17.5 多 星子 Linstiantons) 的 入 DHM 站 成 -S05 ， 


(erg Ra EE Hat te jE {17.99) 
而 投射 缠 量 空间 (了 ) = 1 
{Ty P= | ala ,aE tc(a' ,rz ,2 ,2 ) 
(re ,a EE i (17.100) 
由 (7.99) 式 是 看 出 , 当 间 定 -由 元 数 投射 线 , 即 选 定 PP 中 一 点 xESI~ PP， 
所 有 相应 复 投射 线 集合 形 成 PP 二 字 , 即 大 由 SS 上 纤维 为 P' 的 从 组 成 


pl > 
+ 
SS: (17,101) 
在 “空间 利用 左 乘 - 可 得 “~ “的 共 簿 线性 变换 
a; (zs rr ) {17.102) 


g 二 一 | 变换 5 表示 “的 四 元 数 实 结构 . 它 诱 导 2 的 反 线 性 变换 ;保持 P 国 
娃 , 即 保持 (101) 的 纤维 化 .Wi 对 每 个 纤维 1 二 P',s 作用 相当 于 P' 二 S- 的 对 答 
映射 ,复线 纤维 PI 无 同 定 点 . 邮 g 为 的 恒 等 变换 ,而 在 PP” 引入“ 实 结 
构 ”. 注意 通常 复 空间 共 亢 映射 2*->x’ ,其 辕 定 点 为 同 维 实 线性 空间 ,而 现在 映射 4 
在 27 中 无 固定 实 点 , 供 有 固定 ^ 实 线 "/ 二 PP, 在 投射 纯 量 六 间 《了 )} 中 连结 .与 
ol ) 的 实 线 | 在 a 作用 下 不 塞 .有 所 丰 这 种 实 线 都 无 交 , 好 (个 ) 被 这 种 实 线 纤维 化 ， 
商 空 站 为 宁 = ,SS 是 中 实 线 的 参数 空间 ,存在 如 下 单 纤维 Penrose 对 应 ， 


br 
点 和 9 人 7 二 为 实 线 (17.103) 
或 则 (7.10) 所 术 存 在 (本 ) 到 $1 的 满 上 射 : 
- -So! {17. 103a) 


纤维 为 实 线 /. 
在 S 上 选 一 点 作为 尤 穷 远 点 移 去 后 可 同 构 寺 户 ,相应 于 在 (了) 空间 选 齐 次 
坐标 zx: = x =0, 此 无 穷 远 点 实 线 记 上 ,在 〈T) 移 去 [得 于 集 
i= 1 
分 析 映 射 ，-- xE 
在 天 ”中选 实 举 标 = Tray 或 取 四 无 数 的 Pauli 算 阵 表示 


+ 一 Cr ix) (za (17.104) 
在 -， 中 实 线 坐标 为 
cm (17,105) 
这 电 选 定 [x ] 相 当 于 在 开 集 US 选 定 近 复 结构 ,而 己 - 为 LU 上 近 复 结 
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从. 

当 给 定 # 牧 复 矢 从 1, 联络 为 万 .当选 定 [ xy ] ,可 将 处 及 联络 万 洛 纤 

维 / 拖 回 到 上 得 和 撩 从 
Fk 一 > D， 联络 万 
这 哇 从 五 仅 为 可 微 从 ,并 非 全 纯 从 .为 给 六 以 全 纯 结构 , 对 从 让 上 任意 点 * 握 声 , 联 
络 站 可 将 Te( 声 ) 分 解 为 水 平 部 分 He 及 垂直 部 分 Ve; 
Te(E) = He+t Ve,dimHe = dim 丰 =6dinyVe = 2 
Ve 具 自然 复 结构 ,He 同 构 于 了 T.(1 门 具 复 结构 , 故 Te (EF) 内 自 然 复 结构 .内 此 矢 
从 EE 具 自 然 近 复 结构 ,此 近 复 结构 可 积 条 件 是 :联络 DD 是 魏 对 和 侦 , 使 得 
El 为 于 良 ， 对 所 有 和 对 

由 上 述 分 析 知 存在 下 定理 : 
定理 地 ,3 人 存在 下 述 1 一 1 对应: 

SS FASD Gn, Fe 

-PP 上 全 纯 n 秩 从 此 , 户 |， 为 平庸 (对 所 有 rc 9:) (17. 106) 

此 即 相当 于 上 节 用 双 纤维 对 应 导出 的 定理 (17. 82) 式 ,进步 设 从 玉 纤维 有 正定 
尼 米 形式 , 叮 使 规范 群 GL(n, ) 约 化 为 SUCr) 相应 地 对 (人 了) 上 全 纯 从 也 需 满 
是 相应 的 实 条 件 如 (17.83) 式 ， 

下 面 讨论 如 何 利用 上 述 对 应 关系 ,由 - (人 下) 空间 上 全 纯 矢 从 出 发 ,组 成 S! 上 
ASD 规范 场 解 . 为 简单 起 见 , 着 重 分 析 规 范 群 为 SU(2) 二 Sp(1) 的 有 瞬 子 解 , 印 讨 论 
S 全 P! 上 纤维 为 Sp(1) 的 四 元 数 线 从 

Sp(1)~SU(2)- Sp(2)/Sp(1) 
| 
S 一 ss 2 人 (17.107) 
空间 ”可 有 具有 紧 致 群 Sp(2) 的 不 变 度 规 ,可 利用 四 元 数 进 行 分 析 . 

采用 Horreck 方法 来 组 成 :上 全 纯 矢 从 Y 一 … 邯 先 设法 组 成 :上 2 秩 矢 从 下， 
构 求 从 上 具有 非 简 并 2 形式 ,使 从 的 结构 群 为 SL(2,c). 旦 要 求 当 将 从 忆 限制 在 - 
中 实 线 上 时 ,|, 平庸. 利用 从 上 对 合 映 射 n, 通 过 非 简 并 2 形式 定义 正定 厄 米 度 
规 , 使 五 允许 有 止 定 实 形式 . 这 样 青 通过 单 纤维 Penrose 对 应 ,可 得 8S* 上 AS 场 
的 膀子 解 . 下面 我 们 来 具体 描写 ADHM 方案 . 

设立 为 -上 (28 +2) 秩 平庸 和 其 ,只 有 辛 彤 式 , 为 了 上 非 简 并 斜 双 线性 形 
式 , 利 用 此 辛 形式 ,对 Y 的 代 意 子 空间 UUCV, 可 用 U' 表示 U 的 淹没 了 , 印 

[= jv Vi 对 所 有 ww EU,w(lu,v)=0| (17.108) 


§ 17.5 才 瞬 子 {instantons) 的 AHM 组 成 - 507 


另 一 方面 , 设 WW 为 上 上 雪 个 标准 线 处 代 瑟 的 直 和 ,引入 线性 映射 A{z): 


Alz):W—*V {17.109) 
4fsz) 线 忻 依 末 于 :上 齐 次 坐标 x*, 即 
Alz) = Ar’ 


而 ; 4。} 均 为 (2 + 2) xX 久 常年 阵 .要 求 A(z) 满 足下 列 丙 条件: 
(1) 非 简 并 ,类 向 . 
好 对 所 有 zx“ 了 0, UA(z)W 共有 上 维 ,表明 A{z) 具 最 大 秩 .月 要 求 U.CCUS， 
Un 其 (2k +2) 一 上 = 语 +2 维 . 商 空间 上 .= UL/U. 具有 2 维 . 且 由 V 上 辛 形 式 o， 
可 诱导 得 .上 非 简 并 2 形式 ,这样 可 得 到 - 上 具有 非 简 并 2 形式 的 2 秩 矢 从 EE-> 
,结构 群 为 S12,…). 
(2) 实 条 件 . 
即 对 由 (17.102) 式 得 WY 上 反 线 性 变换 = 

so: V—>V, go =-] 
但 对 WwW 作用 相当 于 对 下 实 线 的 对 顶 映 射 ,so* =1.o 与 V 十 辛 形式 相 容 , 即 

wagu oo) wlu,u) 


由 = 及 六 形式 可 引 人 人 VW 二 厄 米 形式 


《st 一 fear {17.110) 
为 正定 厄 米 形式 ,使 仔 意 子 空间 UCYV 的 正 效 补 LF = (fa (17.111) 
要 求 线性 映射 A(z) 满 足 实 条 件 , 即 要 求 
siA(zIW = Alcz)aW (17.,112) 
即 
al- = LU 
(UT (UU 
色 
U NU=0=UN UU {17.113} 


于 是 利用 满足 上 述 两 条 件 的 线性 映射 A(z), 可 将 -上 矢 从 Y 分 解 为 
V=U.+E+U,. 
其 中 
FE.= 门 4 (17.114) 
依赖 于 连结 [x ] 与 1oz ] 的 实 线 ,而 : 中 这 种 实 线 由 S+ 参数 , 即 实 线 /,， 依赖 于 点 
rE 9'. 
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将 这 样 组 成 的 十 拓 从 天 ,限制 到 任意 连接 ' > 与 ,ox ] 的 实 线 4, ,FE1'， 平庸 .天 
中 王 满足 (17.83) 式 的 第 性 ,可 通过 单 结 维 Penrose 对 应 往 到 SS' 上 ASD 场 的 瞬 子 
解 .下 面 我 们 来 时 体 描 写 组 成 瞬 子 解 的 ADHM 方案 . 

选 Y 中 六 结构 为 斜 对 称 (28 + 2)x {2k +2) 和 矩阵 


0 1 
0 
-1 0 
n= ~ 
0 1 
0 
-1 0 


;EV 几 (2k 4 2)x1 的 列 先 胡 水 , 则 
wu) = fn 
扩 线 性 对 合 6 作用 于 weE Y 为 
ai = 
而 作用 于 rE W 为 复 共 缆 


VY 上 厄 米 型 为 庄 完 


Foy 一 il 
线性 映射 A{ >) 
W-—V 
要 求 满足 品 实 条 件 (17.112) 式 即 
NA(z) = Aloz) (17.115) 
用 (wo ,zy ) 表 示 的 章 次 坐标 ,可 将 4fz) 用 四 元 数 ( 全 +1T)x 让 阵 表示 为 
和 (= (17.116) 


其 中 =x 如 {17.69) 式 .而 B 与 0 为 常 持 阵 . 当选 定 [x, ], 好 选 定 近 复 结 
构 , 可 将 A(z) 用 (11) x 上 四 元 数 矩 阵 M(r) 表 示 为 
MC -2B Cr (17.117) 
包 非 简 并 迷 疝 条 件 , 即 贤 兴 
UL = Atz)W 具 秩 UC 
此 条 件 相当 于 要 求 
Mz) Ar 为 实 ,日 非 奇异 17.108) 


1327.6 党 单 极 解 ”Nahm 方程 与 AILEINMN 组 成 SN)9 ， 


例如 , 满 是 上 师 条 件 可 选 
[A 
rz - x 0 | 为 非 老实 数 


_ C17.119) 
xz， 为 年 不 相同 四 元 数 


af 二 


0 一 

与 上 述 步骤 对 应 ,可 在 S | 组 成 瞬 子 从 上 一 S': ,对 任意 点 了 ES 对 应 于 投射 总 
量 【六 空间 中 连结 [zj 与 [or 实 线 册 ,纤维 天 为 下 的 2 维 子 空间 ,与 及 站 
玫 正 颁 , 如 07.114) 式 .可 自 (28 + 2) 秩 平庸 其 S xxY 正 交 授 瘟 得 从 开 上 联络 . 即 
令 af 为 S 上 上 (281411) 纹 和 失明 ,满足 

wu {rjvutr) = | 

u(r)M(r)=0 
风 忆 =we' 为 由 V 到 五 的 正 交 投 肝 (下 + 1)Xx(k+1) 和 矩阵 , 诺 足 =P. 划 由 
(17.88) 式 知 规范 势 可 表 为 


17. 120) 


A 
将 07.119) 式 代入 (17.120) 世 解 得 
A A 
二 i, Dr (17.121) 
其 中 gg 为 上 实 值 中 数 
上 
A 
p = + -一 -五 . 
四 二 2 人 【17. 122) 
而 规范 热 4， 
A = ig Ylng (17,123) 


其 中 Hn yo ;点 答 环 置换 (5 为 Panli 筷 阵 ), 上 式 即 Heofr 开 购 子 解 . 


$ 17.6 多 单 极 解 ”Nahm 方程 与 ADHMN 组 成 


讨论 杨 - Mills 场 与 Higgs 场 址 合 模型 , 拉 氏 星 4， 
. ] Th I , 1 . 2 3 
4” 一 4 tr(F FE ) 一 Fr Dg Pp) 一 本 At | -1} 
4),lgIl = Fp {17.124) 


找 其 静 ( 与 时 各 无 关 ) 纯 磁场 (FF,, = 0 情况 , 选 A, = 小 规范 , 仅 A.(.1) 表示 为 .中 
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规范 势 , 其 相应 哈密 顿 量 
H = FD) SDD$) atl p11) (17.125) 

其 有 限 能 解 要 求 取 边 条 忻 当 rr 一 ,| gp|->1， 
忆 之 a20 p17 -1d + Brn (17.126) 


通常 更 关心 取 1 =0 的 极限 情况 , 称 为 Prasad-Sommefield 极限 .这 时 存在 满足 x >0 
的 极 小 能 解 


B, = 了 和 EX =—D,wp (17.127) 
gl=1- +0 7) 当 r 一 oo (17. 128) 


此 位 型 具有 在 限 能 请 =8mn .而 方程 (17, 127) 称 为 Bogomolny 方程 .应 注意 ,Bogo- 
molny 方程 (17.127) 可 由 ASDYM 方 穆 通 过 维 数 约 化 得 到 , 故 相 应 方程 解 也 于 类 
似 几 -(T} 上 爹 纯 从 资料 ,类 似 寺 瞬 子 的 ADHM 组 成 方案 得 到 . 首先 注意 FE! 空间 
上 ASDYM 方程 

* PF =- PF, (17.129) 
如 对 规范 势 A, (x) 加 条 件 :为 静 规范 场 , 即 所 有 势 A, (x) 均 与 时 间 za 无关, 仅 为 
宇 间 举 标 x (i 二 1,2,3) 的 陶 数 ,这 时 方程 (17.129) 等 价 于 


B= 7 Eu = DA, (17. 130) 


当 限 制 舰 范 安 换 g (x) 也 与 x? 无关, 这 时 Av 变换 ; 
A ‘Ang 
即 相当 于 按 伴 随 表 小 变换 的 标量 势 , 令 4u(z)= -etz) 代 人 (17.130) ,得 Bogo- 
molny 方程 (17. 127) , 它 是 ASDYM 上 方程 的 二 维 约 化 . 
及 一 方面 如 说 ASDYM 方程 (17. 129) 中 所 有 规范 势 仅 依赖 时 间 1 , 即 A. = 
4.(t) ,而 与 空间 坐标 zx' 无 关 . 屿 可 作 规范 变 换 , 选 规范 4, =0, 则 剩 下 一 个 分 量 
有 (满足 


1 
了 4, = 7 EnlA,,As] (17.131) 


此 方程 称 为 Nahm 方程 .是 ASDYM 方程 的 一 维 约 化 . 

Nahm 将 瞬 子 的 ADHM 绷 成 推广 研究 多 单 极 组 或 . 即 为 了 找 满足 Pogomelny 
方程 (17.127) 太 相应 边界 条 件 (17. 128) 的 解 (A, ,gq), 先 找 与 上 节 Mx) 及 vl) 
相应 的 年 阵 ,但 注意 到 静 单 极 相当 于 在 时 间 轴 上 排 满 瞬 子 , 故 与 单 裤 和 解 相 应 的 


17.7 单 极 周 团 零 能 费 米 子 解 Twister 方程 是 自 对 偶 超 对 称 单 极 511 ， 


MICz utz) 均 应 蛮 为 无 穷 维 , 即 应 说 w= utfr ,1) 为 在 -XX(0,2) 上 取 四 元 数值 
的 ?矢量 ,满足 归 一 条 件 


上 ea = 1 117. 132) 
而 上 节 中 ATCa Ju 换 为 微分 算 子 , 代 赫 AM =D0 应 换 为 
G+tr tT )o=0 (17.133) 
其 中 
eB) ri rj rk 
T= Ti(i}i+ T(r}j +t T(t}xk (C17. 134) 


其 中 工 ( 和 为 1E (0,2) 的 nx» 复 值 第 阵 , 满 中 Nahm 方程 (17. 131), 朋 要求 
了 Tt 在 开 区 间 0<5<2 解析, 而 在 1=0,t=2 具 单 极点 , 且 
T = -了 了， 了 (2 站 = 一 人 人 {17.1353) 
将 满足 以 上 要 求 的 丁 代 人 (17.133), 解 出 满足 归 - :条件 (17.132) 的 v(x ,2). 网 
可 得 满足 Rogomolny 方程 的 解 : 
A, = | Vv vdi 
， (17. 136) 
P= | ry vd 
这 种 形式 多 单 极 解 称 为 ADHMN 组 成 .注意 此 方案 将 ASDYM 方程 的 3 维 约 化 与 
] 维 约 化 对 偶 联 系 . 


AS 17.7 单 极 周 膨 零 能 费 米子 解 
Twister 方程 及 日 对 偶 超 对 称 单 极 


1994 年 Seiberg 与 Witten 提出 了 著名 的 SW 单 极 方程 ( 见 § 16.6 的 分 析 )， 
[Ds =0 
[Fs = ie “ep hp oe A et 
并 进一步 给 出 S-W 不 变量 ,由 于 上 方程 组 是 费 米 场 与 U(I) 规 范 场 糊 合 ,而 这 比 
Donaldson 不 变量 更 易 计 算 ,受到 数理 学 界 极 大 重视 . 
但 是 这 对 方程 中 第 2 方程 不 是 共 形 不 变 的 . 上 有 这 对 方程 在 平坦 空间 没有 L? 
解 (平方 可 积 解 ),Freund 曾 在 4 维 关 空间 找到 单 极 方程 的 只 有 奇 点 的 解 ,它们 相 
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当 于 具有 合 异 的 Dirac 单 极 解 2。 
FF 和 面 我 们 分 析 在 不 可 约 化 SU(2) 单 和 检 (C Hooft-Polyakos 单 极 ) 周 恩 老 能 咒 米 

子 解 ,为 便于 分 析 . 我 们 将 SW 单 极 方 牲 用 物理 学 家 熟 古 的 冰 量 形式 写 出 
Degli} = 9, TieA Vy) = 0 (17.137) 


FP, if 一 一 5 Pr) gsr) {17.138) 


在 规范 场 可 约 化 为 C1)( 相 当 于 Tirac 单机 ), 这 对 SW 单 要 方程 有 了 诛 点 奇 寞 解 . 

在 这 对 方程 中 ,(17.13 耻 式 基 共 形 不 案件 .在 不 可 约 化 规范 场 周 围 零 能 费 米 陡 
体系 ,是 稳定 的 攻 态 {真空 态 ) ,其 有 共 形 不 变性 . 真空 基态 在 量子 场 论 中 极 详 重 此 
(17.137) 式 和 解 多 重 简 并 不 惟 -, 当 南 训 上 017.138) 式 约 宁 , 选 出 可 约 化 Dirac 单 极 
解 ,但 是 对 不 可 的 化 规范 场 无 解 . 

方 各 (17.137) 有 名 重 简 并 解 , 如 何 将 它们 分 类 ( 按 解析 指数 分 类 ) ,如 何 用 另 一 
方程 (代替 (7.138) 式 ) 限 制 它 们 使 得 到 有 确定 解析 指数 的 解 ? 

对 平 直 4 维 物 理 时 空中 旋 量 ,Penrose 了 提议 分 析 Twistor 方程， 


Driw 一 站 {17.139) 

相当 寺 Dirac 方程 的 Wey 旋 量 找 式 ,此 方程 的 解 可 表示 为 
w= ir tA- 0,1) (17.140) 
AX = (17.141) 


其 中 人 全 ) 妈 空 时 宝 标 ,如 07.8) 式 , 而 [wx | 如 [7.68) 所 未 Twistor 坐标 ,或 
称 双 旋 量 坐 标 .十 式 表明 x 一 x 为 固定 旋 量 . 选 定 [x; ]E P! 相当 于 选 定 空间 
AT 的 复 结构 , 则 旋 量 方程 (117.19 的 和 解 林 由 (7.140) 表 示 ， 

直面 我 们 分 析 在 SU(2) 规 范 场 中 涩 能 费 米 于 满足 的 Dirac 方程 (17.137), 选 
5 对 表象 


y= {0 “中 = 人 、， 2 (17. 142) 


0 
其 中 io 0 为 标准 的 Pauli 矩阵 . Dirac 旋 量 波 函 数 


$= 1 (17.143) 
x 
在 静 坏 对 称 "*Hooft 单 极 央 转 零 能 费 米子 满足 的 Dirac 方程 可 表示 为 

Dx = (GioW tA)y =0 (17. 144) 


将 (165.20) 式 的 SLU{2) 规 范 扫 代 入 ,用 活动 标 集 法 ,并 注意 渐 近 边界 条 件 的 约束 ， 
经 过 元 长 的 计算 … 得 到 方程 和 的 有 限 能 解 可 表示 为 
Ye = (oF ) rn (17.145) 


$17. 7 单 极 向 转 夫 能 费 米 子 解 Twistor 方程 必 自 对 侦 超 对 称 单 极 513， 


其 形式 很 像 SW 第 一 方程 (17.138) ,但 实质 上 有 很 大 不 同 . 我 们 于 将 方程 组 

D' 六 = 人 1 

x 二 oP x 
称 为 修正 的 SW 单 极 CMSW) 方 程 .SW 方程 非 共 形 个 变 , 而 MSW 是 卡 形 不 变 的 . 
可 以 让 明 在 “上 SW 方程 的 有 限 能 解 必 平庸 , 仅 在 4 维 肉 空间 存在 右 痛 点 的 Pi- 
rac 单 极 解 . 而 我 们 的 MSW 单 极 方 称 适 用 于 任意 非 Abel 规范 场 ,是 上 芋 形 不 室 的 ， 
存在 有 拓扑 非 半 良 无 奇异 行 腿 能 单 极 解 . 壬 对 偶 杨 -Mills 场 玉 。 为 鹤 代 和泉 纪 

det(a*F-,)=0 (17.147) 

出 MSW 方程 决定 的 Weyl 旋 量 是 与 零 模 和 最 上. 对 应 的 纯 旋 基 T 而 由 MSW 单 
极 方 各 (17.146) 选 定 一 确定 的 纯 旋 量 x “( 仅 差 规范 等 价 类 ) ,可 以 证 盟 


[17. 146) 


二 :|4 1 户 有 = | rir(g'y (17.148) 
妈 "tHooft 单 极 的 总 傍 荷 这 拓扑 示 性 数 也 订 由 携带 向 的 堆 能 费 米 子 密度 积分 得 到 . 

MSW 单 极 方程 (17.1458) 具 有 许多 拓扑 非 平 唐 有 限 能 解 .可 由 拓扑 韭 平庸 单 
极 规范 坟 的 睛 对 倘 部 分 三 选 定 一 风 定 的 纯 旋 量 y ', 仅 由 于 常 族 世 ,的 选 下 不 
阿 可 莽 规 范 等 价 类 ， 

[rr Ee PP: 
的 选 定 相当 于 4 维 空 时 复 结构 的 选 定 . 选 定 [ x, | 后 , 处 于 规范 场 背 景 中 零 能 费 玉 
于 可 由 Penrose 的 Twistor 方程 (17. 146b) 随 定 . 

这 里 注意 , MSW 方程 存在 明显 的 超 对 称 性 . 物质 场 与 规范 场 帮 售 基态 常 具 共 
形 不 尝 性 ,是 稳定 基态 ,具有 起 对称 性 ,站 1979 年 我 人 利用 局 域 活动 慰 音 分 离 变 
量 , 经 过 多 长 计算 得 到 零 能 解 表 达 式 '” ,当时 我 们 未 注意 到 它 具有 超 对 称 人 性 . 几乎 
同时 Osbom 2 分 析 N=4 超 对 称 规范 理论 时 ,得 到 超 对 称 单 极 解 : 

yo (17. 149) 
其 形式 几乎 与 我 们 的 方 各 (17. 146b) 完 全 相间 .但 这 里 应 强调 Osborn 讨论 的 是 
般 的 杨 - Mills 场 上 ,不 是 其 白 对 偶 部 分 ,未 与 SD 和 联系， 六 未 能 对 零 能 简 并 解 伯 
规范 等 价 的 折 扑 分 类 ,未 指出 它 与 Dirac 算 子 解析 指数 的 联系 , 亿 是 才 蝇 调 了 越 对 
称 性 ,利用 超 对 称 性 非常 简捷 地 得 到 了 解 的 形式 . 

超 对 称 分 析 物 质 场 y 与 规范 场 F(A} 间 对 称 性 ,MSW 方程 (17. 146) 将 规范 场 
矢量 开 与 旋 量 场 x ' 直接 线性 相关 ,保持 超 对 称 性 ,能 否 仍 保持 Lorentz 协 审 性? 
原来 S-W 单 极 方程 (17.138) 将 矢 场 上 用 旋 量 场 y 的 双 线 性 形式 表达 , 基 加 的 显 术 
出 Lorentz 协 变性 ,但 失去 起 形 丰 变性. MSW 方程 (17.146) 将 规范 群 出 L171) 扩 介 
到 不 可 约 化 非 Abel 规范 场 ,将 规范 场 白 对 偶 零 模 失 量 上 ' 与 纯 旋 量 x 直接 线性 
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相关 ,保持 了 共 形 不 变性 ,保持 了 起 对 称 . 文 一 还 仔细 分 析 了 在 Lorentz 群 作用 下 
势 4, 场 F 及 旋 量 xy 的 Lorentz 变换 ,证 明 MSW 方程 仍 保 持 了 1.orentz 协 变 性 ， 
显示 超 对 称 与 Lorentz 协 变 任 的 日 褒 ,并且 MSW 单 极 存在 能 量 有 限 的 无 奇 主 解析 
解 , 且 其 基态 零 能 费 米子 密度 可 用 来 计算 拓扑 指数 . 
习题 十 七 
1. 请 证 明 四 维 闵 空 间 M" 的 共 形 紧 致 化 为 
M = 5' x S82, 一 TI2) 

2. “上 选 定 复 结构 后 ,其 上 2 形式 可 分 解 为 

tw ew 十 ew 

男 -方面 "二 县 帕 然 此 米 度 规 , 可 按 Headge * 分 解 


| 


引 1-] 路, 之 


+ ew 


请 分 析 这 两 种 分 解 闫 系 . 
3. 请 证 明 修 正 的 SW 单 极 方程 :17.146) 和 保持 具 形 不 变性 ,保持 超 对 称 性 ,而 及 保持 Lorentz 协 灾 
性 . 
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$18.1 引言 欧 拉 数 及 其 有 关 定 理 


在 量子 蕊 论 小 ,讨论 经 典 声 的 量子 化 隔 题 时 , 遇 到 在 欧 儿 里 得 作用 量 的 稳定 点 
间 导 的 汪 落 问题 ,用 数学 术 二 来 说 ,此 即 精 圆 微 分 算 子 的 本 征 值 问题 ,本 征 值 的 分 
下 区 时 三 Hf 讨论 体系 的 拓扑 性 质 与 度 规 性 质 . 鼓 的 形状 及 膜 的 厚薄 决定 了 鼓 的 声 
首 , 及 过 来 ,一 个 振动 膜 的 向 各 ,边缘 的 长 度 , 膜 的 厚薄 . 润 的 数目 等 可 由 它 的 振动 
江 得 到 用 Singer 的 活 来 说 ， 非常 可 能 ” 听 和 到 壳 的 形状 ” .此 即 相 当 4 于 指数 定理 . 
Aliyah-Singcr 指数 定理 表明 作用 在 纤维 从 截面 上 微分 算 子 的 解析 人 性质 与 纤维 从 本 
身 扩 扑 性 质问 密切 相关 ,可 简单 表 水 为 :微分 算 子 D 的 解析 指数 工 1) 与 算 了 所 
作用 流 形 ( 问 量 从 已 ) 的 扩 扑 指数 了 (下 ) 相 等 
Di = 了 (RE) (18.1) 
此 式 左 端 为 椭圆 微分 算 了 DD 的 解析 指数 ,是 偏 微分 方程 解 的 数 日 ,更 确切 说 .是 推 
广 的 Laplace 方 穆 零 频 解 的 数 日 ,是 整数 ,在 算 子 所 作用 流 形 的 连续 参数 作 微 小 变 
换 下 不 变 , 反 贞 了 流 形 的 整体 (global) 拓 扑 不 变量 .(18. 昌 式 右 端 是 算 子 所 作用 的 
眉 居 从 下 的 拓扑 描 数 ,它们 常 可 表示 为 从 三 的 示 性 类 在 底 流 形 WM 上 的 积分 , 它 反 
映 了 底 流 形 Mi 的 拓扑 特性 点 矢 共 开 的 绕 数 . de Rham 上 同调 论 . 谐 和 分 析 等 表明 ， 
可 用 分 析 方 法 来 研究 流 形 的 拓扑 ,而 A-S 指数 定理 进一步 表明 ,可 用 拓扑 分 析 来 
表示 流民 上 算 子 的 解析 指数 . 
天 处 上 权 圆 微分 算 子 的 解析 指数 是 整体 拓 扑 不 变量 ,用 从 上 局 域 拓扑 量 (天 性 
类 ) 的 积分 来 表达 之 ,就 是 Atiyah-Singer 指数 定理 . 此 定理 在 现代 场 论 中 得 到 广泛 
的 应 用 ,例如 研究 费 米 子 与 规范 场 的 相互 作用 ,(18. 旧式 将 费 米 子 谱 ( 左 端 ) 与 所 在 
外 部 规范 场 的 大 范围 拓扑 行为 ( 布 端 ) 联 系 起 来 ,将 量子 场 的 解析 性 竺 与 背景 场 的 
折 扑 性 压 联 系 起 来 ， 
下 血 我 们 先 举 大 家 都 熟悉 的 欧 拉 数 为 例 来 说 明 (18. 1) 式 两 端的 含意 . 先 分 析 
忱 拉 数 这 个 拓扑 概念 与 Laplace 算 子 指数 间 关 系 , 分 析 与 欧 拉 数 有 关 的 各 定理 .网 
拉 数 足 大 量 风 何 课题 的 源 采 和 出 发 点 , 流 形 上 许多 性 质 与 它 有 关 . 例 如: 
1) 流 形 整 体 不 变量 的 研究 是 从 组 合 折 扑 学 开始 的 ,其 基本 想法 是 把 流 形 前 分 成 一 
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些 胞 腔 ( 子 流 形 ) ,分 析 它 们 是 如 何 拼凑 在 一 起 的 . 对 紧 致 存 向 流 形 作 刘 分 , 欧 拉 数 
可 定义 为 各 维 胞 腔 个 数 的 交 蔡 利 
x Dd (18.2) 


其 中 zz 为 流 形 M4 在 基 “ 训 分 下 户 维 欧 腔 的 个 数 .此 欧 拉 数 为 拓扑 不 变 晶 . 号 所 采 
用 的 前 分 方式 无 关 . 上 式 称 为 欧 拧 数 的 组 全 拓扑 意义 . 
2) 对 亏 格 {(genus) 为 后 的 紧 致 黎 受 而 , 共 欧 拉 数 
X=2 2g (18.3) 
例如 球面 5S: , 志 格 为 零 ,xy(S*) 一 2. 环 面 ,元 格 为 1] ,x(77)= 人 0. 
3) 简 岂 对 流 形 各 维 链 群 边缘 运算 ,可 定义 流 形 的 各 维 同 注 群 
H,(M) = 2, (MIB,(M) 


可 证 
x = 人 (— I? dimH, = > 1)%, (18.4) 


其 中 5， = dimHH, 为 流 形 的 pett 数 . 上 式 表明 了 欧 拉 数 的 代数 拓扑 意 光 . 
由 以 上 讨论 我 们 知道 , 敬 拉 数 是 流 开 的 整体 拓扑 本 变量 ， 
4) 利用 外 微分 算 子 对 流 形 上 微分 形式 的 作用 可 建立 de Rham 上 辣 凋 论 . 由 de 
Rham 定理 可 证 
by = din (CM, RY) = dimHi (CM,R) 
X= > "dim (18.5) 
此 即 欧 拉 数 的 微分 折 扑 学 意义 . 
5) 由 Hodge 定理 知道 流 形 上 谐 和 形式 的 维 数 为 
dm CM) = dimHi, (M) 
流 形 上 谐 和 形式 即 Lapiace 算 子 4 的 零 模 解 , 故 
X= Didim KerA, — d, -a (18.6) 


其 中 qd, ,ds 分 别 为 偶 奇 次 谐 和 形式 的 维 数 . (5),(6) 两 式 表 明 欧 拉 数 为 微分 算 子 
(td 或 A) 的 解析 指数 ,是 整体 (non-local} 拓 扩 不 变量 . 

男 -方面 ,关于 网 拉 数 述 有 疝 个 重 素 定理 ; 
5) Gauss-RBonnet 定理 


y= x | | + Sr . (18.7) 
其 中 M 为 任意 二 维 曲 面 ,R 为 曲率 2 形式 ,ljp 为 覃 光滑 边缘 曲线 aM 上 的 测 地 


$18.1 直言 欧 拉 数 及 其 有 关 算 理 :517 。 


曲率 .8 为 原点 的 内 人 第 ,Rlip 太 (x 有 8) 分 向 相 庶 于 曲面 M 的 面 则 率 、 线 曲率 、 
点 则 染 , 式 (18.6) 可 解释 成 欧 拉 示 性 数 y 为 各 维 曲 率 的 总 和 .上 式 为 带 边 界 流 形 
的 指数 定理 的 特例 . 详 见 第 21 草 的 分 析 . 

对 于 紧 铬 无 边 光 滑 昌 面 M. 


Y = 去 | 民 (18.8) 


此 即 Atiyah-Singer 指数 定理 的 特例 , 它 将 菊 拉 数 这 整体 不 变量 (Labplace 算 子 的 解 
析 指 数 ) 用 有 曲率 2 形式 (第 -一 陈 水 性 类 } 的 积分 米 表示 . 
7}) Poincaré-Hopf 定理 基 丝 无 边 二 维 放 消 井 面 轴 的 点 拉 数 可 由 共 上 任意 光滑 向 
最 场 的 骸 江 会 点 指数 和 决定 . 

XX ~ 站 (18.9) 


其 中 二 为 流 形 M 上 侈 连续 团 站 电场 . ro EE M 为 二 的 孤立 坷 点 1Ef(r) = 0). 
jE XO) 什 拆 立 奇 点 坟 灶 的 指数 , 它 
是 利用 Gauss 肌 射 ( 见 图 18. 定义 的 .aw 3 
例如 ,在 二 维 流 形 M 上 存在 光滑 做 场 ， ee) P00 
可 用 光盘 磁 针 指 癌 表明 伐 场 方 操 ,在 磁 
场 的 扳 立 零点 处 , 磁 久 指向 不 确定 . 伍 由 
{等 点 x 为 白 立 奇 点 ,在 .6 点 周 轿 , 指 
针 都 有 一 确定 方向 ,指针 指向 就 相当 于 
Gauss 蚜 射 . 当 罗 益 绕 .ro 转 一 周 ,指针 
在 岁 盘 中 转 的 圈 数 ,就 是 磁场 在 ro 点 的 图 18.1 “Gause 腕 射 示意 图 
指数 .上述 实 验 用 数学 术语 来 表述 , 即 : 
在 流 形 M 上 绕 和 点 划 :小 图 , 央 mm 为 孤立 奇 点 ,在 此 小 圆 < 上 ety) 非 零 .同时 
在 .x 点 的 切 平面 了 ,上 划一 个 单位 胸 S .将 &(y) 平 移 得 它 在 单位 圆 S! 上 的 映 
像 p(y), 称 为 Gauss 映射 . 当 y 绕 * 转 一 图 后 ,p(y) 线 51 转 的 圈 数 就 叫做 夭 场 & 
在 佣 羡 奇 点 zo 多 的 指数 , 记 为 JE，ro) ,下 面 画 出 一 些 奇 点 ,在 2 维 平面 上 矢 场 奇 
点 (和 拓 场 的 零点 ) 附 近 矢 场 分 布 示 意图 ( 见 图 18.2), 并 注 明 相应 奇 点 指数 . 

总 之 .向 (18.2) ~ (18.6) 式 我 们 知道 欧 拉 数 是 风 贺 微分 算 子 的 解析 指数 ,是 整 
体 不 变量 ,而 (18.8) 式 将 它 进 步 表达 为 局 域 不 变量 的 积分 ,此 即 Atiyah-Singer 
指数 定理 的 特例 . 

指数 定理 将 解析 算 子 的 解析 指数 与 标志 所 作用 场 的 拓扑 性 质 的 示 性 数 ( 局 域 
示人 性 类 在 整个 沪 形 上 的 积分 ) 联 系 起 来 了 .本 总 我 们 将 讨论 其 最 简单 形式 :在 紧 敏 
无 过 流 形 上 的 Atiyah-Singer 指 数 定理 .下 两 章 将 讨论 其 挫 广 以 及 它们 存 理 论 物理 


EE 


th 站 .上 
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= , 员 腑 虚 
1, 谓 点 了 -1 , 话 癌 
A NA 
( /AF 人 局 
2 了 =2 ,巴山 
7=-1 ,六 点 了 
图 18.2 


中 的 应 用 . 


$ 18.2 椭圆 微分 算 子 及 其 解析 指数 


设 下 与 F 是 流 形 Mtn 维 ) 上 的 两 个 复 癌 量 从 ,用 (下) 表示 疡 绑 丫 最 从 天 
的 截面 集合 . 
有 下) 
相应 地 
TCF) = lr: (Cr) (Cr)) 
为 | 维 向 量 从 下 上 截面 集合 .将 戴 面 站 (EE) 映 到 截面 (下) 的 算 子 几 称 为 微分 算 
子 , 它 在 M 的 每 点 邻 域 机 表示 为 
[RE 
2 


zee (rr) | 


x) = NF) Oo 
1 dr (18.10) 


tt 


如 用 5 表示 ! 行列 牛 阵 (w(x )) ,$$ 表示 ww 行 询 矩 阵 {8 (rc)), 算 子 中 也 可 表 为 
:x 和 拓 阵 
Ot 


一 1 — 
D = Da a (zx) De 


OO 


{18.11) 


或 简 记 为 


号 18.2 横 圆 微分 算 子 及 其 解析 指数 ， 519 ， 


:| 
元 ， p= (op pl= Dp 118.11a) 


其 中 a(t) 为 1 x m 复 值 滑 数 和 矩阵, 上 式 表 明 

DE TO TM OY Hom(E,F)) 
其 中 心 * 表示 对 称 张 量 积 .注意 到 线性 空间 V 的 对 称 张 量 积 Q@*V 与 其 对 偶 空 间 
V 上 pg 阶 齐 次 多 项 式 空间 同 构 . 故 在 余 切 从 了” M 空间 (简称 二 空间 ) ,本 引信 与 
算 了 也 对 应 的 象 秆 (symbol): 


D = ent) 


二 一 4 


ontr ,RE) = Eu Crk E Hom(E,F)} (18, 12) 
相当 于 在 x EM 8 邻 威 对 截面 5 ) 作 傅 里 叶 变 杭 
E(x) = | 人 全 Cd (18.13) 


则 (8.10) 式 司 表 示 为 
n(x) = De = | eo Cx,k)ECR)dE (18. 14) 


微分 算 子 的 分 类 版 决 于 其 最 高 次 微分 项 , 故 可 取 算 子 卫 的 最 高 阶 项 的 博 里 叶 
些 搞 , 称 为 此 微分 算 子 的 主 和 象征 (leading symbol)， 
oD)= 人 oo 7k ke (18.15) 


| 
ste, 上 


这 里 为 简化 表示 ,忽略 常数 因子 i .上 式 为 1 x wi 阶 复 值 矩阵 ,其 中 
k= (kk EC 
莒 算 子 品 的 主 象 征 具 有 下 述 性 质 ( 必 须 1 = 门 : 
detotD)¥0 YB REC- IO 
则 ])) 称 为 椭圆 微分 算 子 
例 18.1 AM= 民 ,二 维 宁 间 向 量 分 析 中 通常 三 个 二 阶 微分 算 闻 grad, curl, diy 的 
主 锭 征 为 


"| | 0 一 点 3 下 | 
| 由， "| 下 3 n ki kh) 
kl -ks k! 0) 


显然 ,它们 都 不 是 椭 图 微分 算 子 . 
例 18.2 一 维 底 流 形 芋 实 线 从 间 的 映射 


J: 
了 (1 ， 7) 二 区 


oD}= (RI + ki) 


中 
+ -一 
人 了 Be ,ra ) 
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为 业 圆 和 补 分 算 子 ,此 即 : 服 Laplace 算 子 . 
例 18.3 一 维 底 流 上 找 二 商 从 问 映射 


， . 加 RE 人 
入 (ti + :) 一 dr dy 
2 、 ， 一 96 6 
7 Cr 可 .3 az| 
| 天 | 
stD) 一 | | 
此， | ' 


为 帆 国 微分 算 子 ,此 却 Cavehy-Riemann 算 了 了 -. 

例 18.4 ”四维 流 形 上 实 线 从 间 映 射 

32 2 "2 2 
2 0 0 | 可 _ jet rs st ,3 


了 3 
dei Ti dri Ors 


o(D)= ki hi kik 

就 是 d'Alembert 算 子 , 它 不 是 本 图 微分 算 子 . 

FF 孟 [分 析 椭 网 微 分 算 子 DD 的 解析 指数 . 算 子 几 是 将 截面 全 ( 玉 ) 映 和 钊 截面 
天 的 线性 微分 算 子 

DIE—* TFY.é 一 DE= 
算 子 的 零 模 解 的 空间 称 方 算 子 的 核 Ker D 
KerD= I2ET(E)| De= 0} 
并 可 害 交 算 子 六 的 像 TD 
JD= jy7€ TR) | 在 全 EE TED), = Dei 
以 及 算 子 也 的 余 核 Coker D 
Coker D = CFA D {12.16) 

王 们 之 同 的 关系 可 如 图 18.3 所 水 : 
对 于 紧 致 流 形 M 上 的 精 图 微分 算 
了 0D, 电 弃 苯 分 析 可 以 让 明 Ker D， 
Coker D 等 都 是 有 限 维 的 , 浆 为 


CokerD 


KerD Fredholm 算 后 . 定义 算 了 也 的 解 
mp 。 析 措 数 为 

lInd D = dm Ker [7 — dim Coker 1) 

DME MA) (18,17) 


对 于 Fredholm 算 子 , Ker 六 为 


图 18.3 有 限 维 , 即 齐 次 方程 


$18.2 椭 辐 微分 算 了 于 及 其 解析 指数 ， 521 ， 


Dé=0 
的 解 空间 为 有 限 维 ,上 面 齐 次 方程 存在 着 有 限 个 线性 独立 的 解 .而 Coker D 为 有 限 
维 , 足 指 当 ?了 满足 有 人 限 个 条 件 叶 , 非 齐 次 方程 
Dé= 7 
中 存在 有 确定 解 .注意 两 者 提 法 不 同 ,前 者 为 解 的 惟一 性 问题 ( 齐 次 方程 有 少 少 个 
线性 独立 解 ) ,而 后 朝 是 解 的 存在 性 问题 ( 非 齐 次 方程 的 已 知 图 数 了 满足 多少 个 条 
件 解 才 确 定 ). 
当 纤 维 定义 有 度 规 时 ,可 以 利用 下 式 定 义 算 子 吕 的 伴随 算 子 说 
(DE. n= (8,1 7) (18.18) 
17 将 FF) 线性 映射 到 T(E): 
D:yETIF DyE T(E) 
利用 也 与 1 可 组 成 黄 个 自 华 非 负 桶 图 算 子 Ar =DD DS Ar = DY 
Ar = DID:T(E) -— T(E) 
A = DD :TIF) Oe PT(F) 


EE} = |é€E TE} Act = 上 T(E) = KerD 

TF)= iE TPLAry = Agi, TMF) = Kerly 
可 以 泪 明 , 算 子 A 与 A 的 非 零 本 征 值 4 的 本 征 截面 空间 站 (EE) 与 (下 ) 间 相互 
周 构 , 即 


dimT\ (E) = dimT\ (1), 当 14 天 0 (18.19) 
让 明 令 & ET (E), A7D 
As = DDE = a6 
则 A (DE ) = 07 Dé, = ADE, 
De (er) 
而 所 入 三 D 训 天 0 (对 关 0) 
香 则 Ar& =0， 与 4 光 0 矛盾 


是 映射 
站 :一 
为 (与 也 (他 1 1 对 应 的 双 射 , 故 
dimr (EE) = ddim (Fy) (YAO0) 国 
注意 D 的 零 模 态 必 为 A 的 零 模 态 , 故 As 的 非 零 本 征 态 的 维 数 , 即 ImD 的 维 数 ， 
页 出 上 式 得 


dim im TD = dinm In [7 {18.20) 
注意 到 算 于 帮 为 向 量 从 截面 间 线 性 映射 ,由 线性 代数 基本 十 琴 玫 
dimT (EY = dim Ker DB + dim Im DD 
， . (18.21) 
ddim (FY) = dim Ker 1) + dim lm DD 


而 出 {18.16) 式 知 | 
dirn Coker = him dim Im 0D = dimfT{F) - dim ImD 


= dim Ker J (18,22) 
眠 并 首 维 下 定 久 有 埃 规 后 ,和 争 分 算 子 的 解析 和 指数 (08.117) 可 表示 为 
lnd ly = dim Ker 1} — dim Ker [7 (]8.23} 


注意 上 式 具 与 零 模 解数 的 差 有 关 . 算 子 喇 与 DD 依赖 于 从 上 联络 与 度 规 的 选 坡 , 而 
和 车模 解 具 有 拓扑 意义 ,微分 算 了 D 的 解析 指数 是 一 整数 ,在 流 形 及 算 子 参数 作 微 
小 变更 时 不 变 ,是 整体 拓扑 不 变量 , 算 子 ID 的 解析 指数 可 用 了 与 D 的 零 模 解数 差 
直 示 , 它 是 拓 半 不 变量 .可 以 证 明 解 析 指 数 Ind {TD 仅 依 天 于 算 子 人 的 证 象征 
atD) 下 而 分 析 c(ID) 的 性 质 . 
o (站 依赖 (7 ,8) ,其 中 性 MEE TT" WM, 且 具 性 质 ， 
slaly t IY} = acgtl)) + Per (ly) 
oD = eat) 
上 述 性 质 表明 ,ot 站) 是 取 值 在 余 切 从 上 的 线性 映射 . 余 切 从 了" M 一 “NM .给 定 算 
于 
D: 一 
设 ”为 投射 寺 诱 导 的 送 映 射 ,将 底 流 形 M 微分 同 及 的 般 人 余 切 从 了 M 而 为 其 
零 截 面 , 而 ef 站) 为 共 诱 导 的 在 了“ M 上 的 从 射 
并 
当 为 酉 图 ,将 此 回身 限制 在 零 截面 之 外 为 同 构 映 射 , 即 


or RE 一 .,,, 418.24) 
此 系 件 也 可 更 具体 表 沙 为 :当选 定 度 规 , 令 3 表示 “MM 零 截面 的 管状 邻 战 ; 
B= IkE TM Ee>0| (18.25) 


在 零 截面 管状 邻 域 之 外 ,a( 站 有 道 映 射 , 即 当 将 so (中) 限制 酝 3B 时 ,a (DD) 为 同 构 
映射 : 


sD Fl varF| (18.24a) 
本 由 


i 


$18.3 紧 支 上 回调 与 天 处 上 同 周 ,1bhom 阿 构 与 欧 投 示 性 区 ， 523 * 


具有 上 上述 忻 质 的 三 艺 组 (mr 三 ,za(D)) 决 定 了 一 种 定义 在 余 切 处 二 的 稳 
(= x Ea FoD]IE ROT MT 人 全 并 (9 有 3) 
{ 18.26》 
称 为 象 入 从 (symbol bundlc) 通 过 区 理论 与 Thom 回 构 可 从 它 导 出 算 子 D 的 拓扑 
指数 及 A-S 指标 定理 ,我 们 在 下 节 先 分 折 具 紧 交 上 同调 与 Thom 同 构 , 在 人 18.4 
对 矢 众 氏 理 论 作 简单 介绍 后 ,再 回 过 头 来 分 析 象 征 从 ED) ,大 出 它 决定 网 算 子 了 
的 拓扑 指数 及 Atiyah-Singer 指标 定理 . 


$18.3 紧 支 上 同调 与 撩 从 上 同调 ,Thom 同 构 与 钦 拉 示 性 类 


襄 形 M 上 连续 玫 数 了 的 点 (subport 
Supp = [IpE MI AO) 

它 是 存 M 上 冰 数 上 取 值 非 稚 的 区 域 的 最 小 财 集 . 当 Suppy 为 紧 致 闭 集 . 则 称 消 数 
了 具有 紧 支 . 当 我 们 仅 用 共有 紧 支 的 连续 函数 来 定妆 de Rham 复 形 ,区 所 有 微分 形 
式 均 限制 为 县 紧 支 的 微分 形式 , 则 所 得 上 回 凋 称 紧 支 上 同调 (ecompact cohomolo- 
gy), 记 为 万 (AT 当 流 形 M 本 身 为 紧 狂 流 尼 时 ,. 厅 (MD) 与 通常 de Rham 上 同 
调 号 "(CM) 相 同 . 但 是 当 M 为 非 紧 流 形 . 例 如 对 ,人 ( ”天正 (下 面 我 
们 先 分 析 此 问题 , 先 分 析 n=1 的 简单 情况 ,A"( } 中 团 形式 必 常 函数 , 故 

再 人 =， (18.27) 
但 在 ”上 没有 有 具 紧 支 的 常 耳 数 , 故 

Hl )}= 0 (18.28) 

FF 所 有 1 撒 式 必 闭 , 即 A (: )=Z'( ), 但 是 易 证 所 有 1 形式 必 为 目 会 形式 . 
A = BI( ) 一 口 ,例如 
w= fr)dr 4 ) 


取 积 分 
| Ads = g(r) 和 .1 
dp = fr}dr = ww 
故 
Ht.)= 0 (18.20) 


下 向 分 析 上 上 其 上 紧 久 1 形式 w€ 4A.( ) ,它们 仍然 是 闭 形 式 ( 因 是 ， 上 上 最 高 阶 
形式 ) , 故 为 紧 敏 闭 链 . 
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A'(.)= AL ) 
取 积 分 映射 

| ) 一 
此 映射 为 满 映 射 , 即 以 下 序列 并 侣 : 


| 
Z() > 一 -OO 


而 当 了 EA"( }) 具 有 紧 去 .dfE Bt ) 为 具有 紧 支 的 正 合 1 形式 , | df = 0. 即 df 


E Ker| .表明 存在 下 列 短 正 合 列 ， 
| 
中 一 一 有 (一 > 人 
即 
EC =， (18.30) 
以 上 分 析 可 推广 到 任意 w 维 平庸 空间 .“. 因 “ 同 伦 等 价 于 单 点 ,而 de Rham 上 辐 
滑 在 同 伦 等 价 下 不 变 , 即 晶 '《(“)= 1 ( 单 点 ), 即 
(= 


{18.31 
H(")- 0, 当 > 
而 对 紧 支 上 同调 ,利用 积分 映射 | ,可 证 ， 
| ， 
四 三 
而 对 目 合 a 形式 ww = do Bt.") 
| .= = 人 0.Bjw cE Ker| ， 
即 存在 下 列 短 止 合 系列 : 
| ， 
口 -一 有 (一 > 人 人 
即 
Hr( ")=. {18. 32) 


及 在 :” 上 没有 县 紧 支 常山 数 , 即 
{2*)=0 (18.32a) 


$ 18. 3 紧 支 上 同调 与 天 从 上 辣 请 ,Therm 同 构 与 菊 拉 不 性 关 ， 525 ， 


对 中 间 维 次 0<&<m ,与 通常 de Rham 上 同调 分 析 相 似 , 可 证 闭 形 式 必 正 合 形式 ， 
故 
下 (=0， 妆 生 天 六 (18.32b) 
这 申 注 意 , 紧 支 上 同调 非 同 伦 不 变量 ,在 仅 为 微分 同 肘 不 变量 . 
总 之 ,通常 de Rham 上 问 调 马 (MM ) 为 阿 伦 不 变量 ,本 = 互 下 总 访 政 
[FC ") = 
[HC Y=0, 当 k>D 
而 紧 支 上 同调 昌 (M) 不 上 内 为 同 伦 不 变量 , 仅 为 微分 同 肝 下 不 灾 明 , 崇 支 上 同调 是 
重要 概念 ,在 同调 论 中 还 有 些 相 互 等 价 概念 , 紧 支 上 同调 是 一 种 局 域 同 润 . 其 生成 
元 为 局 域 由 形式 {bump form), 当 M 为 紧 , 昌 (MY= 晶 CMD), 当 MM 非 紧 , 伺 仍 为 
局 城 紧 Hausdorff 襟 间 , 和 例如 MM=.", 则 BTCMY=H (MM-x),mEM,H' 
CMM zo) 称 为 xz 处 局 域 辣 调 群 , 即 有 尾 质 :六 (全 有 
0 
HC 0= HD)=0 Gh 
注意 紧 支 上 同调 复 形 五 (= | AOND ,di 的 : 些 特殊 人 性质 . 当 流 形 间 存在 光 
滑 连 续 映 射 FM->AN ,其 对 紧 去 形式 活 导 的 拖 回 贞 射 广 (4 (CN 一般 不 一 定 具 
有 紧 致 支 . 芭 4” - 般 不 足 流 形 如 上 的 逆 变 陶子 .但 是 ,如 果 我 们 不 这 论 所 有 的 党 
汝 上 映射 , 击 仅 讨 论 一 种 特殊 的 光滑 映射 ， 称 为 南 有 限时 (proper map) , 它 是 这 样 一 
a 使 紧 集 的 逆 像 仍 为 紧 集 , 当 f 为 固有 映射 , 则 其 诱导 的 拖 回 上 映射 : 
A (NIIE AT (CM). 
的 令 王 为 n 维 流 形 加 上 秩 矢 从 ,EE 的 专 截 面 为 M 
到 EE 的 微分 同 肝 构 太 . 即 Mx 10| 为 EE 的 形变 收缩 , 节 F 与 M 具 相 问 伦 型 ,它们 
具有 相同 de Rham 上 问 调 


{18,31) 


(18.32) 


H' (FE)~H’' (NM) (18.33) 
下 面 分 析 矢 从 的 紧 支 上 同调 . 首先 评 究 平庸 从 : 巨 = M x 
nr: 并 一 一 AT 


为 投射 映射 ,其 诱导 的 对 M 上 形式 拖 回 到 五 二 形式 - 般 非 紧 支 , 即 r 4 (MI) 党 
具 非 紧 支 .但 存在 -种 排 前 映射 x, , 称 为 沿 纤 维 积 分 (integration over [ibre) ,或 称 
Ciysin 国会 

LaMx }— A (M) 
注意 ,站 (Mx ) 务 元素 可 惟一 一 表示 为 下 面 两 种 形式 的 线性 组 台 


ji， r= wf 
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ii, ry=A wr fe, dr. 
其 中 3 ,1) 为 上 内 紧 支 晴 数 ,6w 为 底 流 形 上 微分 形式 .可 这 样 定义 映射 x 
和 Ti 二 人 9 
易 证 这 样 引入 的 ， 与 外 微分 算 子 4 交换 , 帮 可 诱导 上 同调 链 映射 
XXX 一 AM 


ml 
让 ;tt 二 | FT td 


故 诱导 1 一 1 对 应 人 射 
rn: (Mx oH {MM) (18.34) 
为 产生 与 x， 北方 向 映射 ,引信 
“= edi € A ),H| c=1 
引入 映射 
eriA (MM)- rrA,"{Mx ) 
we 
易 证 e.d=de. ,上 南 e. 为 上 同调 链 映射 ,HH 
me =on 人 (AT 
虽然 e, "x 天 1; 但 可 证 存在 同 伦 算 子 
KA (Mx 一 -4 IOMx ) 
wy 一 合作 
中， fdr 一 中 fdi 一 wk fdr 
其 中 EE(1) = | 可 以 证 明 
] er 和 = -1 dR -Kdjon Hl(Mx.!) 
册 此 ,存在 同人 移 映射 : 


H’* {Mx IOM) 


注意 ,对 单 点 上 常 旺 数 1 重复 用 ce. 次 可 得 
eo A Ae elfijdt A A ettijde = a 


机 


可 选 归 一 | .2 = 1 ,可 选 & 的 支 尽 可 能 小 ,所 得 局 域 肿 有 形式 (bump fomu)e 为 
成 ( 人 的 生 威 站 


8 18.3 紧 支 上 同 油 与 入 从 二 调 ,Thom 同 愧 与 欧 拉 示 性 类 ”5327 ， 


以 于 分 析 可 推广 到 到 秩 关 从 天 xM ,可算 六 矢 从 的 在 重 直 方向 具 紧 支 的 人间 
调 HE). 即 代 奉 分 析 4 (ER) ,而 钱 究 在 垂 旧 方向 具 紧 支 的 形式 A (FEF). 即 当 
将 它 限 制 在 每 固定 纤维 上 时 具有 紧 化 区， 

令 王 为 网 工 & 秩 矢 然 ,为 可 定向 失 伏 ,下 的 :个 定向 是 指 它 的 第 二 阶 外 征 
从 A 有 一 个 处 外 砷 零 的 戴 而 . S:M 一 AE. 此 截面 在 每 个 纤维 上,(p 为 MM 上 仔 
意 点} 上 诱导 一 个 定向 ,而 下 ,之 “为 一 个 保持 定向 的 微分 辐 肪 , 它 请 导 同 构 
H (ED)HE *). 

失 从 上 上 微分 形式 是 下 向 黄种 微分 形式 的 组 合 : 
1 .zi 三 《区 的 
2 r= ws dA Adi,. 
其 中 对 每 个 闫 定 x+E MM 其 有 紧 致 支 ,w EEA'(M), 可 这 样 定义 Gysin 间 态 rr 
{ 说 纤维 和 分 ): 


让 1 | 0 
TT | rr td A A di 


本 以 进 明 ,这 样 定 六 的 xl r 与 M 上 开 葛 请 坐标 选取 无 关 , 与 失 从 下 的 局 域 平庸 
化 选择 无 关 , 即 x，z 为 MM 上 有 整体 定义 的 微分 形式 (global form) .开本 证 x， d= 
dz , 即 x， 为 上 同调 链 上 映射 ,存在 
定理 (projection formula) 度 xrF 一 朵 为 不 秩 定 向 夭 其 ,woEATUOM)rE 4 (CE), 
则 

和 To {18.35) 
进一步 当 底 流 形 Mf 为 x 维 定向 ,ww 七 A M,CAL(E), 则 上 式 中 Gysin 同 
态 可 具体 表示 为 


| 站 一 | 
注意 7 在 纤维 方 站 有 具 紧 支 ,而 ww 与 x*w 在 订 横向 具 紧 支 . 
Gysin 辐 态 x， 在 同调 群 万 : (PE 与 日 "(AD) 间 建立 同 构 , 称 Thom 同 构 , 即 
定理 (Thom 同 构 ) 令 下 为 M 二 上 & 筷 定向 和 从 , 则 存在 同 构 
HL(E)Y~ HI *(M) (18, 37) 
且 和 天 从 下 上 存在 惟一 的 上 同调 类 
$b Ee EFE) 
称 Thom 示 性 类, 满足 x,$=1€ (MD), 即 矢 从 下 的 二 hom 示 性 类 $F) 是 底 流 
形 标 量 常 水 数 1 的 同 构 像 . 即 存 在 Thom 同 构 


wT (18.36) 
MF 
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HI (MH “(FE) 
| > $1) € TE CE) (18. 37a) 
tw sr wh Bl) 
Thom 类 #$(FE) 限 制 到 每 个 纤维 下 上 时 ,好 (CF) 的 生成 万 . 今 7 表 示 矢 从 下 的 零 
截面 : 


1: MF 
零 截面 i 诱导 的 拖 问 上 映射， 将 Thom 类 % 邱 笃 诡 流 天 WM 上 称 为 欧 拉 示 性 类 
XE = 7 $1 E HCM) (18.38) 


它 标 志 定 回 水 外 扭曲 程度 . 当 炎 从 所 县 有 整体 莫 堆 截 面 , 则 和 天 从 下 平庸 ,x(E)= 
0 对流 形 MI 上 切 从 荆 (MDD ,其 欧 拉 类 耻 称 为 流 形 Mf 的 欧 接 类. 
XM SSXTOM)) € TIM) (18.39) 
是 M 上 存在 处 处 非 址 切 场 的 惟一 折 扑 障碍 { 见 习题 十 八 ) 
与 (18.32) 式 讨论 类 似 , 失 从 垂直 紧 支 上 同 滑 ,为 和 欠 从 零 截面 邻 域 局 域 | 同调 ， 
也 可 记 为 所 7 (FE 天 0)， 
万 (一 0) (18.40) 
非 间 伦 不 变量 , 仪 为 微分 同 且 不 变量 . 


$18.4 矢 从 KK 理论 简介 椭圆 微分 算 子 的 拓扑 指数 
与 Atiyah-Singer 指标 定理 


本 节 着 重 同 伦 分 析 , 常 将 底 流 形 作 CW 复 形 训 分 ,为 与 : 般 文 献 符号 - 致 , 采 
用 符 和 将 底 空间 记 为 六 ( 可 以 是 一 般 流 形 M 的 推广 ) ,并 篇 化 记号 ,将 8$13.7 的 矢 
共同 构 类 集合 Vect( MD) 简 认为 VEX), V(X)= iE1 是 底 空 间 X 上 矢 从 同 构 类 构 
成 半 铬 ,可 引入 等 价 关 系 组 成 天 群 :KIX)= }; 玉 .Fl, 存 主 占 入 关系 
VIX)— K(X) 


pIF,0 (18.,41) 
可 将 上 K(X) 中 任意 元 素 [ 玉 , 下 ] 记 为 
[EF; = [EO + [0,F] = iE]-[IF] (8,42) 
证 意 在 天 样 KCX) = 和 [Eji 中 , 切 雁 了 (SS?) 与 平 甫 从 e? 属于 同一 等 价 类 
(S57}) 一 e’ 


等 价 关系 ~ 称 稳定 等 价 关 系 . 如 两 和 从 太 与 FF 具有 关系 
Fme= Fe 


918.4 天 从 下 理论 简介 ” 杭 加 微分 算 子 的 拓 朱 指数 与 Atiyah-Singer 指标 定理 ， 529 ， 


则 称 尼 与 忆 稳定 等 价 ,天 一 下 ,它们 属于 同一 等 价 类 . 矢 丛 下 的 等 价 类 ,EE ] 称 稳定 
兴 从 .对 于 高 秩 天 内 ,稳定 等 价 美 系 可 为 同 构 关 系 . 寻 
对 实 天 从 ， > dirnX 
18.43 
对 复 舌 惰 ， 呈 > ydim. X ( ) 
当 矢 从 秩 超过 上 述 稳 定 范 阁 ,稳定 等 价 即 为 同 构 , 仅 在 这 时 平庸 从 可 相 消 . 
利用 矢 从 的 张 量 积 的 可 在 天 1 和) 工 定义 乘积 
[IE]:[F]=iFRF] (18.44 1 
它 合 K(X) 成 可 交换 环 . 矢 上 会 张 量 积 的 反对 称 积 称 为 和 拓 从 的 外 积 . 令 下 为 并 六 
秩 复 和 所 从 ,和 失 从 的 次 外 积 A'E(1 志 7 记 ) 具 有 性 质 
A (EDF) = AFG PAF (18.45) 


以 上 运算 通过 等 价 类 可 推广 为 K(X) 环 中 运算 ， 并 可 用 形式 峰 级 数 引 入 外 积 的 牛 
成 丽 数 


A{E) 一 之 [人 已 江 €E K(X) (18.46) 
此 性 质 
AAE DF) = AF) :A(F) (18.471 
而 
AE) = A El- LIAME] €E K(X) (18.48) 


下 面 用 K 群 定义 一 种 推广 的 上 同调 论 . 没 生 具有 一 基点 zx EX, 则 自信 映射 
rt "X 诱 导 同 态 


一 Ko) {18.49) 
同 态 核 即 约 化 群 K(X)= Ker ii ,为 KK(X) 环 的 理想 , 即 
K(X) = K(X,r) + Kir,) = K(XI+ (18. 50) 
即 与 香 点 同 伦 的 空间 上 和 失 从 V(x) 必 平 唐 , 仪 按 失 从 维 数 同 伦 分 类 : 
VEr) = ., 
为 韭 负 整 数 集合 .引入 等 价 关 系 使 半 样 . ; 扩充 为 整数 加 群 . , 即 
Kirn) 全 


而 约 化 KK 格 民 (XX) = K(X,.ro) 为 K(X) 的 实质 部 分 ,存在 陪 和 人 关系 
V{X) —*» K(X) 
E—* [F,dinmE] (18.51) 
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注意 人 (CX) 直 人 KC 各 区 (I 均 为 伦 型 不 变 ， 
和 在意 13.5 曾 指 出 ,对 底 空 间 站 上 上 秩 复 失 从 集合 VX) ,存在 善 返 分 类 空间 
B, 1,: 
Bf, {rr ,= lm Lem Lk) x i 上 k&) 
和) 可 用 底 襟 间 和 到 分 类 宗 间 连续 觅 射 站 的 同 伦 等 价 类 -六 ,Bi ] 米 全 类 ,者 
虑 到 分 类 裕固 的 自然 浸 人 序列 


ni 


用 BL 表示 万 限 并 UG. , 赋 以 极限 拓扑 所 构成 的 拓扑 空间 . 实际 [对 确定 的 底 


习 问 X, 仪 需 取 和 超过 (18.43) 式 稳定 范围 , 快 遇 稳定 同 伦 类 集合 与 约 化 人 样 同 构 
XX,BU] K(X) {18. 32) 


例 旭 ,全 大 = 
RiS}= SBU] xn,{BU) 
' 当 为 但 {118.53) 
= x (0) = | 
0， 当 坟 为 奇 
令 让 为 XX 的 了 集 ;ACX,XLY 表示 将 及 搜 为 一 点 所 得 空间 ,存在 上 下列 宏 间 
连 统 觅 射 自 谷 序 人 出 
A—rX. Tr XiA (18.54) 
注 蕊 到 (18.52) 式 ,出 -上 到 列 知 下 而 约 化 玉 样 序 列 
并 (CVD » RON)-S> RA) ¢ [8.55) 
样 同 态 正 人 台 序 列 ,可 汗 义 空间 对 (X ,有 3) 的 机 对 玉 群 为 
K(XN,A) = K(XIA) 


得 序列 


KX,A) E>R(X) TrR(A) (18. 55a) 
令 (X AD) 为 紧 考 空间 对 ,将 与 4 换 为 下 与 汪 < 点 ,即将 并 (YX)59 民 (4) 拘 
加 .上 ,上 序列 的 正人 台 性 仍 保持 , 即 序列 


K(X,A)- » K(X)-— K(A) (18.56) 
为 自 合 序 硬 ， 
下 出 我 们 半 这 样 定 义 的 相对 群 的 特点 进行 分 析 , 正如 (418.42) 碟 析 示 ， 
KJ) 中 任 冲 区 条 有 具有 形式 1F ER = 天] - [下 ,其 中 下 .下 均 为 窜 间 入 上 复 人 入 
夫 , 现 要 求 
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i (IE,FI})=0 
当 导 可 当 玉 与 六 限制 在 A 上 时 为 辐 构 ,友之 , 任 一 同 攀 El 一 让; 邦 可 以 扩张 
为 保持 纤维 的 线性 映射 
9 了 
、 (18.57) 
Fits la 
骨 此 K(X, 有 A) 的 扰 素 为 三 元 组 (FEF, 下 ,gp) 的 等 价 类 . 
注意 序 到 (18.56) 为 下 合 序 列 ,Iny = Keri ,但 是 站 不 一 定 为 满 射 ,j "也 不 
一 十 为 人 射 ,如 何 将 正 合 序列 延长 是 我 们 下 面 要 分 析 问 题 . 
下 面 肝 CW 复 形 语言 对 底 空 间作 同 伦 分 析 , 令 和 为 紧 致 拓扑 空间 ,可 对 它 引 
人 锥 射 feone) 
CXR— CX= x1Xx!li {18.58) 
其 中 =, 为 用 区 问 . 锥 C 久 是 将 久 x4 中 顶部 下 X11i 视 为 一 点 所 得 袍 
闻 .CS 明 然 是 叮 缩 的 ,进一步 可 引 人 人 国 纬 映射 {suspension) 
SIX 一 > = CXIX (18. 50) 
| 述 过 各 可 如 十 图 匠 示 


| | 人 和信 0 


利用 空间 同 纬 师 象 可 使 目 合 序列 (18. 54) 向 布 延伸 .首先 可 将 投射 X ”=X1A 用 
和 人 映射 的 回 伦 运算 来 表达 . 即 在 (Xx 301) UCAx 站 中 将 顶部 Ax 111 提 人 得 
富 间 

XUCA= XxIODU Ax DAxIO 
由 于 CA 可 缩 ,使 XUCA 同 伦 等 价 于 X1A ,再 进一步 将 X 提 侣 得 
XU CAIX = SA 


以 上 过 程 相 如 下 多 所 水. 
是 可 得 下 列 空 间 连 统 映 射 序列 ， 
RRUCA— SA (18.60) 
注意 到 同 伦 关 系 YUC4 ~- XiA ,利用 正 合 序列 {18.60} 可 将 正 合 序列 (98,54) 向 
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人 4 


和 


Li OF 4 一 于 


右 延 伸 , 将 (18.54) 中 投射 上 换 为 棋 大 上 屿 射 的 同 伦 运 算 , 即 庆 在 正 侣 序 询 
XUCa- 一 5S4 一 -S 一 - 
‘A [a {18.61) 
有 一 >X 一 -XIA 
作用 以 反 道 蛮 丽 子 ,可 得 
一 (CSX) HR(SA) >R(XAA) -并 (0X) 王 = 《18.62) 
进 :下 可 引 人 人 和 多重 同 纬 映射 


S(SX) = SX, ,SS{S8" r= SX (18.63) 
可 将 空间 映射 正 合 序列 (18.61) 继 续 向 右 推移 .同时 可 以 定 交 沿 阶 天 群 ， 
KE™"(X} = KRK(S’X), n 过 (18.64) 
于 是 可 得 K 群 的 长 正 合 序列 
RX) KA KR" TIX,A)- ~ (18.65) 


以 上 正 侣 序列 促 对 "(XX)(n 衬 0 有 定义 ,似乎 不 可 无 限 延 长 .但 是 由 十 复 玫 从 
KK 理论 存在 Bott 周期 定理 ; 

K(XY = KE(S:X) {18.66) 
利用 Bott 周期 可 以 定义 

K"™(X) = K" (xX) (18.67) 
上 式 囊 选 上 充分 大 ,使 K”"( 交 ) 可 定义 .于 是 原本 半 巨 限 正 全 序列 ( 称 Barrat-Puppe 
系列 ) 可 进一步 癌 右 推移 ,于 是 可 得 一 完整 的 长 止 合 序列 ,使 阶 化 天 群 氏 (0X)= 
K(X 多]ODK'CX) 组 成 ) 义 上 同调 论 . 使 得 多 理论 中 也 有 下 hom 同 悔 对 应 , 几乎 可 
以 逐 字 重 复 上 节 对 (8.37} 式 的 分 析 ; 
Thom 辐 构 定理 : 令 卫 一“M 为 复 矢 从 ,在 K(X) 与 K(E, 上 -0) 间 存在 同 构 映射 

DKRCX) Yr KI(E,E -OKAE) 
一 ra (£): yll) (18.68) 
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下 面 利用 复 矢 从 KK 理论 及 hom 回 构 来 分 析 顶 贺 微 分 算 子 的 拓 外 指数 问题 ， 
在 818.2 分 析 表 明 , 酉 疝 徽 分 算 子 的 主 银 征 efD) 决 定 了 以 余 切 失 为 太空 间 的 
zx 开 到 下 的 映射 ,月 此 映射 当 限 制 在 余 切 从 零 截面 符 状 邹 域 外 时 为 辣 枸 , 即 如 
{18.24) 式 : 


oD EI ep 
本 节 (18.56) 人 到 (18.57) 分 析 进 一 步 表明 ,具有 (18.24) 式 性 质 的 三 元 组 (x 下 ， 
rafD)) 雇 定 了 相对 哄 群 KITT MT M0) 的 成 元 , 称 为 象征 从 (symbol 
hurndle)} 
FID = [a En FoD]E KET"M. TM -0) (18.69) 
是 KO 和 MT"” MM 人 0 的 成 元 ,Thom 同 构 太 陈 特 征 标 映射 可 使 我 们 由 相对 
KK 群 元 素 出 发 到 达 底 空间 上 同调 群 日 ` (A) 的 元 素 , 上 再 对 基本 形式 [AM]E 时 CAW) 作 
积分 可 得 算 子 四 的 拓扑 指数 . 调 两 种 Thom 同 构 {18. 37) 与 (18.68}) 开 辟 了 疝 条 到 
这 及 (2) 的 途径 , 凤 
KITT MT M -0 -rH (TM,TM .0) 
py 下 牛市 丈 ， 


K(M) A» HH‘(M) 


此 两 条 途径 不 可 交换 ;chy 天 多 .下 面 分 析 此 问题 ,从 失 从 玉 EK(M) 由 发 
ThptEl= rh{tr Er Hl) = x [er EE cAyg(l}} 
= hE * rchyg(tl) EH (M) (18.70) 
其 中 ,zhyg(1) 三 A(E)E 有 H"(M) 称 为 和 撩 从 下 的 基本 示 性 类 , 怡 为 上 图 两 条 路 径 
的 父 换 亏损 (Ceommutativity defect). 当 我 们 定义 算 子 中 的 拓扑 指数 时 ,党 将 此 示 性 
类 pf 上 作为 改正 项 放 入 . 
为 计算 Pr{ 五 ), 先 分 析 下 Thom 同 构 映 射 的 一 些 特点 , 当 底 流 形 iM 为 紧 , 对 什 
意 EE (MD) 通过 Thon 同 构 映射 $:H "(MD 一 H.*(E) 
{wm) = x ww $1) (18.37) 
再 将 上 起 通过 零 截面 抑 回 映射 i : 
i pw) = w+ x(E) (18.71) 
完 企 类 似 , 对 于 广义 上 同调 ,也 朋 直 点 的 Thom 同 构 . 栋 矢 从 的 民 理论 中 , 儿 乎 可 
以 逐 句 重复 分 析 : 
上 理论 中 Thom 同 构 定理 :对 于 任 - , 复 矢 从 天 一 >M ,存在 Thom 同 构 映 射 
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RM) KE) ~ KIE,E -0) 
E—*rn EH}IE RIEE-0) (18.72) 
其 中 Thom 示 性 类 
1) = [a AE ee | 
其 中 。, 契 指 对 失 亿 上 中 每 一 上 基 矢 e 有 下 形式 作用 


e, 二 eA 7, 
当 限 竺 到 零 截面 册 拖 同上 映射 六 
i Hy = A (FE) € KM) (119.73) 
上 上 式 中 必 (FE) 为 (18.46) 式 天 从 外 各 生成 国 数 
A = A™PE]- [AME] € KC(M) (18.48) 


下 面 讨论 改正 因子 2 的 计算 : 
an(EY— royg(l) EH'(M) 
关键 在 于 如 和 何 算 Thom 同 构 上 映射 上 的 首 映射 : 沿 矢 从 纤 维 积分 x ,我 们 知道 , 复 矢 
锥 的 任意 示 性 类 都 是 陈 类 的 多 项 式 有 理 函 数 ,如 何 算出 基本 示 性 类 cx( 瑟 ) 的 明显 
表达 式 ” 为 此 我 们 先 分 析 普 适 分 类 空间 Bi = M 上 普通 矢 处 < - * 昌 的 基 林 
示 性 类 jy(8)EH' CB.0) .四 (18,71) 式 知 


MED AOE 2 pe)) = hp) = chi' y{1) EAE) 
由 于 我 们 是 在 互 ”〈( Bu ) 中 讨论 , 它 是 整 环 , 没 有 零 因子 , 乘 以 x {FEF) 的 运算 是 
] 一 1 对 应 的 ， 
由 分 模 原 理 ,#= 4 的 …+ 2, 旦 令 .=c(1,), 则 


中 和 
a2 = [a 0 = [1 )) 
1 二 了 -| 
(ECL+ecs 
1-1 


cf IE) = 中 (1 一 ee ) 
ehA :EY — 已 
xlé) 1 
即 在 通过 Thom 隔 构 与 陈 特征 标 完 义 算 子 D 的 拓扑 指数 时 , 需 寨 和 改正 因子 
CE) ' 即 禹 蹇 人 人 ‘Todd 类 Tiz(E) 因 子 . 
EF 而 分 析 流 形 M 上 椭 贺 微分 算 子 DD 的 拓扑 指数 .对 任意 流 形 M ,其 团 雁 PW 


林 导 为 近 复 流 形 , 即 令 TM 一 > 为 切 从 , 切 从 的 邯 从 


PEi = 


= {ey! {18.74) 


&18 4 其 从 民 理 论 简介 精 圆 微分 算 了 的 拓扑 指 数 旺 Miyab -Singer 指标 定理 ， 33 。 


TITAW -x (IMD Ps (TM x (CM) 
对 它 梧 进行 埋 兴 分析. 存在 
定理 CAtiyah-Singer} 今 M 为 监 光 清流 形 ,六 为 作用 于 和 开关 从 截击 的 椭 国 币 
分 等 子 , 其 主 象 入 ef 在 KTC ,TM 0) 中 决定 了 广 - 个 象征 大 荆 (TD) 

ED = Tr Fa FolD IE KT TMT MM 0) 
则 

IndD -1 nh ED TS MT 18.73) 
以 中 站 M | 表示 需 抽出 x 维 体积 元 再 对 整个 流 形 M 积分 因子 (一 1)”“” 是 由 于 由 
定向 诱导 TM 是 轩 时 定向 选择 因子 引起 . 令 (ey,…,e) 为 TM 的 基底 ,决定 了 
其 正则 定向 , 则 CTM) 的 定向 基 遍 可 选 为 

(ere vee ar estes), the, 2 Je, 
控 此 规则 .Vf 中标 架 的 任意 痛 换 ,诱导 TM 中 标 捍 的 偶 凤 摘 , 即 给 出 TU 中 整体 
定 问 . 
如 何 计 算 x ch (EID) E 五 (MT) ,可 利用 (18.71) 式 ,得 

xt ThI) "TD)= 7 oh sD) = hi (BDY = hIFE— Fi= hE -hE 
CAE — chF 


Ttht EI) = x TNA) C18., 76) 
带 人 (18,75) 式 ,于 是 Atiyah_Singer 定理 也 可 写 为 
IndD= (0D ME FE, TY 3 YM) (18.77) 


x TN) 
F 式 石山 各 二 性 类 帮 旺 底 流 凡 MM 上 挤 阶 闭 微分 形式 ,可 表示 为 矢 从 的 曲率 多 项 
式 . 上 式 将 微分 算 子 DD 人 曲 滨 多 项 式 ( 示 性 
类 这 些 局 域 不 变量 ) 的 积分 表达 . 上 式 中 被 欧 往 类 yx(TWD) 除 永 预 先 完成 , 即 上 式 


对 yxy( TM) 0 的 流 形 由 成 立 , 仅 要求 南 人 = mi 本 身 有 意义 即 
H 


C18.75) 或 (18.77) 右 端 称 为 辅 图 微分 算 子 的 扩 扑 指数 . Artiyabh-Singer 肯 
j , 当 问 贡 然 二 及 下 决定 后 ,可 决定 拓扑 指数 ,他 们 证 明 此 拓扑 指数 为 向 数 , 半 绰 
i - 些 性 原 的 惟 - -拓扑 指数 ,他 们 还 证 明 . 作 用 二 向量 热 载 南 算 子 的 解析 指数 
出 满足 相间 性 贰 ,出 惟一 -性 定理 确定 了 解析 指数 即 上 述 褒 扑 指 数 . 
在 下 节 我 们 将 对 四 种 经 上 典 椭圆 复 形 (ojliptic complex) 给 出 ALS 定 弄 的 具体 夷 
过 成 ,本 看 出 经 监 的 Gauss Bonnet 定理 .Tfirzebruch 定理 ,Riemanm-Roch 定理 等 都 
是 AS 指数 定理 的 特例 . 
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$ 18.5 经 典 椭圆 复 形 太 其 相应 指标 定理 


令 jF, 1 为 肾 致 流 形 M 上 的 复 和 泉 从 的 有 限 系列 . 令 算 子 
D :NE,)— T(E,.,) (i8.78) 
组 成 微分 算 子 系 别 ;D, | ,如 图 18.4 所 示 . 


J 


— TE re TE 一 一 Ti) 一 > 
也 -| D, Dl 


图 18.4 
如 果 D,D,， ,=0;, 即 
Ker D, DO lm D,, ‘(18.79) 
则 上 上述 系列 (i ,中 = (| 下 iD 站 称 为 复 形 (complex) .如 图 18.4 所 示 . 
令 算 子 

D:D (En) ) 
为 D, 的 对 侦 上 映射 .可 定义 相应 的 Laplace 算 子 : 

MA, = DD, 1 DID， 

MTT(E,)— (FE,) ‘8.80) 
当 作 用 在 各 向 量 从 所 上 的 Lablacee 算 子 A, 为 椭 呵 算 子 时 , 则 相应 复 形 称 为 燃 加 
复 形 .Ah, =0 的 解 hi, 称 为 谐 和 截面 . 复 彤 (E,D) 为 椭圆 复 形 的 充 要 条 件 , 是 其 象 
征 (symbol) 系 列 为 正 合 系列 (exact sequence), 即 


Ker D,(1,k) = ImD 1(r,k),kE0 (18.81) 
由 于 (18,79) 式 ,可 定义 椭圆 复 形 (E,D) 的 上 同调 群 
HE,D) = Ker D, fm D,., (18.82) 


可 证 每 一 上 同调 类 仅 含 一 个 谐 和 形式 , 即 有 同 构 
于 (下 ,D) = Ker A, 
由 于 KerA, 维 数 有 跟 , 故 各 阶 上 同调 群 维 数 有 限 ,十 是 可 定义 奏 圆 复 形 的 指数 
Indf FE ,1)) = >» (— DdimH (FF TD) = 和 (一 lj dim Kera (18.83) 
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对 峡 加 复 形 CE ,DD) ,A-S 指数 定理 (18.77) 式 可 表 小 为 
| 1h(E,) 
nd EE, = -1 二 A IM YW OLM | (18.84) 
下 向 我 们 先 以 de Rham 复 撒 为 例 米 说 明 A-S 指数 定理 的 具体 形式 . 
令 M 为 复 定 向 紧 致 : 维 流 形 , 共 上 各 阶 微分 形式 14 ;组 成 流 形 咎 复 上 形式 
矢 从 系列 ,外 微分 算 子 4 定义 了 算 子 系列 1e | 


Fe 性 妇 
一 > 一 (18.85) 


相应 地 有 对 偶 算 子 8 为 其 伴随 算 子 系列 . 易 证 复 形 (4 ,qd ) 为 梢 国 复 形 , 称 de Rham 
复 形 . 


Ke 
dim dim HS (M,CY = dim HCM, RY = hh, 
m di,_i 
Ind{Ad) = YO {6 = xtM) (18.86) 


上 
即 de Rham 复 形 的 解析 指数 就 引流 形 的 欧 拉 数 ,下 页 计算 (18. 84) 式 的 右 端 , 设 
dimM = 5 二 27 ,由 (18.84) 式 ,de Rham 椭 阅 复 形 (4 ,9) 的 Atiyah-Singer 指标 定理 
H 胡 示 为 
>» (Fe tad MED ) 


IndiAad} = 1 © 
| et ITM) 


{13.87) 
利用 分 烈 原 理 
MG = 四 和 (+ 
rr I[ 
仿 =0 000) 一 一 旋 ; 吉 


"pf A 1 一 
id( TM CG ) | | | 
et NT) || Th 

二 1 


" 11 ， 
TT ) = [i -es)= [TU -er)(-e") 
&-1 Ek- 1[ 


rt 1 


代 人 (18.87) 式 得 
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jndf4 ,ec . {— 1) 


|, : Pe 人 
1] 


二 [Ee ( TM) (18. 88) 


F 式 天 且 ,ce Rham 天 Ativah-Singer 定理 , 团 就 知 芍 Gausw-Jonnet 定理 : 灌 形 I 
的 获 拉 水性 数 yy CN) 可 训 示 为 欧 拉 未 性 类 gf 了 TMD) 的 积分 


YN) 一 | (TM) (8 891 


当 令 分 算 了 于 1 的 象征 oll 在 了 MM 的 某 支 集 外 为 并 性 , 算 子 D 称 发 起 经 
典 的 (elassical) .经 典 靖 阅 复 形 通常 有 四 种 类 型 :de Rham 复 肛 , 导 监 (sipmmlure) 复 
形 ,Dolbault 复 形 .及 自 旋 复 形 .前 而 分 析 耻 de Rham 复 形 及 相应 鬼 和 auss Bonnet 
人 于 面 分 析 另 二 类 经 典 钴 六 复 形 及 其 相应 的 指标 定理 ， 

导 莽 复 弦 与 Hirzebruch 1 密 项 式 

人 M 为 紧 致 定向 侦 维 葡 曼 流 形 , dimW = x = 2 对 于 中 间 维 数 工 同调 群 
厅 (M，) .可 利 放 外 乘 来 定义 枫 个 微分 形式 的 整体 内 积 (; ) 


(asw) = | shw, rwuEH(M,) (18.90) 
wf 


出 于 Pomearé 对 偶 , 这 样 定 义 的 内 积 非 简 并 , 即 对 任意 o 半 0. 必 存在 使 (o,w) 郑 
0, 当 1 王 2& 为 偶 , 此 办 积 为 对 称 .出 线性 代数 理论 知道 ,二 次 型 可 用 初等 运算 对 角 
化 ,存在 惯性 定理 ;一 次 型 可 出 正 负 本 征 值 数 之 差 来 分 类 . 对 非 简 并 双 线 性 对 称 形 
式 .其 止 本 和 定 值 数 减 去 负 本 征 值 数 称 为 苇 差 rf(AM) .如 7 为 奇 ,如 定义 的 内 和 为 反 
对 称 ,这 时 定义 号 差 zr(M) 为 盏 .下 而 将 集中 分 析 /为 但 , 即 流 形 M 的 维 数 

"tt 二 dE， 让 全 
利用 Hodge* 算 子 3 引入 作用 在 流 撒 M1 的 形式 上 的 算 了 


r= {19.91) 
让 
wf =— ja, ad -da (13.92) 
即 算 了 wu 与 (w+) 及 对 易 
atd tO) (d+ ea (18.93) 
及 易 评 
a 1] (19. 04) 


避 信 为 和 的 素 征 什 为 .1 的 油分 形式 室 间 ,注意 到 (018.93? 二 ,有 


和 18.S 深 上 典 帆 辐 复 形 总 其 相 这 指标 定型 | 339 - 


dr eT(A => A ) 
复 形 (4 ,qd 1 5) 为 籽 阅 复 形 , 即 导 六 复 形 . 其 解析 指数 中 ,除了 中 国 维 数 p=2& 
的 谐 各 夷 式 以 外 ,a 的 =1 本 征 全 的 谐 和 形 坟 的 页 献 相 消 . 这 因 x 一 * ,a 的 本 征 让 
癌 必 为 A 与 4 形式 的 线性 组 台 , 邻 
名 一 和 人 
BI ag = #4. 09. =,, 则 
w= -0 .EA 
贡 除 产 = 3 = 2 的 形式 之 外 ,a 的 土 本 征 空 和 僻 成 对 电击 ,对 解析 指数 的 页 献 相 消 ， 
引 果 
IndiA el 人 mn 于 -dir CM. ) 
= qin (AT，) -dp (M,:) 
当 必 用 十 p 二 2& 的 撒 式 ， 
@ 二 和 { 当 p = 2k) 
四 将 有 (CM, RRR) 空间 分 解 为 按 Hodge * 作用 下 本 征 值 为 +1 的 两 个 子 空间 
甩 (M1 ,RD), 其 维 数 记 为 


bi = dimD (MM,R) (18.95) 
于 起 ,中 问 维 次 的 Beui 数 是 
Bos = ba + hs 
得 导 差 复 形 的 解析 指数 r( M) 可 表示 为 
TN Ind( A ed + 人) = dH (MR)- dimH™ (NM,R) 


= Bb, A (C18. 90) 
前 巡 匡 复 展 的 扩 扑 指数 , 即 Arivah-Singer 指标 定 肆 8.77) 的 和 夺 端 可 约 化 为 
mdiA .qd tS- 1 机 re 5 (0418.97) 


利用 分 裂 上 原理 
ha A MG )= | 中 (一 上 (ee 
| 站 一 1 
代入 (18.97) 式 右 端 ,其 被 积 宗 量 为 
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总 - AT | A*-1 _ 1 十 三 _ A + A 
AI LAD TAU 1-A ala 
1 : A 加 i : ri2 
ma et 的 =| .1 Tt = | .21I a = | LM 
tanh 7 
(18.98) 


本 2 S _ 
其 中 | 一半 5 三 LL(E) 称 约 化 上 多项式 , 即 号 差 复 形 (4 .df+ 人 的 Hirze: 
nh 1 上 


bruch 定理 
| LCM)， 当 1 为 偶 
rl mM ) -72| LOM) = " 
| 0, 3 | 为 厅 


(18.99) 


注意 到 Doineare 对 由 , 易 证 欧 拉 数 为 
X AT = pmod? = TANTnod2 

例 了 M= CP(2k), 上 居 欧 拉 数 为 

Y(tN) — 2k+1 
而 中 间 维 数 的 Beui 数 是 

Bb; = b= 1 

rtaf) = 1 
【2) Dolbeault 复 撒 
今 M 为 实 n =21 维 紧 致 复 流 形 (dim,M = 门 其 复 化 切 从 TM 的 可 按 复 结 

7 的 正 负 本 征 值 分 解 


TM 二 TT (18. 100) 
余 切 伏 外 逢 复 化 的 直 利 分 解 
MT ME m0 YA” (18. 101) 
其 中 
了 (18.102) 
称 为 (p,qg) 形 式 , 外 微分 算 了 
本 一 可 十 台 


其 中 2 一 dz -二 为 映 身 
dz, 


QC (CA) > CA) 


$ 18.5 经 典 彬 图 复 形 及 其 相应 指标 定理 4 
aps Aaa, 区 AM 
出 于 9 二 0, 下 序列 
A z (18. 103) 
称 为 Dolbeault 复 形 , 记 为 {A ,3), 其 解析 指数 
lnd(42 * ,0) - Ee bed (M) (18. 104) 


此 中 | 

"(MY) = Ker fm, } 
下 面 分 本 其 执 扑 指数 , 按 分 裂 原理 

! ’ 


(NAT)= [TO ev) (18. 105} 
-1] su-] 
将 上 式 代 人 指标 会 式 ; 


i r 


ch { > -13924091 | [ (] evry), 
由 . - Ef i 
{1]) ci (TMG ) = (- 1) 4 有 | 
I | 
! 人 
= ]| 一 一 = 妇 (TM) (18.106) 
-11l-e” 


将 Dolbeault 复 形 的 解析 指数 简 记 为 lndfv) , 则 由 AS 指数 定理 得 
Ind(9) = | a TM) (18.107) 
例如 , 当 =2,gdimM=1,M 为 瑟 畏 为 g 的 紧 致 歼 曼 而 


IAMY ANCM) 


解析 指数 
Ind(3) = dimnF (AM) -dimH = 1-g (18. 108) 
而 
te (TM) =]+ 村 + 证 十 ec 十 vv 
故 折 扑 指数 


1 1 
| aTM) 一 于 | < 二 3 XLM) 
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邯 对 二 格 g 的 紧 歼 各 而 ,其 欧 拉 数 
1 {MD) = 2 -24 (18. 109) 
为 经 典 Riemann-Roch 定 埋 的 特例 . 
Dolbeaul 复 彤 解析 指数 又 称 为 流 形 Mi 的 算术 部 格 (arithmetic genus). 下 
2=2 与 2=4 的 简单 情况 ,不 难看 出 , 流 形 的 算 椒 总 格 王 流 形 的 Euler 数 x (YD) 太 
守 其 rw 人 之 问 布 关系 


= 2 时 :Ind(a) = 二 y(M) 
(ls., 110) 
nn 二 4Hi: lndtd) = (CAM) zf AT 


利用 这 些 公式 ,可 以 判断 某 些 流 形 是 可 允许 复 结 构 . 例 如 ,3 M= 5S! 时 ,xd)= 
2,T(M) 二 0, 由 (18.110) 式 知 Ind(9)=3 . 非 整 数 . 说 明 S$ 虽然 由 优 维 可 年 回流 
形 , 但 是 不 允许 右 复 结构 

下 面 将 儿 种 简单 流 形 的 指数 x CMD ,rT (AT) ,及 lnd(o) 列 如 表 18.1, 以 备 参 


~ 


考 . 
表 18.1 若 千 简 单 流 形 的 指数 yx13ij,rfafj 与 Indl3) 
a 
S™ | 2 ' 由 一 
| 有 一 - 
lx! U | 0 
CPrary 2 ] | ， [ 


人 2 和 2 1 一 | 
苗 汀 


一 一 一 一 一 一 一 - 一 十 一 -- _ 一 | 一 -- 一 一 一 
: 流 形 向 昌 场 等 避 ”中 峙 维 数 请 半 偶 号 区 和 白 对 倍 入 宪 度 肛 有 有 划 结 构 首 有 定 

时 指数 各 谐 和 找 式 之 六. | 多 

当 ? 首 时 ,二 上 | 要 4 大 4 信和 数 时 ,rt 0 | 


3) 月 和 族 复 形 
相对 和 (的 正 变 标 哥 是 ,可 用 自 族 联络 定 交 洲 变 导数 .得 Dirac 于 庆 上 


} 1 
D = ye (i)), = en), 了 | Py ew (2r) (18 111) 


， 站 . , ， 1 和 - - 十 ， 1 - 2 
其 di 为 4X4 Dirac 短 阵 ,e 一 ;未 为 止 实 标 球场 ,ww dx ”为 白 旋 联 红 1 形式 ， 
站 
易 让 


十 ] - 加 i ny 
DD= DD -=- sDD, 1 lr TI RY = 


&185S 这 暴 椭 罗 和 揽 形 及 其 树 度 指标 窒 理 543 、 


内 此 ,对答 皮 流 形 , 欧 拉 算 于 的 主 部 是 椭 旺 的 . 
利用 y: 咎 阵 将 rac 艇 世 空 间 1 4 分 解 为 手 征 本 社 值 上 1 的 酚 个 尝 间 ;站 上 = 


yi = 土 由 (18.112) 
D(A,) = (A ), D :Pa )- TA,) 
战 育 旋 复 撒 (A . ,D 的 指数 为 
IndtA. ,DY = dm Ker D- dimKerD ~ nn, xn (18.113) 
其 中 必 ,是 手 征 2 1 的 Thrac 算 子 等 本 征 秆 解数 , 零 模 解 上 内 折 直 意义 ,而 解析 指数 为 
于 征 -1 零 模 解 数 莽 .下面 分 析 和 白族 复 形 (234. ,1) 的 扩 扑 指数 , 利 州 分 人 错 诛 理 


hlA A)= |] (ee (18.114) 
1- 1 
将 它 代 和 指标 公式 
[| fe ee}, 
kt CA] i Pe .了 a 
CD nT ME Dil | 
上 ， 1 
-1 
有 i 1 . 
AM) 
上 (er" ' e 的 -i sinh.a ,12 
了 | 


由利 旋 复 形 {A ,DI 的 4S 指 数 定理 可 表示 为 
ACTH) TS. Ts) 
Hl 


其 中 


ACIM) = |[ 2 op? = 4pa)+ 


下 1 
7 1 nh, 2 =! 于 六 $760 
标 为 M 的 A 台数 坟 和 性 类 ,例如 , 洁 dimM1 一 4， 


ni. 一 


1 -1 _ | i 
5 和 PWM = AD 40184061 


上 骨盆 术 担 曲 本 阅 复 形 (rwisted elliptie compleox) 与 相应 指 数 定 惠 . 博 鹿 计 论 的 四 
种 经 典 椭圆 复 形 , 是 流 形 切 从 (或 相应 标 架 主 从 ) 上 的 情 赚 复 形 . 当 流 开 上 的 务 场 基 
取 仁 在 奴 - 个 向 其 从 (例如 同位 旋 空间 ) 上 时 ,相当 十 原 切 从 复 形 与 从 从 的 张 
昔 积 .这 夺 各 椭圆 复 形 指数 定理 的 具体 表达 式 要 略微 复杂 些 , 辣 如 ; 

1) 地 曲 符号 复 形 (rwisted signature complex} 
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IndtATGY Y(ta 1 6) 二 | LIM) A ChY (18.117) 
-hi 
其 中 
CV) = Vs) 二 00 (18,118) 
-有 二 了 国 ET ， 
例 18.5 =2 md = | 2a(W) = 二 | ug 
Ji AI TM 
n= 二 4 Ind = dm ， | | 有 十 | (26tfV) de 
了 Ji 了 后 
dm ] 
国 -了 一 一 5 18.119) 
24m ， a AK | ao A 0 ( 


其 中 如 为 从 VY 的 明康 ,而 只 为 语 流 昆 切 处 曲率 ， 
2) 本 和 曲 Tolbeauall 复 形 (twisted Dolbeault cornplex) 


Ind(9.)= | d(T (MA Ch(V) (18. 120) 


ww 


例 18.6 n=2 lnd(3.)- 3dimV| (TOMD+| eV 
一 NI .1 


] , ，， ir 
一 5 dimY AT 去 | i C18. 121) 


信 M 为 所 格 为 上 的 紧 黎 曼 面 ,.# 志 示 不 恒 为 霍 的 亚 纯 辆 数 ,去 汪 不 性 为 堆 
的 全 纯 前 数 . W 上 每 个 半 纯 函数 了 E .本 MD) ,其 极点 及 零点 集会 记 为 DD = || 产 ， 
vtp.) = 请 0. 上 >0 表 未 i 是 阶 零点 ,0 表示 操 记 为 阶 极点 .iD 称 为 除 
Fdivison) ,vr(D)= 和 vy(p,) 称 为 队 于 的 阶 (degree). 
令 M 为 二 格 为 g 的 紧 致 艇 曼 面 ,其 + 每 个 半 纯 隔 数 FE 各) ,其 被 点 与 零 
点 集 从 (让 称 为 其 除 子 . 没 iUi 为 M 的 于 莫 羡 , 当 给 定 降 子 D, 总 有 -… 族 
i ,a ); 其 中 心 为 开 集 上 中 非 恒 为 零 的 开 纯 焕 数 :aE .可 Di,), HH 其 除 子 与 
D 在 UU 的 除 子 相 同 .在 交合 区 1 门 U 
a EU, fi 0,) (19. 122) 
于 是 由 除 子 DD 可 决定 一 全 纯 线 从 [Dj ,其 截击 在 交 赤 区 的 转换 艾 数 怡 为 gg = 
ala,.[Dj] 是 复线 从 ,有 其 陈 类 06E iCM，), 昌 有 一 整数 ， 
‘cD, MI = 区 (18. 123) 
恰 为 除 子 的 阶 . 妓 给 定 除 子 D,[ 有 为 MM 上 全 纯 线 从 . 今 
BMD = FE 全 MT 站 TD 和 


9 18.5 经典 业 网 复 形 及 其 村 应 指标 定 王 ， 545 ， 


Hi(M, Dl)= iw EE HEM) | {ow) 2 1): {18.]24) 


其 中 .# 表示 半 纯 微分 1 形式 ,(ow) 表示 | 撒 式 w 的 除 子 .Polhcault 牌子 


其 解析 指数 


HM DD) HI'CM, TD) 


Iadfo = dm Dj dimH (CM D]) 【8. 12s] 
其 拓扑 指数 按 118. 121) 式 为 


lnd) ，-- 1 dianfD]| ol TM))+ | ce [LD] 
二 ft Mt 


Lym)iada-l-g+ta 


一 者 相等 即 著名 的 经 典 Ricemann-Roch 定理 

dimH ta DT)- dr DY 1- y+d (18. 126) 
它 也 为 Ariyah Singer 指标 定理 的 特例 . 
3) 招 昌 和 白族 复 撒 {twisted spin complex) 


Ind( BO VD = | ACMY A CavV) (18. 127) 
| 
| i 
例 n=2y vy = | CT) 、 | eg (18. 128) 


7 yidimV| pi( TOM)) } ;| (ef 2 一 2c,( 4)) 


由 于 物理 上 党 讨论 
号 ,外 乘 符 号 省 略 ) 


nn 二 6,Ind DD. 一 


A 二 8,lnd1D. = 


192x 
日 旋 复 形 , 故 将 nn =6,8 的 情况 也 列 在 下 面 以 备 参 否 { 为 箭 北 记 


-dnV| (RAR)- ,| ra A NY (18.129) 
a BN 


1 ~ 1 了 | 3 
a tr 1 rf | 


1 | 『 dim V 
(2r} ut 5760 


-2 | 
! 2 2 1 | 
al Tri ”十 二 Gd | 


dim V 


A608 【tr 及 ) 


rR 1 


+ 


4) de Rham 复 形 对 所 册 不 撤 感 


Indf(4 人 Ye dimngv) y(M) (18.130) 


KF 面 将 本 广 分 析 的 四 种 经 供 椭 圆 复 雌 的 指数 定理 列 如 表 18.2, 表 明 它 们 玫 吓 
Atiyah-Singer 指数 定理 的 特例 ， 
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表 18.2 典型 椭 回 复 形 的 指数 定理 


经 典 指 数 定 型 虚 型 枉 圆 复 形 和 解 相 指数 i 要 扑 指数 


dd Rharm 复 形 


,| 证 型 | 1 of) i | Rd 
1 {Crave 定理 | [ad) | xf Jn bn | eM 
[Hitrzchrurh | 时 复 虎 | y Len 1 
| -_ .本 
2 jarzebrocb 定理 tA lo) ri 


A Vo} | 了 让 


| tT (CM) 
dT 


Dolbesult 入 拱 | 
3，Ricmann-Rexl 定理 [A NE mM 

wn- 0 iT CM A CRE YY 
(CA) | A 


.Thrac 竺 了 指数 福 于 上 | wd 1 
(A 
理 ~、 > ， b ， 2 、 了 
(人 TM) LV) 


S18.6 A-S 指数 定理 证 明 的 简单 介绍 ” 热 方 程 证 明 


A-S 指 数 定理 的 证 明 很 困难 , 主 归 有 一 类 证 明 ,这 些 不 同 证 明 的 区 别 在 上 它们 
对 代数 拓扑 学 的 表示 与 应 用 : 
1 配 志 证明 {feobordisna proof) 和 

此 法 为 提出 A-S 指数 定理 时 的 第 一 个 证 朋 , 是 Hirzebrueh 理论 的 推广 .在 问 偶 
维 守 回流 形 M 上 每 一 本 圆 算 地 等 价 于 (在 K 埋 沦 意义 下 } 扒 广 的 妨 甘 (signature) 
算 子 , 可 利 册 Thom 配 边 理论 ,用 拓扑 方法 ,得 到 一 般 号 差 算 子 的 公式 .由 于 此 证 骨 
2) 般 入 证 明 (mbedding proof 让 

此 是 总. Gitothendieck 对 Riemann-Roch 定理 证 明 方 法 的 推广 .利用 K 理论 ,对 
仁 意 拷 流 形 上 件 意 枉 圆 算 子 , 可 利 表 能 人 法 约 化 为 标准 形式 . 

Whitney 嵌 人 定理 证 明 , 任 意 光 请 连通 膨 ， 维 流 形 M 必 能 站 滑 地 杨 入 字 
因此 流 形 M 总 可 光滑 地 虞 入住 足 够 襄 的 N 维 平 空间 


MO—* 7 
进 -- 步 利用 反 理论 中 Thom 同 构 可 得 映射 
iTWTD) 人) (18.131) 
对 单 点 pt 也 存在 类 似 hom 同 构 映射 
Kip KT ) ( 18, 132) 


椭 辐 微分 算 子 的 指数 决定 于 其 主 象征 xfD) ,在 复 和 从 理论 中 对 应 的 象 入 从 的 


18.6 六 5 指数 定理 址 有 明 的 简单 介绍 热 方程 证 了 册 ， 547 ， 


同 伦 英 记 作 
BED} = |r Ex Fo le Kl T™) 
由 (18.131).,(18.1321} 可 组 成 映射 系 州 


KIM KT “)F > K(pt) =;. 

用 陈 特征 标 转 到 五 " (MD) 时 需 填 加 M 切 从 复 化 的 Todd 类 ,此 过 程 包 售 性 -性 ,而 
本 必 用 到 肯 边 理论 .此 证 明 方 法 强调 了 拓扑 与 分 析 的 统 - ,易于 推广 .但 是 ,经 典 椭 
间 算 子 在 能 人 过 各 中 特殊 结构 被 破坏 . 日 由 于 利用 了 较 深 的 民 理论 ,此 法 出 难于 
镍 一 般 物 组 学 家 掌握 . 
3) 热 廊 程 证 明 fheat equation proof) 2 

前述 两 类 让 明 主 要 采用 折 扑 方法 ,向 热 方程 证 明 提供 了 - :个 完全 不 同 的 对 指 
数 定 王 的 解析 证 明 . 此 法 的 基本 总 想来 月 M. Reisz 对 正 昌 作 算 了 谱 理 论 的 分 析 . 对 
于 给 定 彬 圆 微分 算 子 , 利 贞 热 方程 ,将 算 子 象征 (symbol) 展 于 ,可 得 到 被 积 的 局 域 
拓扑 不 变量 .这 分 析 方 法 昌 然 很 繁 , 但 是 它 晶 明 时 直接 地 将 经 典 算 子 与 流 形 的 黎 总 
结 梅 相 联 系 ,对 理解 算 子 谱 与 流 撒 拓扑 芒 度 规 性 质 间 关 系 很 有 带 助 . 亡 此 是 它 与 物 
理 壬 家 熟悉 的 量子 场 沦 重 目 化 理论 . 超 对 称 场 论 等 紧密 相关 ,物理 学 家 和 较 易 掌握 于 
得 到 广泛 应 用 ,因此 我 们 在 这 里 略微 仔细 地 介绍 . 

没 底 流 形 M 为 紧 致 无 边 定 向 歼 总 流 形 , 其 上 矢 从 与 条 从 下 的 整体 截面 组 
成 Hilhert 空间 TCE) 生 (FY, 在 其 间作 用 的 线性 微分 算 子 为 

D:T(E}—* TCF) 


存在 作 随 算 子 ,是 
VTiF) > PTE) 
Cy,Dé) = (人 (RE TF) 
页 利用 DD 与 D 组 成 两 个 非 负 的 白 伴 椭圆 算 子 
ar = DD, A = DY 
且 由 于 底 流 撒 紧 致 无 过 ,使 算 子 的 谱 分 立 . 令 
DE)= iEE DE);ALE = a8| 

P= pe TIF):AFD = Anp! 

(EE) KerD, TF)S Ker IY 
串 以 证 明 , 对 其 有 相同 的 非 鹤 本 入 值 2 的 空间 请) 与 攻 {) 同 构 , 即 具有 相 问 
多 重 性 ,如 (18.19) 式 所 示 , 而 仪 零 模 解 有 具有 不 同 多 重 性 ,于 是 

mdD = dimT, ED) dimTF)} 一 NFOD MD EY -dm (HY) 


(f(0) = 1) (18.133) 
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L 式 对 任意 满足 A(0) = 1 旦 使 上 式 中 玉 和 收 和 化 的 因数 均 成 立 . 注 意 到 a. 和 及, 的 
本 征 值 攻 负 , 明 数 


Ri) 一 ee (18.134) 


双关 0 的 z 值 收 襄 , 酸 丰 (12.64) 式 中 可 选 权 重 贤 数 Fa =e“*, 则 
Ind DD hti) — pr(ti), Yi>n {18. 135) 
FF 式 与 + 的 值 无 关 . 仪 要 求 y>0, 当 :0 时 ,下 式 右 问 两 项 均 奇 异 , 供 奇 宣 部 分 
相互 抵消 ,使 上 式 仍 有 意义 ,这 与 量子 场 论 的 掉 正 化 相当 . 
注意 上 式 中 热 图 数 (7) 一 tre 个 为 执 传 于 广 程 


-hh 

的 解 的 谱 展 半 .但 --…- 般 不 能 将 算 子 。 旭 解 . 、\， 一 个- , 因 无 法 分 析 其 业 和 收 
茹 问题 ,点 将 它 理解 为 积分 算 子 

ee(vr) = | sv) EC y) dy (18. 136) 


尼 是 将 M 上 拓 欠 截面 (CE) 在 y 处 值 线性 映射 到 处 值 . 可 选 算 子 A 的 本 征 矢 
C7 为 也 (E) 的 出 交 归 一 基 大 组 


A = 8 (18.137) 
积分 算 子 的 核 如 (rw 可 按 。 算 子 的 本 征 谷 展开， 
(Ct, ， 一 ve “EE (re Cr) {18, [38) 


已 是 热 传 播 方程 的 点 源 解 , 邵 满 足 
民 1 A jer,y) = 0， 对 站 (18.139) 

CGD, Ty) = Ero) 
下 Bloch 方程 ( 虚 时 Sehrodinger 上 方程) ,将 1 代 以 统计 物 埋 


中 参数 = 一 下: 则 (18.138) 式 相应 十 统计 物理 中 正则 密度 矩阵 
OB vy) Op (1) wo {y) (18.140) 


和 矩阵 遇 数 (i ,x ,3 也 与 量子 为 学 中 Feyrniman 传播 明 数 {rr ,相似 
Kriy) = Veitg (rj)y’{y) (18. 141) 


有 14.6 AS 指数 定理 泪 明 的 简单 介绍 ” 热 片 程 失明 ,549 : 


它们 在 统计 物理 与 灵 子 力学 中 有 广泛 应 用 . 
下 上 奇 我 们 分 析 和 传播 函数 G(r ,x ,y) 的 具 栖 形式 , 先 讨论 较 简 单 情况 ,有 即 令 
A =— 90.97 (18.142) 


这 时 满足 (12.75) 式 的 解 可 表示 为 

Gt ry) = (dn) 人 ee (18.143) 
下 而 设法 求 当 fr 一 0 时 Gti,x,y) 的 渐 近 展开 . 首先 如 (18.13) 式 作 傅 里 时 变换 ， 
其 省 变换 可 表示 为 

2(k) = |evety)ay 
将 (18.136) 式 左 端 作 傅 里 时 灾 换 ,得 
[Gt ely)dy = Jevole oye)de = er ate 2)é( yydydk 
六 为 上 [ 式 对 任意 截面 8&4y) 均 成 立 , 故 
Gs) = [ole *)ak 

利用 此 式 可 求 G(1 ,7 ,7) 在 +0" 时 的 渐 近 展开 式 , 与 (18. 143) 式 相 亿 可 表示 为 


Or 一 rw (18.144) 


其 中 gr 一 dct( g, ) 为 度 规 张 量 的 行列 式 .在 上 而 渐 近 展开 式 中 ,私有 有 限 个 负 办 次 
项 . 称 为 新 近 展 开 的 主 部 . 当 给 定 线 性 微分 算 子 D, 相应 日 伴 构 贺 微分 算 子 Ar = 

1 D,A 一 D7 ,为 得 到 其 热 核 洱 数 (;(1 ,zr ,vy) 的 渐 近 展开 式 .可 先 分 析 下 列 形 式 知 
级 数 : 


2 
1 le > 


Eee (18.145) 


(4rr 
黎 为 热 核 的 拟 基 本 解 {paramcetrix) ,将 它 代 人 热 方 程 ,可 以 得 到 py (rz) 满 足 的 循环 
会 式 .对 于 具有 了 郊 何 意义 的 微分 算 子 ( 协 变 微分 算 子 ,与 从 上 上 局 不 坐标 选择 无 关 )， 

tz) 满足 的 循环 公式 中 仅 含 从 的 曲率 多 项 式 , 即 (rz) 且 有 微分 几何 意义 .而 算 
子 的 解析 指数 (18. 135) 式 可 表 为 


Ineif — tre ?tr ciED = | tr (rx)dr -| oO ,dr 
DL bol 


其 中 (六 与 对 均 具 (18.145) 形 式 . 当 4>0 时 有 确 团 定义 ,其 结果 与 1 无 美 , 当 
一 > 站 时 ， 奇异 部 分 相 消 ,得 


ind(D) = ta | pe 7) pr) dr (18. 146) 


triTY) = 
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当 我 们 将 热 了 消 数 与 统计 物理 中 配 分 函数 相 类 上 比 时 ,指数 定理 相当 于 将 襄 混 极 
限 与 低温 极限 相 联系 ,低温 "极限 (3 一 2» ) ,得 到 酉 圆 算 子 的 解析 指数 ,为 … 种 具 
在 整 体操 护 世 多 的 水 性 数 , 而 在 晤 温 极 限 (3->0 ),o 呆 和 作 新 近 展 咱 , 相 当 于 对 椭 潮 
算 子 蒙 征 (oymbol) 居 知 ,其 极限 为 局 域 扩 所 不 灾 明 的 积分 , 相 泊 于 县 有 拓扑 意义 的 
下 性 类 的 积分 . 

统计 物理 中 密度 矩阵 opt, 7,w) ,量子 力学 中 Feynman 传播 蚂 数 氏 (11 
3) , 均 能 写成 路 径 积 分 的 形成 ,用 路 径 积分 方法 ,高 温 极 限 相 当 于 准 经 则 极限 (路 
径 积 分 的 畦 点 虑 上 于) , 常 可 用 圈 图 展开 计算 量 于 改正, 可 用 拢 广 的 歼 曼 届 邓 数 计算 
苘 弓 极 限 , 它 相当 于 热 吨 数 上 的 Mellin 变换 . 


rssr sy) - | de Pfr.y)) (18.147) 
其 中 站 (63) 为 钦 拉 醋 阴 数 
Ps) = de! 


而 Polrsw) = DS) (7)6i 4y) 是 投 壬 到 A 的 寒 模 态 的 投射 算 子 ， 
对 (18.147) 式 取 迹 ( ,vy) 开 对 M 取 积分 得 


Els) = SA -| drtrt (sts) (18. 148) 
A A 
称 为 推广 的 歼 曼 上 晴 数 , 当 s 关 0 时 它 呈 解析 的 ,而 当 "0 时 
是 ,= De = 
训 
deta = 11% = exp(-- £ ,tN)) {18.149) 


在 量子 场 论 中 ,利用 二 因数 作 准 经 典 近似 的 量子 改正 计算 ,已 经 得 到 广泛 应 
用 .可 利用 它 计 算 热 汕 数 ht) 的 高 温 (1->0' ) 极 限 而 得 到 算 子 拓扑 指数 的 渐 近 积 
分 表达 式 , 即 得 到 A-S 指 数 定理 ， 
将 下 定 的 Laplace 算 子 推广 到 谱 正 正定 的 Dirac 算 子 . nf 代替 函数 钱 究 反映 
湾 的 不 对 称 性 的 w 阴 数 
fx) = 2 gn(2) Ia (18.150) 


这 时 可 进一步 分 析 带 边 流 形 及 奇 维 流 形 上 的 指数 定理 . 见 §$21.5 分 析 . 


$ 18.7 利用 趋 对 称 场 论 模 司 让 明 A-S 指数 定理 


331 ， 


$18.7 利用 超 对 称 场 论 模型 证 明 A-S 指数 定理 


相对 称 足 指 Fermi 场 与 Bose 场 之 则 的 对 称 性 . 近年 来 发 展 的 超 防 模 才 ,有 可 
绪 导 化 自然 界 各 种 基本 作用 的 统一 ,因而 吸引 了 广大 物理 学 工作 者 .各 种 想 对 称 物 
埋 模 型 与 实验 比较 ,目前 还 存在 计 多 困难 与 障碍 . 然而 , 超 对 称 场 论 的 数学 结构 的 
元 美 , 胡 有 明 它 有 合理 的 核心 . 机 对 称 量子 场 论 的 可 重 正 性 ,可 克服 一般 大 统一 理 
论 中 Hierarchy 困难 ,对 引力 场 项 子 作 不 可 重 正 闲 难 .也 提供 了 一 :个 可 能 克服 的 放 
径 . 超 对 称 理 论 的 数 尝 结构 ,与 场 位 形 涪 加 的 折 扑 性 质 密切 相关 ,许多 近代 数学 概 
念 邱 成 就 .可 点 用 于 超 对 称 邵 论 . 田 一 方面 .利用 越 对 称 场 沦 地 可 得 到 许多 有 趣 的 
数学 结果 ,可 用 来 证 明 A-S 指数 定 办 ,Morse 不 等 式 等 ,很 有 可 能 利用 它 导 出 更 多 
新 的 数学 结果 ,这 方向 仍 在 发 展 中 . 

AS 指数 由理 的 严格 证 明 是 很 困难 的 ,从 1963 年 Atiyah-Singer 提 市 后 ,经 过 
许多 数学 家 的 工作 ,天 年 后 他 们 又 写 了 -系列 文章 ,人 有 们 都 很 难 掌握 . 1982 年 6 
Witten 插 出 的 标志 超 对 称 场 论 基 态 特 忻 的 指数 tr{ ~ [六 .相当 于 作用 在 紧 致 流 形 
上 三 外 部 杨 -Nlills 场 栅 合 的 Dirac 算 子 的 解析 指数 .将 此 指数 用 超 对 称 场 沦 中 的 路 
径 积 分 表示 ,从 过 计算 可 得 到 相应 地 拓 寺 指数 .这 方面 有 许多 物理 学 家 做 了 不 少 丁 
作 . 下 面 我 们 仪 简单 介绍 -下 . 

量子 场 论 态 失 Hilbert 空间 ”可 分 解 为 Bose 了 与 Fermi 子 态 估 空间 外 与 兴 
的 谋 利 


和 (18.151) 
Witten 3 人 人 区 别 Bose 子 与 Fermi 了 于 的 息 子 (- 1 OF 是 Fermmi 于 数 算 子 )， 
(1) sg = ¢, wmE 
( y= py YE (18. 152) 
超 对 称 理 论 小 定义 有 算 子 QQ,:' 并 ,和 右 性 质 . 
1 与 ( 一] 反对 易 :( 一 1)fQ = 一 Q,( -1)!. 
2) 与 哈密 顿 算 子 对 易 . 昌 为 简单 起 抑 , 下面 仅 讨 沦 0+1 维 场 论 , 故 无 白族 .上 厂 为 体 
系 哈 密 顿 量 . 这 | 时 有 下 列 等 式 ， 
iQ, QU 1! = 28,H, R= {QQ 1 0 {18. 153) 
为 简单 起 见 , 设 只 有 一 个 超 荷 算 子 QQ@;%#' 一 # , 太 其 伴随 算 子 .OQ .Xx rx%! ,也 
可 定 文 实 算 子 
S= (0Q+0Q.) (18. 154) 
#2 


体系 哈密 帧 量 为 
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] 


Hi,Q = {8.155) 


[| 


江 的 林 征 态 方程 是 
HIlIE:=EFEF1IF; 
S 三 户 ' 共 相同 能 好 (日 1j5S 对 易 ), 但 星 上 共有 相反 Fermi 子 数 的 态 . 使 请 天 0 
计 ,S1FE) 世 非 零 .于 是 所 有 找 堆 能 态 者 成 对 出 现 , 即 对 不 零 能 级 ,可 实现 超 对 称 寞 
换 S$ 的 二 维 表 示 ， 
对 于 零 能 态 ( 基 态 }| 02Y, 有 
i Y=0, S10;=0 
零 能 息 为 看 对 称 的 一 维 吕 水 ,对 零 能 态 , [ose 念 与 Fermi 态 数 后 以 不 同 . 零 能 Bosc 
态 lgo 1: 及 雷 能 Fenmi 态 ! 0 分别 满足 
Q fa, Q le =0 
ire fe = a = din kerQ -dm KerQ” = Jnd(0Q) 
(18.156) 

此 指数 是 超 对 称 晤 子 场 论 的 整体 拓扑 不 襟 入 . 它 等 于 零 居 超 对 称 白 发 酸 缺 的 必须 
条 件 . 男 -- 方 面 ,上 式 左 问 tr( -Le 必 可 看 作 帘 度 先 阵 的 于 则 系 综 配 分 清 数 (82= 
1 了 7) ,可 用 泛 孙 积分 肯 示 为 

ir 1) = | dedyexpl ~ Si (8)] (18. 157) 


这 蛙 忆 .B.C 代表 以 为 周期 的 周期 忻 边 界 条 件 , S 为 抹 系 的 欧 几 时 得 作用 量 . 

算 子 的 解析 指数 是 整体 拓扑 不 灾 量 ,在 体系 参数 连续 变化 时 不 变 , 上 式 与 参量 
无 闫 ,可 以 计算 8-*0 高 渴 极 限 ,得 到 算 了 指数 用 局 万 拓扑 量 积分 丧 达 的 AS 指 
数 定理 . 

对 于 任意 经 虎 椭 圆 复 撒 ,都 可 找 想 对 称 场 沦 模型 ,使 超 苟 Q 相当 于 周 计 论 的 
算 子 ,在 六 >0 的 高 议 极 限 ,可 得 相应 的 AS 指数 定理 ,下 面 为 简单 起 见 ,我 们 举 超 
对 称 = 模型 为 例 来 分 析 de Rham 复 彤 ,对 于 其 他 复 形 ,可 做 类 似 讨论 . 

通常 = 模 增 的 拉 氏 层 可 表 为 


= 7399 [= hr) (18. 158) 
sg) 为 场 流 形 上 平滑 度 规 张 重 场 .上面 模 型 的 超 对 称 推广 是 


| .,. i oD | ， 
上 ppp yg OEY yo + 1 Ro 


I 
其 中 少 = | "| 为 阿 分 量 放量 . 
| 
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一 上 
b= ata 朋 =12)，7y = 1 
Ly, dd,. ， 
Di = de + fp (18. 159) 


而 三 Kw 赴 由 度 规 张 量 场 g, ty) 决定 的 黎明 联络 与 黎 曼 曲率 纺 量 
l 
Di = 38 (Bat Tt Bus Bp) 
1 WT ht 
RK, = 本 《ge + Ben Has - gunwd+t+ (ll — a J 


(18.158) 碟 柱 下 闸 超 对 称 变换 下 不 变 ; 
By = gu 


, i : (18.160) 
dp = i pe Dpy 
共 中 6 为 实 两 分 攻 常 Grassrnar 旋 丢 . 
取 对 角 是 , 即 选 
w= 万 + ji 多)， ”= 方 (人 一 1) (‘18.161) 
并 正则 量子 化 
vp gp) 
,sp -jy ,六 "i= 0 (18. 162) 


这 时 拉 氏 量 (18.158) 化 为 
L -Fg (PY 1 yg gy Rag (18.163) 
将 无 Fermi 子 态 表示 为 场 流 形 .上 的 函数 ,注意 到 量子 化 Fermi 子 满足 反对 易 法 则 ， 
将 单 Fermi 子 态 看 成 流 形 上 1 形式 号 1927 一 1 形式 则 算 子 
QQ 一 日 
H~-dd+8d=A 


re = DO,(- 1 = x(M) 
为 场 流 形 上 奇偶 谐 和 形式 之 盖 . 另 方向, 止 如 (18.157) 式 ,此 算 子 可 用 所 有 场 部 
其 而 期 性 边界 条 件 的 证 因 积 分 表示 为 
tr -15e -机 | [dpdydy jexp| - [Har) {18. 164) 


系 综 相 则 配 分 孙 数 (有 限 流 度 场 论 ) 相 当 于 虚 时 ( 欧 空间 ) 路 径 积 分 ,日 采用 局 期 性 
边界 条 件 (- 8 一 + 月 ). 当 取 及 >*0 报 限 , 泛 函 积分 主要 贡献 来 自 场 量 为 常 值 的 , 动 
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能 项 页 本 作为 微 横 处理 ， 来 用 准 经 典 近 似 
(Dee | dygodys dy ] oe Si [dg Codgy Crd) le “Ee 


三 -| | | ay; 日 六 exp| - 站 Ra . fy | 
其 中 为 场 流 形 的 维 数 . 用 lierezin 公式 计算 工 面 含 有 Grassniann 变数 的 积分 ， 本 
c 为 奇 时 ,指数 展开 中 不 能 饱和 Grassmann 和 分 , 故 tr 一 上 "ee =0 这 与 奇 维 紧 
答 流 彤 欧 拉 数 为 零 - 致 .当中 为 个 时 ,4 =2n. 和 有 
ir( 1) es = 4 7 Vi ) EN me 
(xm) 站 


“EE* 1 . i Fi En (18. 165) 


1 
于 二 4 1 式 即 成 
- 1 
FT A | ， _ 
tr Te 本 一 YAT) | 和 ls A Rcd 


此 即 太 家 康 知 的 A-S 指数 定 香 的 特例 ,Gauss.JBonnet 定理 . 
$18.8 AS 指数 定理 在 物理 中 应 用 举例 


[Dirac 对 矿 单 极 的 分 析 , 以 及 后 来 Bohm-Aharonov 对 在 岂 硫 场 中 Fermi 子 运 动 
的 分 析 , 不 可 积 相 因子 的 引入 ,都 表明 在 近代 物理 中 需 引 入 拓扑 分 析 .20 此 纪 末 ， 
对 单 极 , 瞬 于 、. 行 种 孤子 ,量子 反 澡 等 分 析 ,表明 在 量子 场 论 中 大 范围 拓扑 分 析 非 常 
重要 ,而 A-S 指 数 定理 抓 住 了 基 子 场 论 中 整体 分 析 的 关键 ,在 星子 场 沦 中 得 到 广 
汉 的 应 用 ,这 里 ,我 们 仅 举 其 个 规范 场 中 的 浅 吕 例子 ， 
例 18.7 磁 单 极 周 围 零 能 Fermi 于 解数 . 

讨论 在 静 球 对 称 规范 场 磁 单 极 周 围 零 能 Fermi 子 解 .内 静 球 对 称 ,采取 活动 标 
哥 可 分 离 径 向 和 角 向 , 故 相 当 于 存 S* 上 具有 规范 群 指标 的 零 能 Fermi 子 艇 .这 时 
相应 解析 指数 为 正 , 负 于 征 零 能 解数 之 莽 . 

Ind(A VD)= dimg’ dimy 

由 指数 定理 (18.115) ,由 于 底 流 形 为 87 , 故 


dimy -dimg” - | cr V) = 规范 场 第 一 陈 类 示 性 数 


而 具体 计算 所 找 出 的 解数 确实 满足 于 式 . 
例 18.8 瞬 子 解 的 独立 参数 . 
瞬 子 解 是 S (四 维 欧 空 间 紧 致 化 } 上 SU(2) 杨 - Mills 场 白 对 个 解 . 有 明子 解 的 独 


§18.8 A-S 指 数 定 理 在 物理 中 旋 用 举例 .555 ， 


立 和 参数 数 (将 规范 等 价 瞬 子 看 作 相 同 ) 就 是 屿 子 解 模 空间 的 维 数 . 下 向 我 们 说 明 ,其 
至 不 用 明显 知道 其 任 一- 解 ,就 能 计算 其 独立 参数 数 ， 
势 4 的 无 穷 小 规范 变换 
SA=d+AAGQ= D9 
其 中 如 为 M = 全 上 取 值 存 SU(2) 李 代数 5 上 的 函数 (M 5 值 明 数 ): BE 
AM) = AT(MIOY, 
SF = dBA tA ABA= DA, AE AIM) 
令 P 为 将 2 形式 投 到 反 自 对 偶 2 形式 上 的 算 子 , 因 仅 考虑 自 对 个 解 , 故 
(PDB=0 
因此 我 们 得 到 下 面 复 形 De ， 
0—> ANM) TAM) 二 AM) 一 0 
可 证 此 为 椭 贺 复 形 ,其 解析 指数 为 
IndtDe) = fo - hI tA, 
其 中 ,= dim Ker 1 ,对 不 可 约 化 SU(2) 规 范 场 , fo =0， 
hy = dim(Ai (WP TD) 
当 有 自 对 偶 诅 子 解 时 ,=0， 
hi = dim Ker(P_ DY) -dim Imly, 
此 即 我 们 感 兴趣 的 不 等 价 瞬 子 解 独立 参数 数 
hy 二 一 IndftTD ) 
再 由 指数 定理 


hy = 4c(G)R -Fdm( G(r) 
其 中 = 一 ] c, 为 第 二 陈 类 示 性 数 ,为 诅 子 解数 ($+ 上 SU(2) 主 从 绕 数 ). 
X = | elM)， 为 M 的 欧 拉 数 ,x(S') = 2 


c - | CN， 为 M 的 号 差 ,z(S*) =0 


C(O) 为 群 G(SU(2)) 的 Casimnir 算 子 的 伴随 表示 指数 ， 
CISUC2)) = 2, dim{SU(2)) = 3 
故 自 对 偶 饰 于 解 独 立 参 数 有 = 8k 一 3. 


-一 
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习题 十 八 


. 请 求 出 Lp" 流 形 的 欧 拉 示 性 类 ,并 让 明 其 在 整个 流 形 上 积分 所 得 欧 拉 数 为 x 1 1 
， 请 以 LP? 为 例 验 证 Hiirzebruch 号 差 定 寿 


证 四 1 1 
rf Ad) = | LCM) = F471 0 An) 
与 Ri 人 nann-Rech 定理 ， 


Ind{9) 一 | (M)) 


.请 利用 押 曲 白 旋 复 形 的 指数 定理 


Indata ea w,DP) = | A(M) A 二 (7 


计 明 与 5” 上 杨 . Mils 场 (SL 规范 场 ) 相 工作 用 的 替 能 正 负 于 征 Fermi 子 数 的 差 怡 为 彰 最 场 
的 阵子 数 ， 


. 请 说 明 Thon 示人 性 类 与 欧 近 未 性 类 关系 .表明 欧 控 丙 性 类 是 矢 欠 存在 处 处 非 窜 截 而 的 惟一 大 


扑 障 页 . 


第 十 九 章 ”量子 反常 拓扑 障碍 的 递 降 继 承 


在 第 |- 六 ,十 七 章 中 ,我 们 曾 分 析 经 典 杨 -Mijls 上 场 的 拓扑 性 质 ,本 章 我 们 将 进 
一 步 讨论 当 存 在 杨 -Ntills 场 与 物质 场 相亲 作用 时 ,对 理论 进行 量子 化 时 会 出 现 “ 反 
常 " ,此 反常 现象 的 原因 是 量子 效应 引起 的 规范 对 称 性 的 破 缺 .我 们 知道 ,对 称 性 问 
题 研 究 在 物理 学 中 - 直 占 有 极 重 此 的 地 位 ,在 近代 物理 学 中 起 了 罕 出 的 作用 .自然 
异 规 律 具 有 疝 度 的 对 称 性 ,但 是 其 体 的 白 然 界 又 是 极端 的 不 对 称 ,让 博多 彩 .我 们 
不 仪 要 研究 白 然 异 的 对 称 ,也 贤人 录 究 各 种 对 称 性 疏 缺 .对 称 性 的 破 扇 主 要 有 .= 类 ; 
1) 近似 对 称 性 .如 强 作 用 SU(3) 康 旋 守 恒 ,实际 上 是 近似 对 称 的 ,在 中 强 作 用 就 盒 
有 破 十 和 关 旋 守恒 项 ,! 串 很 定 在 拉 氏 民 中 含有 破坏 对 称 性 的 项 . 这 种 近似 对 称 性 分 
析 , 对 某 本 粒子 质 溢 分 析 起 过 很 大 作用. 

2) 对 称 性 的 自发 破 氧 . 即 认 为 动力 学 规律 是 完全 对 称 的 ,但 是 运动 力 程 的 解 不 对 
称 , 由 于 能 量 稳 定性 等 问题 ,使 基态 不 对 称 . 对 称 性 自发 破 缺 的 研究 在 涂 集 态 物 理 
【例如 铁 秋 体 的 日 友和 磁 化 , 寿 导 相 的 形成 等 ) 及 和 烷 子 物理 中 都 起 了 很 重要 的 作用 . 
3) 由 于 量子 效应 引起 的 对 称 性 反常 佐 皇 , 它 在 量子 场 论 中 有 更 深刻 的 根源 ,不 是 
中 十 能 量 或 稳定 性 考虑 引起 的 . 

若 经 上 典 场 论 具有 某 种 对 称 性 ,用 Noether 定理 就 可 以 得 到 相应 的 流 守 恒 方程 . 
如 在 量子 化 时 此 种 对 称 性 不 能 维持 ,使 流 汗 恒 方 程 遭 到 破坏 ,就 称 为 "反常 最初 
“ 反 征 " 是 在 量子 场 论 微 扰 计算 中 发 现 的 : 当 讨 论 费 米 场 与 规范 场 相互 作用 时 ,对 县 
有 一 个 轴 矢 流 与 是 个 矢量 流 硝 合 的 Feyrnman 二 和 角 图 计算 时 ,如 要 求 拓 量 流 守恒 ， 
则 轴 矢 流 椒 守恒 ,造成 手 征 对 称 释 缺 , 此 即 量子 规范 理论 中 的 手 征 及 常 . 

在 规范 理论 中 发 现 " 友 常 " 后 不 入, 研究 费 米 场 扎 外 部 引力 场 相 芋 作 用 时 ,将 
Feynman 角 图 中 估量 流 用 能 量 动量 张 量 代 赫 ,如 电 求 能 量 动 量 守恒 , 则 必然 引起 
莫 估 入 的 不 守恒 , 即 在 引 方 场 中 也 会 出 现 手 征 对 称 的 破 缺 . 

量子 反常 在 近代 量 捷 场 论 的 发 展 中 起 了 家 重要 的 作用 ,一 直 吸 引 葡 广 大 物理 
学 家 的 注意 力 . 手 征 反 常 的 分 析 在 粒子 物理 理论 中 占有 极 重 旧地 位 .反常 分 析 解 释 

了 粒子 物理 中 的 U(1) 疑 难 . 对 x >*27 衰变 给 了 满意 的 解释 ,并 州 断 存 兄 (duark ) 
有 -种 颜 位 .在 非 Abel 规范 理论 十 子 化 时 ,规范 反常 影响 世子 场 论 可 重 正 性 .上 友 常 
相 消 筑 件 常常 是 建立 各 种 粒子 物 旬 模型 的 重要 条 件 , 使 大 克 数 与 纯 子 数 相 匹 配 . 反 
常 与 于 征 性 的 日 发 令 缺 ,质量 的 月 发 产 牛 . 宇 称 CP 的 破坏 原因 等 都 密切 相关 ， 
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其 于 场 论 中 为 什么 会 出 志 及 常 ? 反 当 最初 是 通过 微 拢 论 发 现 的 ,上 及 节 的 出 现 
是 否 央 为 在 微 批 中 必须 进行 于 常 化 和 重 正 化 而 引起 的 ?” 痉 过 允 年 的 研究 分 机 ,人 
们 逐渐 相信 上 友 常 的 存在 与 微 扰 理论 无 关 , 反 常 上 基 有 非 微 扰 的 拓扑 根源 ,及 上 央 子 请 然 
界 更 深刻 的 本 原 . 苦 我 们 采用 路 径 积 分 量子 化 .将 玫 范 势 非 微 抗 地 看 成 经 由 背景 
场 ,可 以 明显 地 理 出 反 带 的 折 扑 棋 海 ,与 AS 指数 定理 相关 .经 典 动 万 学 方程 (Eu 
ler-Lagrange 方程 ;前 常 是 局 域 的 ,而 虹 子 动力 学 (用 路 径 积 分 表示 ) 依 赖 对 作用 量 
的 证 国 积 分 , 则 与 场 论 的 大 范围 拓扑 性 质 有 关 . 当 规范 场 与 物质 场 相互 作用 时 , 攻 
子 场 论 的 位 型 空间 ,不 再 是 祈 -Milts 场 的 Hilbert 空间 与 费 米 场 的 固定 Hilhert 空间 
的 简单 张 星 积 ,而 是 以 联络 空间 基 = 41 为 底 流 有 形 的 泉 从 起 而 ,由 于 存在 规范 不 蛮 
性 ,使 定义 在 规范 轨道 空间 中 4 上 的 物理 体系 拓扑 非 平 庸 ,使 量子 反常 必然 发 生 . 
流 反 党 仅 及 映 了 规范 理论 中 第 一 级 扩 直 障碍 .近年 米 人 们 更 进一步 认识 钴 ,二 级 拓 
时 障碍 会 导致 奇 维 空 间 规 范 流 代数 中 等 时 对 易 美 系 中 反常 Schwinger 项 , 它 与 
Kac-Moody 代数 有 关 , 三 级 拓扑 障 得 标志 规范 样 表示 的 不 可 结合 性 ,对 规范 建 沦 中 
高 阶 拓 盾 障 得 的 深入 分 析 , 目 前 仍 在 发 展 中 . 

$19.1 先 简单 介绍 单 态 反常 (Abael 反常 ) 的 非 微 拓 分析, 志明 它 与 A-S 指数 定 
理 密 团 相关 . 非 Abel 反常 的 分 析 比 较 复杂 , 匡 正 则 化 与 重 便 化 有 闫 ,有 多 种 表达 
式 , 常 要 求 满足 一 些 白 治 条 件 来 周 定 其 形式 . 非 Abel 反常 与 Atiyah_Singer 指标 定 
理 的 天 系 较 复杂 ,由 于 Jinar 算 子 蕊 依赖 规范 势 , 旦 对 物理 体系 存在 规范 不 变 尾 约 
束 , 规 范 轨道 空间 的 1$ 拓扑 非 平庸 . 非 Abel 反常 与 规范 轨道 空间 的 拓扑 非 半 庸 有 
天 ,与 山 范 奉 “ 的 拓扑 障 得 有 关 , 亏 分析 商 2 维 空间 (六 维 空间 ) 的 A-S$ 指 数 定理 ， 
即 非 Abel 反常 与 圣 指 标定 盟 (farmnily index theoregm 有 于. 族 指标 定理 建立 在 联络 
空间 型 与 委 道 空间 嗓 4 于 同调 论 基 山上 , 与 规范 群 “ 的 各 级 抽 扑 障碍 相关 .因此 
我 们 什 $19.2 将 先 着 重 研究 联络 空间 同调 论 与 上 同调 论 , 引 入 推广 的 陈 -Simons 
形式 (Q 系列 ),$ 19.3 分 析 规 范 群 5 的 各 级 拓扑 障碍 ,通过 Cech-de Rhan 双 复 
形 ,将 不 同 维 规范 群 与 不 同 阶 折 扑 障 碍 密切 相关 . 819.4 仔细 分 析 规 范 样 王 闭 链 
密度 (2 系列 ) 与 规范 代数 [ 闭 链 密度 (o 系列 ) 的 具体 表达 式 ,引入 与 规范 轨道 相 
关 的 简 并 上 边缘 算 子 .从 $19.5 开始 逐步 对 最 子规 范 理论 非 Abel 反常 各 维 各 阶 
拓扑 障碍 进行 分 析 . 利 用 Cech-de Rham 双 复 形 , 当 将 谋 空 间 维 次 降低 - 维 . 可 得 色 
高 一 阶 拓扑 上 闭 链 , 且 各 阶 上 闭 链 拓 扑 指 标 相等 ,形成 拓扑 障碍 递 隆 继 看 系列 


$19.1 单 态 反常 与 Atiyah-Singer 指标 定理 


下 面 我 们 分 析 费 米子 问 规 范 相互 作用 .为 简单 想见, 分 析 无 质 费 米子 与 规范 场 
互 作用 拉 氏 基 


19 1 单 态 反 党 旺 tiyah-Singer 指标 定理 50 ， 


7 = SFP, +itrg (9 + A = e+ (19.1) 


其 中 
P= YD, - FY (9, 1 A,), p= = 
1 为 规范 群生 上 成 万 的 表示 算 阵 ,满足 
1 了 ,了 = 所 TT ， 所 为 群 结构 常数 . 
注意 旬 
i¥Ys, WD =0 {19.2) 
使 得 经 典 作 用 量 人 在 费 米 场 作 昔 体 于 入 转动 下 不 变 : 
0 名 人 

gr) rr) ce (19.3) 
并 在 相 角 8 作 侍 意 整体 ! 与， 大 关 ) 转 动 下 不 变 , 故 由 Noether 定理 和 经 暴 场 论 知 
矢量 流 上 与 轴 从 流 斤 守恒 


2"], = 0， oz 六 = 
其 中 

= = Yi (19.4) 
当量 子 化 时 ， 全 "“ 仍 守恒 (这 里 4 代表 量子 化 后 物理 量 的 真空 平均 
值 )， 


‘qrj .1=0 
则 轴 矢 流 ( 会 发 生 反 党 

Co > 一 一 oe rh Ps (19.5) 
其 中 


FF。 = PFT, ~ 9A, 0h,+[A,,A,] 
上 式 称 单 态 反常 ,或 称 Abel 上 反常， 
有 上 时 需 分 析 北 | 分 析 非 单 态 流 

= pT fn = YYs Tp (19.6) 
由 经 典 场 论 知 , 它 人 有 六 

DJ = 0, DY = 
当 基 子 化 时 ,如 要 求 矢 量 流 J. 协 变 守恒 : 

《DA = 站 
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则 
‘YA {19.7) 
称 为 非 Abel 反常 .注意 ,Abel 反 当 (9.5 式 }) 屁 指 流 本 刁 为 单 态 流 { 见 19.4 式 }, 伺 
规范 场 ,人 稍为 非 Abel 规范 场 ,而 非 Abel 反常 是 指 流 本 身 表 达 式 含有 莫 Abel 规 
范 群 牛 成 元 ( 矶 19.6 式 1). 
侍 非 Ahal 虎 放 理论 ,与 费 米 场 纯 轴 失 相互 作用 不 是 舰 范 不 变 的 ,而 需 分 曾 分 


析 下 而 两 种 组 合 扎 作 几 py* 广 (1 + 六;)1,yA;, 即 通常 还 需 将 费 米 场 表 达 为 左手 
征 旋 量 场 
,= 3 (1+ 7)y (19.8) 
讨论 具有 确定 于 征 的 费 米 场 y, 与 规范 场 A, 看 人 台 
wr {9, + 5 +t YA y= po Dt A Yq: (19.9) 
4x(r) 耦 人 台 的 左 .右手 征 流 为 


1 ip Fh, 《19.10) 
在 经 典 场 论 中 阱 变 守恒 ,但 在 量子 化 后 ,会 产 牛 反常 
2 so) ] 
De = 3 EO AVA 44 (19.11) 
上 式 也 称 为 非 Abel 反常. 


下 面 我 们 首先 分 析 单 态 反 常 ,(19.5) 式 最 初 吓 通 过 微 扰 论 计算 得 到 的 .可 采用 
量 让 场 论 中 常用 的 Pauli-Villars 正则 化 方法 进行 计算 ,这 里 我 们 按照 Fujikawal” 
用 路 往 积 分 量子 化 方法 进行 分 析 . 下面 将 规范 场 和 人 x ) 作 为 经 典 外 场 , 仅 对 费 米 
上 场 y(.i ) 用 路 径 积 分 量 站 化 ,得 作用 量 泛 函 
ev = uggel (19. 12) 
将 时 空 上 四 维 闵 空 间 延 折 对 四 维 欧 空 间 
zt 一 ii 
选 表 蒙 使 
=-y, B=» (19.131 
中 六 为 所 米 算 子 ,可 分 析 其 本 生活 数 , 并 仅 状 虑 束缚 态 解 .可 将 四 维 欧 空间 玉 + 紧 至 
化 为 四 维 球 S ,因为 是 束缚 态 解 ,本 征 值 离 散 ， 
Bop, — ag, {19.14) 
本 征 值 4, 为 实 , 且 不 问 本 征 值 本 征 态 正 交 : 


$19.1 单 态 反常 与 Ativah-Singer 指标 定理 ”3561 ， 


dirg! Cr) g(r) = 四 ， (C19.15) 


将 本 vw 用 算 子 了 的 本 征 匡 数 ig, i 虞 开 
ir) = esf】 
Cr) (19.16) 
在 其 子 化 后, 费 米 场 多, 年 相 语 反对 易 ,o 时 为 普通 机 数 , 帕 二 展 式 中 加 为 
Grassmann 数 , 相 五 反对 易 ， 
作 局 域 于 秆 变换 , 即 (19.31) 式 中 参数 = Br 依赖 时 空位 置 

pir) = oy(r) (19.17) 

部 边 周 按 ; ez 1 展 片 
Va’ g(r) 一 Ma, Hi on (Cr) 

利用 正 奖 关系 (19,19) 得 


旧 


1 


a 一 Ni re eg, (a, = Nea, (19.18) 
de = Taette, 人 Jade: (19.19) 
上 二 最 dettey, 安道 .是 内 为 为 Grassmann 数 . 
下 面 着 重 分 析 无 穷 小 局 域 于 征 变 换 , 几 等 式 
[DelNi = exp tr lnnaAf (9.20) 
成 极限 公式 
Infl ft rj-rtr, 对 en {19.21} 
可 证 


Dettey,, ) expltri gp, (xr) Oryy g(x ))) 
二 expti 由 rr p(y g(x )) = exp {i dt )afz) ] 
(190.22) 
其 中 
afz) = Dolr)y pr) (19.23) 


对 所 ,也 可 得 类 似 式 子 . 因 此 在 作 手 引 转 动 (19.17) 时 路 答 积 分 (19.110) 的 积分 测 
度 痊 揽 为 


, . 
dr > dp = dne ld ler (19.24} 
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即 在 作 手 往 变换 时 ,虽然 拉 氏 量 不 变 , 作 是 路 径 积分 量子 化 时 ,积分 测度 改变 会 页 
献 一 因子 ,内 而 产 牛 于 征 流 散 度 反常 ， 

注意 0(z)al z+) 包括 tr(Y,9)8(r 一), 其 中 8 蕊 数 趋 于 无 穷 大 而 迹 为 堆 , 如 
何 得 到 有 意义 的 结果 . 下 面 采用 规范 不 变形 式 来 正则 化 , 即 在 取 $ 响 数 宗 量 为 零 前 
先 内 插 一 微分 算 于 exp{ J ) ,i 算出 最 后 结果 后 骨 令 M-* 可 得 有 意义 的 结 
果 . 


cg] 
= lim limntrysc YAM SL (19.25) 


1 1 
= lim limtryse “对 全 fr 一 yy 
WT ee 


其 中 微分 算 隐 = 序 仅 对 宝 量 + 作用 .用 六 也 数 的 傅 里 叶 变 换 , 可 得 


4 /oo 
ct 一 lin limtrys| & , ee bi We {19.26) 
NM ri py 。 (2x) 
注意 到 指数 函数 的 共 四 变 换 式 
g exp{ Tg = exp(g ! Ty) (19.27) 
a 2 于 


= exhbf - (B+ ik) NM) -= i Cae BM (19.28) 

将 以 上 结果 代 人 (19.26), 并 对 积分 空 量 作 凡 度 变换 记 -> MR 得 

(7) = lim Be er ysexp{ - 一 | 
当 我 们 将 上 式 指 数 按 P 的 短 次 展开 ,- -方面 注意 到 只 有 最 少 含 4 个 Dirae y 扯 阵 的 
项 才 有 贡献, 否则 在 对 Dirac 指标 取 迹 时 为 零 , 另 一 方面 在 取 M 一 oo 极限 时 .多 于 
lM 的 四 次 知 的 因子 贡献 零 , 故 只 含 玖 的 二 次 项 .而 

rt ys = -4 ETD DD )= 一 所 tr 人 DTD .0D;]) 

= -Er( FoF, ) (19.29) 

而 


i ] 
-上 加 C 
| (rx) 16r (19.30) 


Ti 
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a(xr)=- 5 EP tr( FPF) (19.31) 
将 以 上 结果 代 人 (19.24) 得 当 费 米 场 作 手 征 转动 时 ,路 径 积分 测度 变换 为 
of yp = spexp [Ton EE dz0(Cr)mFeFa | (19. 32) 


通过 wick 转动 转 回 色 闵 时 空 , 即 去 掉 填 式 右边 因子 i 可 得 到 手 征 反 常 等 式 ( 即 
《号 .SS 二) 


9 《Bo 二- i optrF PF, (19.33) 


以 上 我 们 利用 场 论 中 正 虽 化 方法 ,由 (19.23) 式 最 后 计算 出 手 征 反 常 项 
Pps) = rr EPgPs 
位 从 纤维 从 示 性 美 理论 知 道 , 右 端 恰 为 规范 场 的 第 1 Ponrriagin 示 性 类 ,而 左 端 反 
党 函数 a(x) 对 四 维 欧 空 间 体积 元 积分 : 
due) = je 了 Crops) (19.34) 


利用 (19.21) 式 易 证 4, 0 的 态 对 上 式 的 贡献 为 零 ,而 对 Dirac 算 子 下 的 零 模 态 
2 ,可取 人 为 y* 的 本 征 态 

ys En 二 十 go 
故 

[dz Spi Cr)ysp, (ar) = pi- (19.35}) 

其 中 v .为 左 ,右手 征 零 模 态 psy 的 态 数 ,上 式 即 Dirac 算 子 六 的 解析 指数 ,再 由 
Aitiyah-Singer 指数 定理 知 ,相应 的 拓扑 指数 为 规范 场 4.(z) 的 第 二 陈 数 

lnd, 驴 = Ind,pD 


1 . 
yy = i327| oz Er tr P, (19.36) 


结合 上 商 式 知 ,在 量子 化 后 ,由 拉 氏 量 的 手 征 对 称 性 导出 的 Ward 等 式 应 如 (19.5) 
式 . 些 具有 反常 的 Ward 等 式 ( 轴 矢 反常 方程 ) ,原由 微 扰 计算 得 到 , 现在 利用 AS 
指数 定理 可 直接 得 到 它 . 蜡 子 声 论 中 轴 所 流散 度 反 常 是 量子 现 家 ,由 上 述 分 析 看 出 
它 与 于 征 费 米子 在 外 规范 场 中 的 零 模 解数 有 关 , 与 外 规范 场 的 经 典 拓扑 分 析 有 关 . 
由 于 规范 场 拓 扑 非 平庸 , 轴 秋 流 反 常 散 度 为 规范 场 拓 扑 荷 的 丙 悦 ， 

非 Abel 芭 常 分 析 比 较 复 条 ,例如 (19.15) 式 ,其 右 端 含有 规范 势 A, ,失去 规范 
协 变性 . 非 Abel 反 常 与 Atiyah-Singer 指 标定 理 的 推广 一 一 族 指标 定理 相关 , 族 指 
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标定 理 是 娃 立 在 磋 络 空间 与 轨道 空间 上 同调 论 的 基础 上 上. 央 此 下 面 三 记 先 介绍 联 
络 空间 上 同调 论 ,介绍 规范 群 各 级 拓扑 障碍 的 递 降 继 关 , 然 后 让 对 非 Abei 反常 作 
认真 分 析 . 


$19.2 联络 空间 同调 论 与 上 同调 论 
推广 的 陈 -Smons 形式 系列 


流 弦 M 上 以 GG 为 结构 群 的 主 众 PCM, 局 ) 上 ,联络 1 形式 拖 回 至 底 流 形 可 表 
页 为 
A= Ar) Td (19.37) 
为 取 们 在 G 的 李 代 数 表 示 空 间 上 的 1 拒 式 .而 相应 曲率 2 形式 拖 回 至 底 流 形 上 ， 
可 表示 为 


F— 了 Pdr Adr =dA+tA: (19. 38) 


这 里 为 简化 记号 , 略 去 外 乘 符号 A, 即 


A2? 二 4 人 A= 3 "A,A] 


对 二 任 得 了 遇 个 取 值 霸 李 代数 表示 上 的 微分 形式 ,有 
A = 由 B= ET 
其 中 4 为 wy, 阶 微分 形式 ,到 为 辣 阶 微分 上 形式 ,其 对 易 子 定义 为 
[ABJ=AB- -1"BA=AAPFDOLT,.T) (9. 90) 
即将 微分 形式 部 分 抽出 外 乘 , 而 相应 李 代 数 表 示 乍 阵 取 对 易 ， 
令 气 =A 为 从 PCM,G) 上 规范 势 集合 的 空间 . 称 联络 空间 .联络 空间 外 上 
每 点 4 均 可 作 规 范 变换 . 
Atrj > A(z) = glr) Arg(t rr} + glr) dgfr) (19.40) 
Fr Fr = g(r) Flr)o(.e) 
联络 空间 所 = 14 | 为 无 穷 维 仿 射 空间 中 的 凸 流 形 ,是 拓扑 平庸 的 { 可 收缩 的 1. 其 中 
任意 岗 点 4u 与 A, 的 直线 内 插 
A = Av ti(AL- Av) ODE 和 1) 
仍 属于 所 ,好 对 4, 存在 如 (19.40) 一 样 的 规范 变换 
入 A = g Ag tg dg 
4 仍 为 从 PLM ,GG) 上 规范 势 , 仍 是 联络 空间 如 中 元 素 ， 
注意 到 联络 空间 好 = 1A ;为 无 穷 维 仿 射 空间 中 的 凸 流 形 ,可 在 联络 空间 贸 引 
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入 国 润 论 . 即 字义 标 淮 定 站 万 链 


A 一 A C9.41) 
为 以 An ,和 应， 本 为 原点 的 具 和 振 . 对 它 可 5 引 人 边缘 运算 
Das = NO DA A A A ) (19.42) 


其 中 和 表示 将 顶点 和 山 去 所 得 到 的 (一 1) 链 . 
各 种 上 和 链 A 的 整 系数 线性 组 合 为 上 链 样 廿 , (19.42) 引 人 的 边缘 运算 32, 将 此 
链 样 鹉 觅 射 为 {4 一 上 0 链 群 只 县 为 同 态 轴 射 


do: Te -> D1 ‘19.43) 
吕 进 一步 分 析 直 有 链 群 系列 ; 廿 i 及 其 间 同 态 映 射 算 子 系列 13,, , 易 证 
D1 .二 作 (19.44) 
于 是 , 利 出 系列 :让 ,1 可 引入 联络 空间 回调 群 ， 
HA) = Kerod, ma (19.45) 


其 牛 成 元 为 闭 链 ,为 非 边 缘 链 的 实质 闭 链 . 

联络 空间 A 上 的 线性 汉 隐 外 ( 工 为 时 的 上 链 , 并 可 相应 地 3 引 人 上 边缘 算 
闻 忆 .利用 复 形 系列 1 外 { 攻 ) ,431 可 得 到 联络 空间 的 上 同调 群 .下 面 我 们 利用 流 珍 
MM 上 推广 的 陈 Simons 系列 ,将 联络 空间 同调 论 复 形 im ,3, 与 流 形 M 上 的 
de Rham 上 同调 论 复 形 4 ,dd| 连 系 ,形成 双 复 形 (double complex) ,于 是 可 极其 自 
然 地 引信 联络 空间 久 的 上 同调 论 复 形 |1 QQ ,441 系列 ， 

例如 由 主人 PCM ,的 7 阶 陈 特性 小 发 , 令 

QA = rr ) (19.46) 

为 王 的 1 阶 对 称 不 变 多 项 式 , 即 除 差 常 系数 外 ,与 第 阶 陈 特性 相等 ,曲率 2 形式 
F 的 其 他 不 变 包 项 式 均 可 表示 为 QQ, (A) 的 冬 积 的 常 系数 组 合 . 

在 联络 空间 3 中 取 两 点 A 和 A 作 线 性 内 插 


二 +TtiA 一 AN 二 1 {19.47) 

其 中 
7 = 有 AL- Ao， 0 各 ] (19.48) 
Fo= dA+Ar=F+tiDrtiry {19,49) 

其 中 
Dy=dn+ 1Ao, ni (19. 50) 


注意 ,7 为 划 范 协作 1 形式 ,而 其 浴 变 外 微分 Dy 为 规范 协 变 2 形式 .由 (15.8) 式 


ikial 
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QQ CAL QA0) = dQ 1 (Ao Ai {19.51) 


其 中 
QA) = a dtu(A — An,F ') {19.52) 
为 联络 空间 4fzy ,Aitz) 的 证 画 , 具 有 性 质 
QI A = Qi Ars A1) (19.53) 


即 在 主 从 P(M,G}fF 有 整体 定义 , 称 为 联络 空间 的 1 上 和 链 . 而 Q@;, 64 ) 称 为 联络 
空间 零 上 链 . (19.S1) 式 左 端 为 两 个 零 上 链 之 差 , 是 对 零 上 链 作 上 边缘 运算 得 到 的 
1 上 边缘 


AQ3, CA; AL) = Qs, A) - Qa Ao) (19.54) 
上 式 中 的 各 称 为 联络 空间 的 工 边 缘 算 子 . 
下 而 进一步 分 析 三 个 联络 Ar) ,Ar) ar) 间 的 连续 内 持 , 令 
4 = Ao tiA Ao) + stAs — Ay) =Ao +t in ts (19.55) 


FF. = dA,. + A: (19.56) 
dF, 
DF 二 dn, t | nA 二 局 ,六 
aF, 
ge = Da (19.57) 


分 析 一 个 相关 的 工 上 链 的 交替 和 ,如 赂 19. 1 可 得 1 
三 链 的 上 边缘 运算 . 
和 人 AAA) 
一 站 0494;) 
+ OL, (4 


= a| tridin + dsn: ,1 ) 


(19. 58) 
取 值 在 李 代数 4 的 上 形式 
=0o0AE DMM,G), oeEAM(MIAERH (19.59) 
设 在 规范 变换 下 5 规范 协 变 ， 


EE = ylsg, gECG (19. 60) 
取 值 李 代数 4 的 矩阵 表示 的 微分 形式 集合 ;三 | 的 对 称 迹 (symmetric trace) 定 义 为 


$49, 2 联络 所 * 癌 同调 论 与 1 问 调 论 推广 的 陈 - Simons 形式 系列 ' S567， 


SB SA STE, ha) (19.61) 
上 标志 对 所 有 移 摸 坟 和 ,中 将 微分 紫 式 部 分 抽出 外 和 葬 , 再 将 表示 盾 阵 部 分 对 称 化 后 
取 迹 ,这 样 定义 的 对 称 迹 有 具有 下 述 性 质 ， 
(i) 对 所 和 有 宗 量 团 换 完全 对 称 


Strf 六 ) (19.62) 
(ii 对 所 有 宗 景 作 利 同 规范 窗 换 下 不 变 
SS {]9.63) 


Ci) 对 住 意 4 全 1 形式 w ,下 等 式 成 立 : 
3 SHE wo, E13 )=0 (19.64) 
其 由 二 为 瑟 的 微分 形式 的 阶 . 由 二 式 易 征 : 
d Sat Bi 总 = yi DD St B,D) 0 (19.65) 


1 1 
其 中 DE, = dg + [A,3 ] 为 协 变 外 微分 . 
下 耐 回 钊 (19. 58), 由 于 2 形式 则 相生 对 易 , 故 式 (19.58) 中 取 迹 运算 与 对 称 迹 
运算 等 价 .利用 上 述 对 称 迹 的 性 质 , 并 注意 到 在 参数 空间 回路 1 = 站 二 /+ 4 为 联 
络 空 问 标 准 2 单 形 A 的 边缘 :1 = ba ,利用 Stokes 定理 ,得 


AQ (AAA | Sir{ drm, + dspys PF!) 
dm 
和 训 - od 
二 | Sp 一 去 Strt | ,i ! ) jdz Mds 
= n(n — U|， [Sitr{ wm, Dm, FE) SC dr A ds 


= a Dal Sa .pF ) =- dQ A0. A A) (19..66) 
其 中 
， 上 1 , 
3 2 A= 5 de dsStri nm, mF ) (19.67) 
为 定义 在 联络 空间 三 个 联络 工 的 泛 函 ,是 联络 空间 2 上 链 , 也 称 为 推广 的 陈 -Si- 
nons 形式 . 
以 上 过 程 可 进 - 步 推广 .注意 到 联络 空间 区 = 14 :为 无 穷 维 仿 射 空间 中 的 四 
流 撒 , 可 在 个 线性 无 美的 联络 | 六 ;7 二 了 .2,… ,不 ; 问 作 线性 内 搬 


A, -Au 二 dr 


了 一 
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中 
i (019.68) 
7 ' 
今 RL1)* 为 维 线 性 空间 ,可 以 在 流 形 MQRC 上 引入 左 络 
rd 0 = CA :ID) (19.69) 


并 可 年 交流 形 MRAY! 于 曲率 < 
“= drt /=d + NB +Ar= FF,+H (19. 70) 
其 中 d 为 流 形 M 上 上 的 外 微分 ,而 主 为 参数 空间 只 (人族 中 对 登 数 ;iz ;的 外 微分 ,并 
里 为 简化 记 导 , 岂 去 外 习 记 导 太 , 邮 A*=AAA. 
外 微分 算 子 da 满足 熟知 的 法 则 
于 二 这 = 人 必 


{d rd) = d+Ad=0 {19.71) 
【19.70) 式 中 
F = AT 由? [19.72 1 
而 
H= Vn: {19.73) 


4 -1 
为 过 A， 点 沿 确定 方向 D9 三 + .7# 上 A, 的 变更 , 末 为 参数 空间 | 形式 与 流 形 
M 上 | 形式 的 外 积 . 住 主 从 P(M,G) 上 联络 4 作 规范 变换 时 , 按 规范 内 上 
H-r IF = g!Hg {19.74) 
几 上 其 性 硕 
5H =0 (19.75) 
H = 4 dt gy = — Hd 


此 [二 1 


HH = 1) 7 Bt (119. 76) 
利 册 019.70) 式 将 .的 nn 阶 对 称 迹 按 11 的 短 次 展开 


Su) = rr) = 和 的 (19.77) 
页 -是 
其 中 
四 对 ， 1-- 下 
dt = Fl EyrSu(H ,PF ) (19.78) 


注意 到 “ 满 见 Bianchi 等 式 ， 
DA d+)+[E ,r=0 (19.79) 


和 19.2 联 乡 室 问 同调 论 与 上 回调 论 拓 上 的 陈 : Simons 形式 系列 369 ， 


故 由 (19.65) 式 


(d + BStr( 7 )}=0 (19. 80) 
将 (19.77) 式 代 人 人 上 上 式 , 要 求 同 阶 形式 相等 ,得 
do, 1 = — $80 1， 下 一 |,2 {19.81) 
及 de, = drr( F" ) = 
Bo Cg, A) = HStr(H") = 0 {10.82) 


上 式 与 (19.75) 式 符合 . 
在 联络 全 加 是 = 14 二 选 对 的 上 个 线性 无 关 塞 更 1 有 二 A 一 A , 邻 
T= An t+ Ni > 一 下 A 0 > 1}) (19.83) 


为 联络 空间 过 A， 点 的 链 ， 可 将 十 ，, 对 上 述 庆 和 链 攻 积 分 ， 即将 上 必 在 参数 空 
问 RGr 的 上 阶 标 淮 单 形 A 


上 
A A 所 Ss 区 : 1) 
上 大 天 量程 分 ,得 六 上 的 泛 晴 


i 
OQ A) = a, :CT ) 一 | 人 上 


D 1 六 8 
mi| (B71 }* Strt Wm) (19.84) 
称 为 推广 的 陈 - Simons 形式 (Q 系列 ) ,为 联络 空间 有 上 链 . 易 证 
站 了 站 TT 
dQ2， (1 ) = d| 本 ， 三 【一 1 da as = { 一 | 全 


P 


= | ape) (18.85) 


上 起 中 第 一 等 起 后 因子 ( 1)# 的 来 源 是 , 设 d 与 3 版 对 筷 , 帮 在 4 与 | 交换 次 序 


时 虚 多 出 此 因子 ,以 使 Siokes 定 悍 (| 式 第 四 等 式 ) 保 持 通常 形式 .第 :等 式 是 利 
用 (19.81D 式 . 

注意 到 泛 沁 Q;,- 4 (了) 相对 被 积 的 坟 链 的 线性 秋 加 性 ,上 式 有 有 端 @ 
(9T) 叉 可 进 - 步 表示 为 


到 
站 3) 
i 


皮 


-21 QI TAQ DD) (19.86) 


1 
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合成 


其 中 六 为 作 骨 在 联络 泛 畏 空 间 荆 的 算 千 , 它 鸽 开 + 个 去 阶 泛 画 t 上 链 , 组 
{ 丰 十 1) 上 链 ， 


s+1 
A Ap. 二 I(- 1 YO!) (An A 1 (19.87) 


此 式 居 (19.54) (19.5$8) 式 的 日 然 推 广 . 易 证 它 满足 
= 人 0 
故 A 称 为 联络 泛 昕 空间 上 的 上 边缘 算 子 ,可 利用 它 来 讨论 联络 空间 的 上 同调 论 . 
(19.86) 式 表明 ,利用 线性 泛 函 的 线性 过 加 性 ,可 将 联络 空间 同调 群 的 边缘 算 子 ? 盾 
出 ,得 到 作用 在 联络 线性 泛 晒 上 的 上 边缘 算 了 A， 
以 上 分 析 表 基 ,(19.84) 式 引入 的 推广 的 陈 -Simons 形式 (Q 系列 ) 共 有 下 列 重 
1) AQ pCa A = (1) dO, {A.A ) 


{0S) (19.88) 
AQ' An = (19.80) 
2) 己 系列 在 其 所 有 宗 量 作 相 同 规范 变换 下 不 宰 . 
it A A = AA) (19.90) 
好 QQ 系列 实质 上 为 轨道 空间 唉 4 二 的 泛 丽 ,在 整 个 主 从 PUT GD) 的 联络 空间 上 
有 心 体 定义 . 
3) 六 系列 对 所 有 宗 量 的 冒 换 完全 区 对 称 . 
CA (19.91) 


为 了 使 于 查找 ,下 面 列举 些 简单 的 Q@ 系列 的 表达 式 虎 些 澡 用 关系 式 . 
1 陈 -Simons 形式 ,将 上 =1 代入 (19.84) 式 


"| 

1 (CA,, Al) = | de Av,L1!) (19.92) 
其 中 

Fi=F tr Frit A- A,) (19.93) 
利用 

rl 1 二 1 
此 _ i i _ 

| dz {1-1) 二 rE i {19.904) 

易 让 
1 (— 1)": yl 


Qa 1 ,AA11 二 人 >， 


上 


(x -7 一 TI -7 一 TI 


$19.2 联络 空间 辣 遍 论 与 上 同 项 论 推广 的 陈 -SSmens 形式 系列 :571 * 


~ { 一 让 一 1}ltn 一 一 ] 1 
“i 
x SA AvtA A Tl, mm) {19.95) 


例如 
QO! (A .A 一 tf 1 An} 
- < ~ = | 
QA, A) 一 rlea, 一 A | Fi 一 本 (4 一 由 ， 
| ! To 村 i 了 T， 四 1 
Qt A A = 一 + 《Fo + FF,} 


! {A AA} ; 


| 3 
3(A 一 An {FF, + FF) + 1 


QA AD = tr A A FY) 


二 . 3 、 
+ CA - Aa) -FE So + 7) | 


] 1 ， 
+ A A (Fot PF) — F(A Au | (19.96) 


以 上 机 当 于 存在 背景 场 4 时 的 陈 -Simons 形式 , 呈 一 般 交 上 献 常 和 将 A, =0 时 的 陈 - 
Simens 有形 忒 记 为 w,. 1 六 ) ,有 即 


了 
1 = 2 | deur A,F™ 1) 


| 
一 nlty — [1 (一 1)"?! 7 | Sor(A ,An BE 
一 25 一 了 -7 


【19.971 
倒 如 ] 
wtAl= tt 


aA). iFA- A) _ al Ad4a + 子 43] 


_ 2a Ta as 2 3 3 5 
tsef 六 ) 二 人 六 5 FA 十 104 = ef Atd4) 十 了 人 dA 1 噩 从 } 
tit 六 = of -二 FA 了 工 FaFaA LFA'- 二 4 (19.98) 
" ”5 5 ”3 35 : 


2) 推广 的 陈 -Simons 形式 , 令 二 =2 代 入 {19.84) 式 ,有 
Qi xz(4 AL, Al) 
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nl nl 1 ， 
二 一 nt 一 1)| de Sr A 一 了 一 和 (19.99) 
区 二 了 -nh 
其 中 
F=t fF tor +i,F, 
— tl {2) (AA) + A A,) | 
— ft tA — A,) (19.100}) 
利用 
! 站 Em glnptil 
ja] dis{] zi 一 ft) - (Kimtr ro) C19. 101) 
| 1 glil1 “ li ， 
ko -i 一 * 
| do dis ft tint | distl 2 oi) 


| i 
= | da| da- (19. 102) 
站 


易 证 ,把 上 =2.3,… 代 入 (19.99) 式 ,得 到 
QI(AL ALA)= tA 一 A 
QA Al,A:)=— tr 人 (这 一 六 六 一 Aut{F, + FP, 十 F,) 


AAPA A HA AOL Ay 


4 
+ 《4 一 一 DA 一 (19. 103) 
而 Zumino 引入 的 a), _;( 岂 全 19.5) 可 表示 为 
a 7 Qi 0 A v= gdg [19. 104 ) 
例如 
oa = tr waA) 


Stiriv(AdA 1 dAA) Ta — wiA 3 (AP! (19.105) 


Oy 二 


而 各 种 反常 的 局 域 乓 消 需 (PBardeen 抵消 项 吏 和 19.5) 为 


有 AD) = co (0D, ALA,) {19,108} 


一 1 
nl(2r}” 
例如 在 四 维 时 空 , 令 n=2, 得 


BAA AD Fr A A FP + Fi) -本 (4 + AAS) 


+ A A A1A| (19.107) 


a819.3 规范 群 4 的 各 级 其 扑 障碍 Cech-as Rham 疏 复 形 ， 573 ， 


推广 的 陈 -Simeons 形式 满 是 (19.85) 式 ,可 上 表示 为 
ds (CAs A A CD AQ A) 
《下 一 | 3) {0.108) 
例如 
df Ai) = trF trF” 
dQ AA A)= Oba A AY (Ao Ad) — QU {A AL) 
da =- QA + Ql, 0.0) — Q!, 1(0,4) 
-on 一 (19. 109) 


dB al A :有 一 避 (A ;六 1) 十 OQ, 1 (0, AA,} 一 QO, 1) 


= A A C9. 10) 


8 19.3 ”规范 群 4 的 各 级 拓扑 障碍 Cech-de Rham 双 复 形 


设 物理 时 空 为 经 Wick 转动 后 的 六 统 欧 氏 空 间 , 并 可 进一步 紧 致 化 为 无 边 紧 
级 流 形 M ,规范 变换 gtr) 为 取 值 在 李 群 G 的 底 流 形 M 的 晒 数 , 即 为 映射 
giM + (19.111) 
且 一 般 要 求 yx (ro) = 这 里 zz 为 与 无 穷 还 点 相应 的 流 形 M 上 的 某 特 妹 点 . 
规范 安 换 gp 的 集合 “= ;8 为 无 穷 维 群 , 称 规范 变换 群 (以 下 简称 夫 范 群 ). 规 
范 群 了 可 能 岳 扑 非 平 庸 , 即 可 能 存在 拓扑 非 平 青 的 同 伦 群 
nA 人 0 
定义 在 联络 空间 中 = 1A(.r)1l 上 的 物理 体系 ,由 于 存在 规范 不 变性 .实质 上 是 
定义 在 规范 轨道 空间 名 5 上 ,由 于 #5 可 能 拓扑 非 平 甫 ,使 得 罗 道 空间 i 拓扑 非 
平庸 . 类 似 第 七 章 利用 投射 与 嵌 人 映射 ,可 得 到 下 列 同 伦 群 问 的 恰当 系列 : 


Tt CU) aU) rr) rr, (A) {19.112) 
出 二 联络 空间 % 为 拓扑 平 良 的 凸 流 形 , 即 
TA = 站 ， | {19.113) 


故 恰 当 系 列 (19.112) 约 化 为 
QO Ti rr (0 
因此 知 
TH 9) = x (#4), | [19. 114) 
下 是 规范 群 4 的 折 扑 非 平庸 造成 轨道 空间 %14 拓扑 非 平 良 , 这 使 得 定 祥 在 轨道 空 
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间 上 的 规范 协 变 的 Trac 算 子 存在 拓扑 障 得 .本 节 我 们 将 利用 Cech-de Rham 冯 复 
形 3 来 分 析 Dirac 算 耻 的 各 级 拓扑 障碍 ,同时 能 极 共 自 然 地 得 到 规范 辞 王 同调. 

由 AS 指数 定理 我 们 知道 ,Dirac 算 子 的 解析 指数 IndP 可 用 主 从 PUM CGI) 
局 域 多 项 式 的 积分 表示 : 


IndD= | A(MICH(F) = 7 (19.115) 


其 中 为 穆 数 ,Ch(FF) 为 用 规范 场 强 六 表 于 的 主 从 PCM 如 ) 的 总 陈 特 性 . 


CA(F) = trel "= y+ a tr 1 -Ft .11 


: Tp 
站 (Mf) 为 用 底 流 典 M 的 曲率 RR 表达 的 六 多 项 式 ,为 简单 起 见 , 设 床 流 形 好 可 紧 
狼 化 为 与 24 维 球面 S" 同 有 吓 的 流 形 , 由 于 我 们 在 这 里 集中 分 析 规 范 属 的 拓扑 障 
碍 ,可 令 A(S™) 一 1, 于 是 (19.115) 式 化 为 


Z -caF | ONF), (19.117) 


”li2r)’ 
上 式 中 ,s(trkY 称 为 再 从 P{M,0G) 的 第 n 陈 特性 ,为 闭 25 形式 , 当 
ZA0 时 , 只 Nn; {下} 不 能 在 整个 流 形 S™* 上 表示 为 恰当 形式 ,有 规范 势 4 本 入 不 能 在 
整个 S” 上 有 有 定义 .但 是 Qa 是 以 在 整个 S* | 有 定义 ,用 Cech 上 同调 语言 ， 
0) (下) 为 Cech 零 上 闭 链 . 
将 流 形 M = S 用 两 个 开 集 杆 羡 
UU = NM 
每 个 于 集 =0,]) 拘 与 2 维 盘 万 ， 回 租 ,为 拓扑 平庸 底 威 ,上 由 由 Poincare 引 理 
知 ,在 每 个 区 域 U, 闭 形式 吕 .4 (下 ) 可 表 为 恰当 撒 式 
Qa(F = dA, + A) = dns,1(A,) {19.118) 

其 中 

1A) = R10 A = cw lA,) (19.119) 
为 熟知 的 陈 -Simons 形式 ,其 具体 表达 式 见 (19. 97.19.98) 式 ,为 简单 起 抑 .下 面 仅 
以 =3 为 例 来 进行 分 析 . 由 {19.98) 式 知 


QCA) = cyw (tA) = otr{A(dAY 十 避 Asd4 十 三 45】 (19.120) 

内 于 Qs (有 A,) 仪 可 在 一 个 平庸 区 域 UU 定义 ,在 整个 5 上 不 能 整体 定义 , 履 

人 035A) 不 是 Cech 零 上 闭 链 , 市 仅 为 Cech 零 上 链 . 在 两 个 区 域 的 交 普 区 UU = 
[全 ;3 (A, } 的 其 非 零 ,可 表示 为 

A (Av,A1) = (A) - (A,) {]9, 121) 


§ 19.3 规范 样 的 种 角 折 扑 障 得 Cech-de Rbarn 双 复 形 ， 575 ， 


注意 到 交合 区 Lo 与 全 同 伦 等 价 , 吕 将 Li 收缩 为 S 这 时 积分 (19.117) 可 表 泵 
为 


2 -| on- S| aaa | dna,) 
J 5 了 


~、 
ery 
-0.1 pers 


= | .asC4 AI 


式 最 后 “ 步 利 由 了 Stokcs 定理 ,并 注意 到 随 个 定 血 区 域 Dw 的 边缘 S* 取向 相 
反 ,使 求 和 运算 变 为 取 盖 运算 . 
两 个 革 域 1 C 的 规范 势 ;4,| 间 本 善 规范 变换 5 , 即 可 令 
AAA Al= A dg (19.122) 
再 利用 (19.120) 碟 得 
MA A = cwst aA) wtA)) 


= 了 dtr| vid/AA + AdA) + Av Au | 于 (au | 一 Dr 


(19. 123 
其 中 


代 人 (019.122) 式 ,得 

2 = - 细 |、 tr (19. 124) 
即 Dirac 算 子 的 解析 指数 ZzZ 相当 于 (将 流 形 535 分 为 两 个 区 域 后 ) 交 生 区 ( 同 伦 等 价 
于 $7) 内 两 区 规范 势 间 规范 变换 同 伦 类 的 绕 数 

ri(G)= 2 
以 上 步骤 相当 于 将 流 形 S 上 的 微分 形式 4 7 (155) 限 制 喘 射 (restrictions) 到 大 各 区 
域 ,再 取 Cech 差 映射 4 得 到 Mayer Vietoris 系列 
OrA(SD——A (DIDA' (DD) A (5S 7) -一 个 
如 上 得 到 的 Mayer-Vietoris 系列 为 恰当 系列 .注意 到 Q25'(A,)= dQ (A ) 为 Cech 
夫 上 闭 链 ,而 Cech 差 算 子 A 与 外 微分 算 子 昌 可 对 舅 ,使 AVCA6, A) 必 为 团 形 
武 , 即 对 (19.121) 式 取 外 微分 9 运算 , 右 端 每 项 均 为 第 3 陈 类 Qs!(FF), 故 
dA AD) = 0 
将 Cech 上 同调 与 de Rham 上 同调 结合 ,我 们 本 以 得 到 如 下 的 A-d 收复 形 : 


YY { 上 
0 
.dd 
FF 2 
fd -d 


fA) dd 1} 


其 中 代表 服 制 歧 射 .A 为 Cech 益 蜡 射 ,d 六 外 投 分 .区 
番 区 Li 同 伦 等 价 丁 S$ 可 收编 为 53), 由 于 S* 拓扑 非 
平 南 , 故 虽 然 AP2314 ,A ) 为 半 形 式 ,但 不 能 在 再 个 Si 
| 表达 成 惨 当 形式 ,为 了 分 析 规 范 群 的 更 高 阶 拓 护 障 三 ， 
需 进 : 步 分 区 .这 点 可 由 对 最 初 对 的 更 细 划 分 得 到 . 例 
如 一 - 片 始 就 将 S 分 为 :个 与 DD, 同 肪 的 区 威 , 如 地 19.2 
所 示 . 


图 19.2 DR 


-l,l 


oD, = Ss = MD 


有 {19. 125) 
这 上 时 任 两 区 域 前 人 为 习 ”, 拓 扩 平 唐 , 在 其 上 可 将 同形 虑 A023CA ,A,) 进 一步 表 
小 为 恰当 形式 
ADsA A) = di(A, .A,) (19.126) 
令 4 二 A,A = 让 ,w= gd 由 (19.123) 式 可 将 QCA .A 和) 三 1(CA ,1} 表 以 
为 


| , | Cy 
Of(4 As) 一 一 Ftriv(daA + Ad) + A A (Av) + re) 


0 
(19. 127) 
这 里 4 ”为 同 伦 算 子 .于 是 指数 之 可 进一步 表示 为 


2-| DOF) = | fia) - IDM AQ(AA,) 


Li 


_ 2 | ,dO (A ,A,) 一 2 4 


= | ,AN!CAs AU Ai) {19.128) 


#19.3 规范 烙 的 各 级 拓扑 二 得 Cech-de Rhan 此 复 形 * S77 + 


S 的 定向 约定 (19.125) 使 村 各 01(A, ,A 的 求 和 变 为 求 突 蔡 和 ,从 而 自然 站 入 
上 式 的 最 后 - - 步 ,其 中 

A A A CAA) A A ) {9.129) 
些 即 疗 -: 重 芝 要 区 上 Cech 上 同调 的 求 边 运 算 A, 利 用 AA,d 算 子 的 可 对 蕊 性 ,上 式 
右 辣 各 项 园 分 如 (19.126) 式 为 陈 -Simons 形式 的 益 ,而 二 项 的 外 微分 之 和 为 震 , 故 
得 AQ4{ A 六, ;总 1 , 态 ;) 为 同形 式 , 但 不 能 将 它 往 邦 扩 非 平庸 的 3 上 表 朱 为 怡 当 形 
式 ,. 为 克服 此 拓扑 障碍 ,可 将 最 初 流 形 5 吊 细 分 .为 了 看 出 其 一 般 规 律 性 , 下面 得 
举 一 例 ;将 S 分 为 四 个 与 Du 同 是 的 区 城 , 旦 其 共 回 的 四 重 交 为 3; ,这 时 指数 Z 
中 表 朱 为 (在 上 庶 式 手中 ,与 在 求 和 号 、， 上 上 面 的 数字 代表 求 和 的 项 目 ) 
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, .41 
ZX- | ,QF) = S| Qe) = > | ,dA,) 
, 1 | 了 四 


th , 6 , 
= 、, | QA = | ,dA, A) 
)。 re lls 


| 
4 i4! . 
= | ao A A) -= > | dO A, ,A A) 
ee A 
一 | ,ATA AAA { 19. ] 30} 


1. 式 最 后 一 步 交 一 涂 用 了 Stokes 定理 ,并 在 公共 定向 交 玖 区 S 上 采取 符号 约定 
SI = (1) {i < ,< 上 k) 
使 对 3 的 求 和 号 化 为 求 交 蔡 和 , 而 自然 引入 史 高 一 阶 的 Cech 差 算 子 局. 
AD 人 A, A) (A A, A ) 
+ MA A A AAA) (19.131) 
此 即 在 内 重 变 闭 区 jCech 和 同调 边缘 运算 ,而 作用 在 和 2 系列 的 Cech 差 算 子 A 的 
- - 般 上 表达 式 与 (19.87) 式 完全 类 似 ， 


上 


AT 


(19. [32) 
而 利用 和 与 4 算 子 对 易 , 妃 证 上 式 为 闭 形式 ,在 所 扑 平 良 区 间 ,可 得 
A Mo A) 7 ,dA (19.133) 


将 (9.132) 式 与 [19,87) 太 (9.91) 式 比较 ， 可 将 定义 在 联络 空间 外 的 标准 到 草 形 
FF 的 泛 眶 旧 系列 ,推广 齐 定 义 在 所 中 任意 库 续 上 链 寺 的 & 上 链 忆 上 斌 果 
(25,1) {A a ,A 二 {1 《 【1 .134 
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即 这 里 引信 的 刀 系 证 , 即 上 和 站 引 大 的 推广 的 陈 -Simons 形式 ,注意 到 推广 的 陈 -Si- 
mons 形式 特性 ,可 将 (19. 1321 .119.133) 改 写 为 


A (TD ) = (1, (9D) {1y, 1]324) 
da) = 0, 肥 A AA 三 A (27 ) 为 财 形 式 . 
(19, 133a) 


类 似 可 讨论 更 低 维 规范 群 的 更 高 阶 拓 扑 障碍 ,利用 分 区 可 能 使 Poineare 间 伦 算 子 
“d “有 确切 定义 ,注意 到 3 “与 22 +1 维 标准 单 形 的 边缘 同 胚 ,将 Ss” 用 (2n +2) 
个 与 D,;, 同 胚 的 区 域 履 盖 后 ,rn[ 得 到 好 覆盖 (good cover) , 即 所 有 交 秋 区 拓扑 平庸， 
其 闭 形 式 必 可 表 为 正 合 形式 ,无 需 进 - - 步 分 区 .这 样 将 Cech 的 上 边缘 算 子 A 与 de 
Rham 的 外 微分 算 子 4 结合 ,可 得 如 下 表 的 A-d 双 复 拱 ， 


表 19.1 Cech-de Rham 双 得 形 


， ， 7 r r ? I 7 ' 

My | 已 AE Nu NE Ne 全 0 加 nt 
A 0 0) 

T 

Aa-* 1s! 了 Ns! 性 

站 | 0 

A | pe A 0 

A nt AN? 站 

A | {121 A 0 


其 中 由 U 表示 户 个 区 域 的 交 ,而 CY 为 在 (p+ 1) 重 交 玖 区 f U 上 的 常 实 画 数 的 集 
合 , 为 简化 ,有 03035404 ，…,A,). 此 表 中 各 124 形式 均 为 闭 形式 ， 
可 局 域 去 示 为 1 ,1 的 外 微 分 ,但 ja :| 不 能 在 整个 北平 庸 区 域 直 法 成 
1 9 ,1 的 外 微分 .但 i 1 的 表达 式 中 ,例如 (19.127) 式 ,含有 同 伦 算 子 4 '， 
其 明显 表达 式 存在 拓扑 障碍 , 需 进 一 步 分 区 ,在 拓扑 平庸 的 开 集 上 , 闭 形 式 必 为 正 
合 撒 式 ， 

由 以 上 分 析 我 们 可 以 看 出 ,利用 区 域 的 细 分 , 订 使 拓扑 障 得 惟 到 更 高 阶 , 在 安 
登 区 ,不 同 区 域 的 规范 势 间 差 规范 变换 ,于 是 可 将 Cech 上 同调 与 规范 群 上 问 调 联 
系 ,即将 底 空 间 的 细 分 与 克服 规范 群 拓扑 障碍 相 联 系 ,与 规范 群 上 同调 群 的 边缘 算 


ri 


$19.3 规范 群 了 的 各 级 拓扑 障 和 三 Cech-de Rham 驱 复 形 :5379 ， 


子 柱 联系 . 利用 Cech 上 边缘 算 子 和 可 自然 地 得 到 作用 在 规范 彤 二 链 上 的 上 边缘 
算 子 . 

下 曾 仍 以 表 1 的 例子 进行 分 析 . 我 们 知道 D5 = eabF 为 5S” 二 需 范 场 的 陈 
特性 ,是 规范 无 关 的 ,是 在 整个 5S* 上 都 有 定义 的 闭 形式 , 它 对 整个 S 的 积分 为 标 
志 规 范 从 拓扑 性 质 的 陈 示 忻 数 Z, 对 拓扑 非 平庸 从 ,2Z 关 0, 这 时 不 能 在 整个 S 上 
将 2 (下) 表示 为 正 合 形 式 , 仅 当 我 们 将 S 用 两 个 邻 域 1 U6,U ;覆盖 ,在 每 个 分 
域 U, 可 将 间 s "(下 ) 表 示 为 下 全 形式 ,而 得 到 的 陈 -Simons 形式 504) 如 119.120) 
所 示 . 5{ A ) 的 表达 式 与 规范 有 关 , 用 其 表达 式 不 惟一 ,(19.120) 式 仅 为 一 种 最 简 
单 的 表达 式 ,各 种 表达 式 问 还 可 差 正 侣 形式 ,将 D3(A) 在 与 二 重 交 共 区 辣 伦 等 价 
的 S 了 革 积分 ,可 去 掉 上 述 不 确定 性 , 即 令 


c CA) = 2z| 08(A) (19.135) 


这 样 ,(19.122) 式 可 表示 为 
Aa {AR) Ea (MA) -alA) = 2rZ (19.136) 
注 趾 上 式 的 an (tA) 称 为 S 上 的 规范 群 4 的 零 上 上 闭 链 (的 上 标 5 为 底 流 形 SS: 
的 维 数 ,为 一 维 底 流 形 到 群 G 的 映射 集合 ). 
当 2 了 0 时 ,a 04) 为 及 的 非 平庸 零 上 闭 链 . 
我 们 进 一步 将 S 用 三 个 分 域 覆盖 ,在 拓扑 平庸 的 两 重 交 看 区 站, 可 由 
Ans(4 A) =dni(A, ,六 ,) 得 到 Qi(A, ,A,) 的 表达 式 , 令 


a (Aig) = 2x| ,1(A,A:) (19. 137) 


由 (19.129}) 式 得 
Aa (ARID a A gi) aAsgg) tollA;g,) 


= 27| J AQ A A , AWTSY) = 2n2 (19. 138) 


上 上 式 中 sg 和 并, 满足 上 式 的 eaA5g) 称 为 规范 群 允 的 1 上 闭 链 .而 器 (4A， 
4") 称 为 直上 闭 链 密度 ,由 其 其 体 表达 式 {19, 127}) 看 出 ,可 将 它 分 为 其 个 部 分 ,上 其 
第 一 部 分 含有 规范 热 4 ,相当 于 cjQ10,4 ,v4), 而 旷 一 部 分 不 舍 4 , 促 含 由 规范 
变换 g 组 成 的 纯 规范 势 w= gdg ', 即 

DAA = es 0 A,v) + RICO, vw) 《19. 139) 
其 中 Rj(0,w} 满 足 


dRI(0,v) = csQs(0,v) =— ugdg') (19. 140) 
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形 蕊 上 可 将 且 00, 写 虑 


RiC0 ay rid "ir( gdg 1 (19.141) 


普通 四 维 时 空 虐 的 Wess-Zrunnine 有 将 作用 谍 相 党 二 这 里 引 太 的 全 的 工 二 沿 儿 a 

{入 ;gg) ,此 泛 旺 对 规范 群 # 中 变更 给 出 手 征 流 的 反常 般 度 项 .而 片 中 且 110， 2 部 

分 析 污 于 WZW" 上 反常 项 ”, 它 反 据 了 规范 场 的 大 范围 折 盾 性 质 , 正如 {19.124) 式 所 
示 . 忆 是 由 (个 ) =) 一 ZZ 翅 0 引起 的 . 

类 似 , 我 们 可 分 析 更 低 维 规范 群 的 更 高 阶 折 扑 障 竺 ,例如 ,7 的 一 阶 折 扑 障 进 

nm)= m0) = 
与 前 述 二 【0 全) 有 相同 的 折 扑 根 落 ,这 时 应 将 3* 分 为 四 个 郭 域 .其 花 回 从 为 5S ', 令 
a AGE KR) = zx| DIA ,A Ase ) (19.142) 


由 全 3. 13 和 下, 知 
A {AiA .六 ,六 ;一 a (CAM + ,E11 a (A:gIH ,#1 
十 a {ASg] ,中 一 a (Ai) ,4 
一 2r| OSA, A A AY = DrxZ{19. 143) 
A 为 规范 群 | 的 2 上装 链 . 
可 将 以 上 东 又 排 广 ,得 到 规范 糙 #1 的 名 上 周 链 ， 


if 2x| 0. CA 19144) 
利用 底 流 有 形 苯 盖 的 神经 (nerve) 与 联络 空间 单 撒 问 联系 ,用 器 系列 的 Cech [边缘 
算 子 全 由 日 然 地 得 到 作用 在 a* 系列 上 的 规范 群 上 边缘 算 子 (可 用 同一 符号 、 才 
到 ,不 会 引起 袍 并 ) 

六 or (和 可 站 


?| a, 下 1 六 1 er ) 


人 一 (ASS 
| 
1 (19.14S) 
19.136) ,419.138),(19.143) 渚 式 均 为 上 式 的 简单 特例 . 易 证 上 上 式 所 定义 的 竹子 
从 满足 

A = 人 0 C19.146) 


$ 19.4 规范 拌 上 财 链 侯 度 ! 吕 系列 ) 与 规范 代数 上 闭 链 窗 肛 (ev 系列 六 ”3581 - 


上 由 可 用 .上 回调 话 言 来 讨 途 规范 杰 的 上 同调 ,如 天 满足 
过 二 和 Tirmod2r) {19.147} 
则 称 此 a* 为 上 于 链 , 如 o 本 身 可 表示 为 Aa “', 则 称 此 af 为 & 上 边 绿 ， 
类 候 (19.134),(19.132a) 式 ,可 将 定义 在 某 规 范 轩 道上 标准 放 单 形 二 活 蚌 = 
系 便 排 ) ”为 定义 让 规范 轨道 上 连续 链 工 的 规范 群 上 上 链 


人) (19., 148) 


A 1 


只 qh 内 [ 
a (TS 1 = 2 
和 


I 


A CT" 上 1 3 一 27| 、 A (oF.,) 一 27| a 23, 上 1 


J 2 La 


= a (NT, SS" "1) (19.149) 
此 即 (019.145) 式 . 
汕 调 述 计 论 看 出 ,规范 样 .下 闭 链 去 示 规 范 群 的 & 阶 拓 扑 辜 三, 它 与 规范 体系 
的 各 阶 上 反常 相 大 .由 Cech-de Rham 双 复 撒 { 表 19.1) 及 前 出 分 析 可 看 出 ,不 问 维 需 
汽 群 的 不 回 阶 搞 扩 障碍 密切 相关 , 道 过 对 流 形 区 间 的 细 分 ,可 将 岳 扑 上 住 半 庸 区 问 细 
分 得 到 平 良 区 间 ,就 下 克服 Poincare 同 伦 算 子 "dd ， “ 运 簿 的 拓扑 障 骨 ,将 拓扑 障碍 
推 人 更 上 一 阶 ,而 同时 相 上 应 规范 群 双 的 维 数 & 底 空间 维 数 ) 电 降低 一 维 . 


> 19.4 规范 群 上 闭 链 密度 (Q 系列 ) 与 规范 代数 上 
闭 链 密度 (ow 系列 ) 简 并 | 上] 边缘 算 子 A 


设 底 流 形 MM 为 2x 二 一 维 闭 流 形 , 流 形 M 天 李 群 6 的 映射 
县 : Mi 一 {7 


的 集合 
Fl 
为 无 穷 维 规范 样 .规范 群 w” “1 可 能 拓扑 韭 平庸, 可 讨论 其 上 财 链 , 邮 (19.144) 
式 
cgi) = 27| 0 (AA A (9.444) 
19.140) 式 类 似 , 丰 0 系列 的 表达 式 中 , 常 可 分 出 清热 A 的 日 系 刘 , 剩 下 仅 全 
综 规 范 势 习 的 及 系列 
人 站， 本 人 一 人 1 1 人 ,an 1 zy 
十 RS, RD (19. 150) 
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i 
nl(2xr)” 
上 上 式 石 端 第 一 项 只 系列 已 下 明显 表达 式 , 见 (19.84). 关键 在 于 求 出 右 端 第 .一 项 民 
系列 的 明显 表达 式 . 

这 里 应 注意 ,在 上 式 各 项 中 ,和 兴学 函 的 宗 卉 数 日 木 同 .2 系列 与 展 系列 均 为 规 
范 群 4 上 证 羡 , 而 急 系列 为 联络 空间 (还 可 蔡 任 意 规 范 变 换 , 故 实质 上 为 轨道 空间 
M5) 上 的 汉 明 ,由 于 


Wl 一 Blig1 ， Ui (glgild(g1 ga se 二 


mre (UD) — mt 
注意 :0 系列 上 下 指标 和 为 奇数 27 1, 而 Q 系列 上 下 指标 和 为 偶数 2 . 故 在 
C19,150) 式 中 ,Q 系列 证 了 范 多 -- 守 量 ,因此 将 (19.150) 式 两 端 用 规范 群 上 同调 凸 
边缘 算 子 A 作 用 时 , 它 对 右 端 第 项 Q 系列 的 作用 应 特殊 研究 , 它 应 与 (19.82) 中 
引入 的 作用 于 联络 空间 证 范 QQ 系列 的 差 算 子 A{19.87) 式 不 同 , 称 为 联络 党 间 活 
尔 的 简 开 差 算 子 , 记 为 入 ,可 从 一 些 葡 单 例子 找到 其 作用 规则 ,例如 
f(A) = cAQi0.A) 
amd) = AQIO,A,v) 
上 式 左 端 
ADA(A, A = A) — QA 
= cA QO .AD QO AY cAQIO,A,0) ~ QI.)) 
比较 上 五 起 得 
AAAc = AQLO,A,0) - QI(0, vw) (19.151) 
上 F 式 而 进 -一 步 锥 广 为 
(CAGQS, 0, A, ) 
= AQS, oD A os bi) — Os, 0, i) 
在 对 (49.150) 式 进行 规范 群 上 边缘 运算 时 ,应 对 有 端 Q 系列 作用 由 和 9.151) 式 定 
义 的 简 并 上 边缘 算 子 , 并 利用 上 式 得 
人 AR 
CA 
AQ2 0 A vs 0 — ,a 0, 0) 
+ ARS, (0, wn, wy ) (19.152) 
为 得 到 系列 的 明 电 表达 式 , 应 设法 求 出 (19.150} 式 右 端 第 二 项 中 R 系列 的 
表达 式 ,为 此 ,可 对 (19.150) 作 外 微分 d, 利 用 {19.108} 及 {19.133) 式 


|| 


$19.4 规范 群 上 闭 链 密度 (0 系列 ) 与 堵 范 代数 了 上 所 链 密 度 fo 系列 】…… 583 : 


AAA (19.153) 
dO A = A 0 A vs) (10,133) 


A 

= eA, 0 A vi dR (0, ws, we) 

与 (19.152) 式 比较 ,可 得 民 系列 满足 的 弟 推 公式 
dR C0, wr) = MR (CO, os v0) — ct, 0 ws) 
(19.154) 

利用 上 趟 ,在 拓扑 平 唐 区 域 , 可 利用 同 伦 算 子 a“ 逐 级 求 得 尺 系列 的 各 明显 岩 达 
式 , 再 代 人 (19.150) 式 得 吕 系列 的 明显 表达 式 .下 面 将 只 系列 中 几 个 较 简单 的 式 
于 (相当 于 二 1,2,3 时 ) 列 在 下 面 以 备 参 状 : 
1 n= = tr 

NMA)=e trA 

CA ,AY = etrng 
2. n=2 时 :D1! = ear 

QA)= ou (AdA+ SA )= ou AF- A 

D(A A)=e, | -rat) - 3d trv | {10.155) 


3. 9 一 3 时 := etrr 
0 加 『 1 3 3 3 53] 1 1 1 ,| ,i 
(A) A(dAY + 3 AJA+3A |=cnlF A-LFA'+iA ) 
| 2 5 3 ] 
DI(4 As)= -号 al wadAA+ AdAI+ ATw ~ Av' + (Av) | -Date 


2 e - - - - 一 
Ni(A, gg2) = Fu Aldg deg gr! — gidggs gi das!) 


d ‘| ding, {dlngidlagy + 3 dlng2ding, + dingsdings ] ding | | 
(19.156) 
由 以 上 分 析 看 出 ,规范 群 上 闭 链 密度 (fn 系列 ) 的 其 体 表 寺 式 常常 很 复杂 ,-- 般 情 
沈 下 无 明显 表达 式 , 使 得 规范 群 上 闭 链 (a 系列 ) 常 无 具体 表达 式 . 当 我 们 分 析 规 范 
群 的 拓扑 障碍 时 ,通常 仪 需 分 析 规 范 群 元 在 恒 等 元 附近 的 行为 , 即 分 析 其 无 穷 小 形 
式 ,相当 于 讨论 规范 代数 工 同调 . 即 讨 论 妆 各 规范 群 尼 =T+ > 当 w->0 时 
a (Asg1,"" ,6 ) 的 主要 项 : 
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HAIvi= oe tA rel +t v) = rw, | a A C19, 157) 
四 


其 中 o 迪 ，，10435) 为 规范 代数 小 闭 链 密度 ,可 莽 (19.47) 忒 出 
Ho, 1 十 2) 一 ty,, 1 十 | 
控 二 的 壬 次 展开 得 人 色 . 则 


2n 1 


oy At Vo, Ac)= | drtr(A oF) (19.158) 
中 站 


此 -1 
其 中 
Fo= 一 

(As) nn- 可 dz- St vd AF 2)] (019 159) 

例如 四 {i 
Ar Lnd[ a WdA + DA )| (C19. 1600) 

与 如 系 刚 满足 的 (19.153) 式 对 应 ,w 系列 满足 如 下 递 降 方程 ; 

Bo (19.161) 


上 何 链 窗 度 (92 系列 与 w 系列 )} 对 相 庶 维 数 紧 无 边 流 彤 M 积分 后 得 上 问 链 ， 
流 形 W 紧 殖 无 动 , 战 下 系列 与 @ 系列 的 基体 表达 式 常 十 差 司 当 形式 . 订 以 证 明 
ko， FE- (A + 7 
~ - 记 Tidedi Sa 
Us 二 
nly 一 了 【3 - 1)1 ! -4-1 上 
2 
07H -| 《1 162) 
上 式 $y， 中 上 标 上 表示 规范 群 上 链 的 阶 数 , 遇 下 标 27 -上 一 1 表示 底 空 间 形 虑 
阶 数 , 需 对 (2 下 一 1) 维 紧 致 流 形 积分 得 相应 规范 群 代数 的 大 上 闭 链 闻 (A ,1)、 
故 3， 1 称 为 有 上 闭 链 密度 ,其 具体 表达 式 不 慌 --. 规范 代数 上 闭 链 {Aw) 
是 规范 群 上 团 链 a* 在 往 等 元 处 展开 ,对 于 各 种 具体 物理 问题 ,有 时 对 备 规 范 末 元 
#8 三 +, , 壬 对 不 辐 群 元 沿 不 同 参 数 虞 和 开 , 当 各 v4 -x0 时， 


BA 二 etA;l + ot wy) = 2rc,| 0 中 
M 


{19, 103) 
而 (19.162) 式 为 w= 二 … = vw 的 简 并 形式 , 下面 将 芥 干 最 简单 的 w 系 刀 简 首 表达 


§ 19.4 规范 笠 上 闲 链 密度 19 系列 了 规范 代数 上 内 链 密度 (w 系 记 ) ee : 585 - 


武 列 在 直面 供 参考 .在 其 同行 符号 一 右 端 列 出 文献 常 出 现 的 相 邱 问 调 的 才 简 并 表 
达 式 以 供 驳 尊 
i. 2a = 时 olhAdAT+ 5 4] 


trldod) 


wi = 1r( due) 
wt 3 (19. 164) 
, 3 ,51 
2. 了 二 全 晶 wr 六 (生生 13A 号 必 十 5 人 | 
] ,i 
wl = [da dd 入 + 可 } 
1t[ (dt) A 和 | 一 | 2 rt lda, 中 总) 
‘ww = tr (da) a -ruidu, du} | 轩 找 】 
wo= -了 uld Or 办 
3 ] 5 
wo TO ) {19.165} 


规范 代数 备 阶 太平 诊 上 闭 链 综 致 规范 压 生 成 万 { 流 } 的 各 阶 反 带 . 例 如 四 维 流 
乡 的 规范 群 | 上 闭 链 a 0438 在 恒 等 元 附近 十 要 项 


六 (TO 一 ane ol 一 3 i elad( AdA + TA ) C19. 1606) 
给 出 了 手 征 流 的 招 维 散 度 的 非 Abel 及 常 ,参见 (9.11) 式 
太 于 非 简 并 二 闭 链 形式 的 推导 ,可 如 下 分 析 这 XH 轩 需 区 别 测 规范 样 轩 道 变 分 次 
厅 , 设 
人 
A =g' (Ateyg 
在 规 范 拌 性 等 亏 附 近 必 并: 
R= liuu= gDyg 
为 请 规范 轨道 灾 更 的 生成 元, 易 证 
BA =— lg Se)=- Du -wu’ (16.167) 
簿 作 规 范 变 搞 六 ,也 在 恒 等 元 附近 展开 :站 = 了 fa 三 帮 8 类 机 妈 证 
8 一 一 Do， 和 一 一 
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注意 到 规范 变换 g 在 前 , 故 
Su =0 (19.168) 
而 规范 变换 上 在 后 ,变更 5 会 对 古 面 沿 规范 轨道 的 变换 影响, 即 
Be = BR AP) = - [awl (19. [I68a) 
己基 全 tu5 一 一 dey{ 总 ,ut ) ,下 面 为 简化 记号 记 wl (A ,dw ， 
Bw + Ow = — dw 
得 
ae = 3tr( du,du: A) {19. 165a) 
类 化 由 
Bw + dwr + Ow do 
可 得 
wd + 各 换 》 (19 .165b) 


2 


$19.5 非 Abel 手 征 反 常 和 反常 自治 条 件 
Wess-Zumino-Witten 有 效 作用 量 ”四 维 规范 群 9 的 1 上 财 链 


对 费 米 场 与 规范 场 相 王 作 用 体系 ,采用 路 径 积 分 量子 化 ,通常 可 先 将 规范 场 看 
成 经 典 背 景 锣 , 先 对 费 米 场 进行 路 径 积分 
|DyDge fy = detlj= ew (19. 169) 


其 中 = (9 + 有) ,而 


WIiA]l=- inp {19.170) 
称 有 将 作用 量 泛 函 .由 经 典 作用 量变 分 得 规范 流 
» olL | 、 
六 三 一 本 三 一 wy, Ty (19.171》 
在 量子 化 后 流 的 量子 避 学 托 阵 元 应 二 有 效 作 用 晨 的 变 分 得 到 
pyr, 
= BA WLA] (19.172) 


经 典 作 用 量规 范 不 变 , 而 有 效 作 用 量 泛 两 W[A ] 非 规范 不 变 ,因而 造成 反常 .正如 
本 章 第 - - 节 分 析 , 这 可 能 是 由 于 规范 选择 ,路 径 积 分 测度 非 规 范 木 变 等 原因 引起 ， 
在 第 一 节 曾 利用 重 正 化 算出 单 态 手 征 流 反常 , 另 方 面 由 拓扑 分 析 用 Atiyah-Singer 


入 19.5 在 Ahal 手 年 反常 和 反常 白 兴 条件 WesZonuno -Witten 有 效 作 …… " SB7 ， 


指数 定理 导出 反常 形式 ,二 者 完全 相同 .对 非 Abel 反常 的 分 析 较 复杂 ,这 虫 先 简单 
分 析 下 手 征 反常 所 必须 满足 的 自治 条 件 , 然 后 找到 满足 白 洞 条 件 的 反常 应 具 形 式 . 

对 有 黎 作 用 其 泛 泡 WiA](9.170) 式 作 规范 变更 ; 
WIAlT = | ,dr(Dv), EWA = | ,drt(v x) 7 0 (19.173) 


造成 流 守 己 反 沉 
DJ =— iy, [7r;A) (19.174) 
这 里 
BA = (Dy) = od + fA (19.175) 
故 规范 窗 换 生成 抑 
-icG.ta) -7 pa) fA Ba (19. 176) 
它们 满足 如 十 代数 关系 ， 
[OG Cr Gly = i P(r vy (xr) {19.177) 
而 G(x) 作用 在 有 效 作用 量 浴 消 W|「 A ] 上 上 即 手 征 流 规范 反常 项 
Gr} WIAT= zi] (19.178) 


将 (19.177) 式 作用 于 WIA 1., 得 反常 项 碳 满足 自治 条 什 
《7 Cry Ly A 一 CT [yAl = if (Cr — Vy, [y,A| C09.179) 
称 为 Wess-Zumino 自治 性 条 件 . 其 平庸 解 扣 表示 为 
Tr 4 = 全 [44190541 取 0 (19.180) 
窒 据 验证 上 式 满足 自治 性 条 伞 (19.179). 遇 我 们 需 找 满足 自治 条 件 的 非 平庸 解 , 即 
为 量子 反常 . 
F 面 分 析 在 六 = 22 维 空间 中 的 非 Abel 于 和 钼 反常 ,引信 记号 
HG aor Cx)G, (x) 
| (190. 181) 
nu: x|lAl= [Pr Cl A 


上 区 中 积分 十 对 DD 维 于 坦 空 间 进 行 的 , 息 定 场 强 在 无 穷 近 好 足够 快 拘 于 零 ,可 将 
空间 共 形 紧 化 化 为 维 球 5” ,将 上 式 中 积分 看 成 是 在 S 上 的 积分 .利用 上 记 苹 ， 
Wess-zurnino 日 洽 条 件 {19.179) 忒 可 记 为 

uw" Gu YX[L4A -wv Ga xLA]l= [ao yxy[Aj C19. 182) 
现 求 满足 二 式 的 反常 项 x| A1 设 相 应 规范 群 如 存在 工 阶 哲 扑 障 条: zj (如 ) 尖 0. 
由 $3 分 析 指 出 , 低 维 空间 规范 群 的 高 阶 拓扑 障碍 与 元 维 空 间 低 阶 拓扑 障碍 相关 . 


维 空间 坟 计 论 分 析 . 即将 规范 场 从 DD 维 球 SY 光滑 地 延 朱 到 边界 为 SY 的 (D+ 1) 
维 息 D* ,此 奇 维 宫 和 问 的 次 级 示 性 类 , 陈 -Simeons 形式 (网 19.97 式 ) 


1 
wit lA) = | det A dA + AD (LO 183) 
-~ 让 


满 由 
de (= tr {19. 184) 
为 规范 不 变 陈 玉 性 类 ,对 上 式 作 规范 变换 和 = 说 ,有 有 问 夫 范 椒 变 , 琢 信 和 干 相 及 次 
换 ; 
wi do AY =- de 
好 全 人 es。 交办 财 形式 ,可 局 威志 示 成 对 27 形式 oo) 的 外 微分 
ws (A) = ~ dent, (A) {19.185) 
这 里 0, (ww. 对 ) 的 二 指标 荆 表 未 的 阶 数 , 而 下 指标 24 表示 底 空 间 形 式 次 数 .其 
广 体 老 达 式 ( 用 (19.160) 式 ) 
wl (A) [drt 1)Str( oF ) (lu. 1560) 
蕊 证 这 样 得 到 的 汉民 


“ Yl 一 we ) {19.189) 


qd 


酒 里 Wesw-Zurmnmino 日 褒 条 件 119 182) 式 ， 
例如 对 二 4 维 杨 -Mills 规范 埋 论 .=21- 4, 得 到 


2 
此 即 (19.10) 式 袁 拓 的 流散 度 凤 常 需 .而 1191) 式 前 归 - :化 常数 为 ( 见 fT19 117) 
区 ) 


of AAA) = {wd ad4 1 ;A )| I9, 187) 


ra 7 dr {19. 188) 
住 六 19.1 中 指出 单 态 区 党 出 - -化 常数 与 Dirac 算 子 指数 相关 .1 A SS 指数 定理 和 
闫 , 括 Abel 友 稼 与 指数 定理 的 美 系 不 太 朋 虹 ,D :2 维 空间 长 Abq 反 党 与 摧 岗 维 
(2n 12) 维 空间 拓扑 未 性 类 相关 .如 (19.184) 式 所 示 , 共 厂 端 需 此 以 常数 ,| 妈 为 
第 Gn 1 站 陈 未 性 类 . 即 非 Abel 反常 与 商 两 维 空间 拓扑 示 性 类 相关 . 上 注意 齐 有 效 
作用 最 证 果 不 14 1 必须 满足 量 广 化 条 件 , 故 反常 归 一 常数 前 还 骨 革 以 27. 即 点 乘 
bh me， ， 
Woe-Zomino-Witten 有 效 作 用 重 . 


2N0; 二 2 


S819.5 非 bef 手 征 反常 和 反常 白 涪 和 条件。 es Zumino -Wincn 有 效 作 ……: "NY 


下 面 我 们 进 -. 步 设法 求 出 有 效 作 用 量 W| 4 的 具体 形式 ,其 形式 不 惟 ,大 
根据 具体 物理 乏 件 将 它 确 定 . 上 自分 析 表 明 ,有 效 作 用 芋 泛 园 四 -4 非 规 范 不 室 ， 
在 作 规范 安 换 时 

SW[AT = | .data = 2res| we (10. 189) 


煌 |: 式 沿 由 ww 生成 的 单 参数 4 维 规 范 群 的 轨道 积分 ,得 
WIA.g] = 2r| OMA,A) = a'(A.g) (19.190) 
vw 


其 中 Q1(A ,A*1 如 
DA,A)= cD A t+ RCO, rr) 
一 cD,A,v) 十 d Qst0,w)) 
其 中 第 二 项 不 含 规范 势 4 , 仅 傅 由 规范 变换 组 成 的 纯 规 范 势 4 二 gdg “, 可 记 为 
RI(Q,1) = 一 Dd rr( gdp 和 (19.191) 


雍 式 含 Poineare 同 伦 算 子 d ', 龙 - 般 明 显 表 达 武 ,是 产后 反常 的 与 舰 范 场 大 范围 
性 砷 有 关 的 “反常 项 ”外 于 zi( 区 ) 天 0 为 找 学 的 主 阶 拓扑 障碍 的 明显 囊 达 式 ,应 
设法 到 启 一 维 的 5 维 空 间 去 分 析 , 即 需 将 5S' 延 拓 至 5 维 副 0 , 即 利用 单 参数 规范 
样 和 参数 8 将 底 流 形 9' 延 折 至 5 维 拥 六 
A rrABr})= A = Or r+ UU (rd La T) 
{19. 192) 
(0,r) = 1, Ut,2) = U(r) (19.193} 
At0r) = Ar Ar = A = A+tdt 
册 出 (19.115) 式 ,可 将 有 效 作 用 蔓 活 声 记 为 


W AU = PS = ao(01,1) = 2x| 0A) - Qu A")) 
-7 


(19.194) 
尼 森 仪 为 四 维 规范 势 AE 2 的 证 苑 ,而 由 还 依赖 于 含有 参数 6 的 标量 是 数 LI(6， 
r). 
上 述 形 式 表 示 的 有 效 作用 最 汉 阔 有 如 下 特点 : 
1 六) 一 023{A' ) 为 闭 微 分 形式 : 
dC) OMAT)) -= QF) DIE) =0 (19.195) 
页 它 竺 五 维 盘 DD; 1 可 表示 为 恰当 撒 式 , 雷 利 用 Stokes 定理 可 将 有 将 作出 量 表示 
为 四 维 叶 空 上 的 积分 . 
EF 式 外 微分 计算 R 是 形式 二 的 ,表明 (19.194) 式 中 积分 在 DD 的 "小 "形变 下 
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是 不 变 的 . 
2) 由 (19. 109) 式 知 
人 -一 di0 ,4 
其 中 
(op) = dRMO, 0) =- Br UdU 
有 效 作用 量 中 可 以 含有 


2x0 (wv) = 了 (19.196) 
常 称 为 WZW 项 六 是 下 ess-Zumino 在 1971 年 研究 SU(3) xxSU(13 夺 克 峡 图 反 
党 时 发 现 ,Witten 在 1983 年 认真 分 析 其 拓扑 根源 ,与 出 其 在 $ 维 空间 明 虹 表达 式 . 
当天 0 时 ,将 上 式 对 5S 积分 


[abd 和 


表明 对 万 的 “大 "形变 ,WZW 项 的 DD 各 分 不 确定 , 即 对 5! 的 不 同 5 维 延 折 总 
的 积分 可 得 不 同 值 , 选 归 一 化 系数 如 fl19.195) 式 ,可 使 积分 为 整数 的 2x 倍 , 妈 导致 
WZW 项 量子 化 ,这 时 有 效 作 用 量 证 琢 员 写成 D” 上 积分 , 代 与 S$ 如何 延 折 至 其 
D’ 无 关 . 即 实质 上 上代 是 四 维 时 空 十 的 积分 . 
3) 在 四 维 规范 变换 下 ,会 产生 正确 的 自治 反常 . 

当 要 求 含 有 参数 8 的 标量 消 数 U 在 规范 变换 gE 的 作用 下 


DT (19.197) 
这 时 A-rg (A+d)g 
A A 


即 (19.194) 式 中 05(A"} 不 灾 , 仅 其 右 端 第 -- -项 产生 反常 


BWIA.UI= 条 | Bos A) = 2res| ,dos (A,o) 


= 了 
-= 2rci| , 二 (有 ,0D)】 二 | driur(y x} ter= pgp dg) 


{19. 198) 
恰 为 (19.189) 式 ,表明 所 给 存 效 作 用 量 表达 式 (19. 194) 符 全 我们 要 求 . 

以 上 一 性 质 是 有 效 作用 量 泛 函 所 必须 满足 的 条 件 , 即 它 本 入 应 可 表示 为 紧 致 
化 四 维 时 空 S* 上 积分 , 昌 可 表示 为 并 维 盘 于 积分 ,但 与 如 何 延 拓 衬 二 维 内 无 关 . 
此 厂 效 作用 量 在 作 四 维 规范 塞 换 时 会 产生 相应 的 规范 反常 . 

按 (19.197) 式 作 规 范 变 换 的 标量 场 VCz ) 相 当 于 左手 x 场 , 它 与 规范 场 4 的 


$19.5 非 Abel 手 征 反常 和 反常 目 论 和 条件” 殉 ess zumnine -Witten 有 效 作 ，…… 91 ， 


下 作用 项 洛 于 如 下 式 表达 的 协 变 导 数 DD,U 中 : 
DU = 9.U + AU (19. 199) 
这 样 定 义 的 协 变 导数 在 (19.197) 式 变换 下 作 规 范 协 变 : 
DU g DU 


而 相应 的 动能 项 
- fw) (19.200) 
规范 不 变 . 下 面 我 们 进一步 将 与 U 场 看 合 的 规范 场 推广 为 A 与 AR ,即今 
DU = 9,U + ALU - UA {19. 201) 
除了 在 点 作用 下 如 (019.197) 式 变换 外 ,还 有 和 右 规范 变换 ，; 
Ar > A = gr (Ar td)ge, A>AY = A (19.202) 
UU -= Up 
在 gi 与 gi 作用 下 ,有 
U > gr Uge (19.203) 
DUoU +t AU- UA 一 有 (DOUen (19.204) 
相应 地 可 将 (19.194) 式 的 WfA,U] 寺 W[A, ,UU] 推 广 为 
Wia[AL,AprU]= WIiA,,U]+ BLAr,Ar] (19.205) 


其 中 第 二 项 为 仅 由 规范 势 组 成 的 Bardeen 抵消 项 ,可 用 QQ 率 列 表示 为 
B[ A ,A |= 2re|， QO0, Ap AT) = 上 | Ba( Ap ,Ar ) 


二 一 | | ArAr (Fr + Fk) ~ (asar 十 An49 ) + 2 (AR ,Ar ?| 
2 $, 2 2 | 


(19.206) 
此 即 C19. 107) 式 
dQi(0, ArAL) = ~ QI CCAR AL) + 和 MOAT) -QI0,A 


(As 人) 二 (一 二 人 CA 
Wig[ A ,Au L] = 27| Os A) — MIAR) ~ Q! (Ag, AD 


{19.207) 
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由 4 
并 证 昔 到 Qs tAp 4 ) 的 规范 不 变性 ,可 证 此 有 效 作 用 最 泛 图 WA tv [| 
在 齐 .有 规范 灾 换 下 会 产 千 反常 


8 A ps Ul = 2 ,| (和 0) 
.3 


+ 


SW LT = -2xel| {he) (19.208) 


此 郑 {]9.11D) 叉 所得 阁 内 . 


8319.6 非 Ahpel 反 党 的 折 扑 根源 协 变 反常 


4 维 时 空 费 米 场 与 规范 场 下 作用 体系 , 其 子 化 时 先 将 规范 场 看 成 背景 场 ,对 费 
米 场 进行 路 积分 ,得 刘 
[ge ve = de ei (19. 209) 


量子 反常 产生 根源 在 王 :对 费 米 场 路 径 积分 所 得 有 效 作 用 证 冰 WA] 攻 规范 本 
您 .前 首 分 本 指出 .有 兹 作 用 量 泛 函 W[A] 为 4 维 规范 群 的 半 平 唐 1 上 闭 链 


WiA1= 2x| On) -am S9) 119 .210) 


它 满足 上 上 由 链条 件 
Aa fs) = at ,1 )- 2x7 {19.211) 

共 中 站 为 联络 空间 如 ! 中 这 样 的 2 链 , 要 求 其 边缘 2"， | 在 四 维 规范 群 作用 
的 问 - :轨道 于 即 有 效 作用 其 CPP ,S1) 为 四 维 规范 群 # 的 ] 工 闭 链 ,中 产 0 
时 ,为 非 平庸 上 上 闭 链 ,在 4 规范 寅 换 下 会 产 和 牛 规范 流 的 散 度 上 反常 . 

$19.3 兽 指 出 ,规范 群 的 各 阶 拓扑 障 但 相 地 关连 ; 低 维 规范 群 的 山 阶 拓扑 障 
休 己 高 维 规范 群 的 低 阶 拓扑 障 但 密切 相关 . 

各 中 维 规范 群 丰 在 - 阶 招 扑 障 查 ,存在 的 非 灶 南 1 | 闭 链 

aa f ,SI = 2r7 0 

则 必然 存在 互 维 规范 群 的 非 尝 庸 零 王 财 链 , 二 维 规范 群 的 2 上 闭 链 ，- 维 规范 任 的 
3 于 半 链 党 ,这 里 我 们 要 特别 强调 ,具有 相同 拓 孙 根源 的 不 同 阶 哲 扑 障 但, 必须 在 
不 周 维 数 的 空间 实现 . 

[分 析 表 妈 , 身 沦 反 常 的 原因 是 ,有 北 作 用 其 泛 果 镀 ' A ,是 4 维 夫 范 群 
的 工 上 财 链 . 为 7 分 析 其 拓扑 障碍 , 需 将 规范 势 41 ) 向 当 维 空间 征 扫 . 
{19.192) (019 .194) 将 底 空 间 由 5 延 拍 到 于 维 盘 厅 ,为 了 分 析 六] |- 财 链 拓 失 


让 扫 至 5 维 盘 六 ,那里 00.96 志 1, 注 意 到 一 般 半 单 李 群 6 的 基本 群 x,(G)=0, 可 
进一步 将 参数 9 丐 拓 取 值 在 0 所 8 所 27, 而 鉴 求 
LU0r) -Drsr)y 一 了 Ul,r) = U(x) (19.,212) 
此 边界 条 件 便 5S1 x 51 同 纬 映射 (suspension) 到 9 , 进一步 再 引 八 参数 :EE -1,1]， 
A A(t18,7)，1 守 1 实 --1] 
并 苦 0 时, 记 A. (i.8,) 为 联络 空间 任 一 点 An( 称 为 背景 场 ) 与 4A" 间 的 内 插 
A 1 = tA0+(1-7A",， 1! 宇 0 (19.213) 
而 当 zs 时 记 为 
A = A td 00+- (19.214) 
当 7 = 以 相 当 于 赤道 3 ) 时 ,有 
A Or) = Lara (0 — Or) td, + de) UH,.r) 
(19.215) 
下 如 太 家 熟悉 的 , 普 遂 球 对 称 Dirac 单 极 (3 
LUCD 然 ?的 拓扑 性 质 ! 单 极 数 ) 由 赤道 5 
二 的 转 摸 阅 数 决 定 ,四 维 紧 致 欧 氏 空间 瞬 子 
解 的 拓扑 性 质 ( 瞬 子 数 ) 出 S: 的 赤道 S3 上 转 4 
换 函 数 决定 .现在 S 上 转换 两 数 LT,r)E 


mn) = x0) = 和 (19.216) 
曾 整 数 莹 即 为 S 于 从 的 拓扑 指数 (第 三 陈 示 


性 数 ) 图 19 3 


-本 


Z=e3| tre (19,217) 


{d+ds t+ dA dr)+ ACA, ry 
Z 关 0 是 弟 降 继承 得 各 维 闭 链 的 始 汶 , 正 由 于 为 整数 ,使 得 有 效 作用 量 与 5$: 如 
何 延 折 至 广 维 弛 六 无 其 (mod2r) , 即 可 以 有 确定 的 延 拓 ,而 将 有 效 作 用 其 表示 为 
厅 维 盘 上 的 积分 ,而 其 前 归 一 常数 可 由 量子 化 条 件 决 定 , 以 上 分 析 表 明 , 含 4 维 规 
汇 势 的 Dirac 算 子 族 的 一 级 拓扑 障 得 , 需 分 析 高 两 维 空间 的 拓扑 示 性 类 ,由 含 双 参 
数 的 Dirac 算 子 族 及 相让 的 族 指 标定 至 确定 .产生 章 子 反 常 的 根源 在 于 四 维 规范 
和 群 趣 在 非 半 良 的 1 上 闭 链 : 


Aa' (D1,S$’) = 27| O51(F) = 2rZ #0 (19.218) 
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上 式 D291(F)=4rF? 为 整个 S5 上 的 闭 6 形式 ,但 当 7Zzx0 时 ,不 能 在 整个 S" 上 上 表 
示 为 恰当 形式 ,得 规范 势 A 本 身 也 不 能 在 整个 3 上 有 定义 .为 克服 拓扑 障碍 , 需 
分 区 .在 ! =0 的 SS 上 ,如 固定 A 9 ,而 对 点 4 用 ge 扣 如 作用 , 即 洛 过 有 点 的 子 
轨道 变更 有 效 作用 泛 晴 


W[A,U]= oe (r,sS’) {19.210) 
可 得 规范 流散 度 的 自治 反常 .有 效 作用 汉 了 区 W_A,U] 为 了 的 1 上 财 链 ,满足 1] 上 
闭 链条 件 , 由 W[A,U] 沾 过 有 A 点 侣 轨道 案 更 得 规范 流散 度 反 常 {自治 及 常 ), 所 
得 反常 依赖 于 规范 ,满足 WZ 自治 条 件 (19.179)， 
有 时 我 们 震 讨 论 与 其 他 物质 场 作 规 苍 不 些 炎 人 台 的 协 变 流 ,其 协 变 流 散 庶 的 量 
于 反常 仍 保持 协 变 性 , 称 为 内 变 反 第 , 即 当 要求 协 变 矢 流 产 守恒 , 协 变 轴 矢 流产 
的 协 变 散 度 会 产生 反常 : 


‘iD? = 了 交 ， 


(DAY. = 一 tr EP, PF, (19.220) 


10m 
与 且 浴 反常 的 特点 比较 ,我 们 来 分 析 -- 下 协 变 反 常 . 协 变 反常 与 自治 反常 具有 
相同 的 拓扑 根源 ,但 是 协 变 反 常 林 满足 WZ 自治 条 件 , 不 能 由 有 效 作用 量 沿 过 A 
点 余 轨道 变更 导出 . 协 变 反 常 本 身 为 规范 协 变 ,应 由 用 二 维 盘 积 分 表示 的 有 效 作 
用 量 汉 函 相 对 点 4 作 任意 变更 54 导出 .这 里 需 强调 指出 的 是 ,过 4 点 作 任 意 变 
更 24 , 戎 不 是 洛 过 点 由 的 引 轨道 变更 ,而 是 利用 单 参数 规范 群 参 数 9 将 底 流 形 
S 延 拓 至 五 维 , 即 协 变 皮 常 应 由 满足 到 的 零 上 闭 链 条 件 的 零 上 闭 链 a' (TT ,5S:) 
相对 点 A 作 任 意 变更 34 导出 . 
信 的 零 上 闭 链 条 件 与 多 的 1 上 闭 链 条 件 有 相 问 的 拓扑 根 涉 . 满足 零 上 闭 链 
条 件 
Aa (DT ,SS ) = eof S) = 00mod2r) (19.221) 


的 零 上 闭 链 e (并 ,S ) 可 表示 为 


| za, J 1 
ar( TS’) = 27| ，， QA) =2r0| al FA -3FA' + 10A) 
(19.222) 
将 a"(T™",S') 相 对 点 A 作 任 意 变 更 84 ,得 
人 SS 1 i 3 
[aa sae (rm,S’)= 2r| ,| or BA jad (dAA + AdA + 3A' A] 
| rp 8A (19.223) 
”了 | 


因此 ,与 其 他 物质 场 焕 合 的 协 挛 流 的 获 度 反常 ¥” 可 表示 为 


| 
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y" = TF: (19.224) 
开 


此 即 (19.330) 式 的 右 端 . 与 白 治 皮带 , 协 变 反 常 可 完全 用 场 强 下 敢 积 表 斌 , 故 为 需 
范 协 变 . 证 洽 反常 与 协 变 反常 的 线性 形式 除 差 因子 3 外 完全 相同 ,这 是 因为 在 计算 
二 戎 图 奴 常 时 ,而 进行 Bosc 对 称 化 , 故 月 褒 反 笛 讨 算 要 比 陵 变 芭 党 计算 小 一 倍 . 面 
两 者 不 依赖 十 规范 部 分 的 线性 形式 {不 计 数字 因子 3) 均 相同 ,说明 叮 埋 有 相同 的 
折 扑 根源 , 当 讨 论 反 党 相 消 茶 件 时 ,两 者 是 相同 的 . 


$19.7 哈密 顿 形式 ”二 维 规范 群 他 的 2 上 闭 链 
流 代 数 反 管 Schwinger-Jackiw-Johnson 项 


前 面 分 机 表明 ,4 维 贫 米子 与 规范 场 开 作用 , 费 米 子路 径 积 分 直子 化 后 有 效 作 
用 量 沁 了 图 太 规 范 不 变 , 合 WZW 项 ,为 4 维 规范 群 1 上 亲 链 ,其 无 穷 小 形式 即 为 偶 
维 时 空中 的 流散 度 反 常 ,它们 潢 足 反 党 自治 条 件 .而 低 纹 规范 群 的 山 阶 所 扑 障 得 上 与 
高 维 规范 拌 的 低 阶 拓 扩 障 碍 密切 相关 ,四 维 规范 群 存 在 一 阶 拓扑 障 得, 则 必然 会 丫 
在 三 维 规范 群 的 2 阶 拓扑 障碍 . 一 维 规范 群 2 上 闭 链 使 变换 焙 的 表示 是 扫射 的 
(projectivey ,使 得 奇 维 空间 规范 群 牛 成 元 的 对 易 子 代数 不 闭合 ,会 出 现 反常 的 
Sechwinger-]ackiw-jJohnson 项 ,这 基本 节 要 其 平分 析 的 问题 . 

我 们 先 分 析 上 其 体 物 理 模 型 ,省 论 杨 -Nills 规范 场 与 Weyl 费 米子 不 合 的 经 上 典 蛤 


方法 算出 量 了 点 常 项 .然后 再 利用 规范 群 各 阶 反常 的 拓扑 递 降 继 承 , 分 析 反 过 项 应 
其 形式 ,比较 上 述 两 种 计算 方案 ,更 清楚 时 朱 出 反常 的 拓扑 根源 . 

下 面 先 分 析 疝 定时 间 t 的 物理 体系 的 哈密 顿 描写 ,考虑 Weyl 费 米 了 y 最 小 
耦合 到 非 Alcl 规范 场 A* (2) 的 理论 , 选 Weyl 规范 4 =0, 此 哈密 顿 体 系 经 虹 动 力 
学 可 由 泊 松 括 弧 描述 

[Er A i= BR (rr ~ y), F’ = A 


{r= Ottr oy) (19. 225) 
这 时 高 斯 定律 表现 为 约束 
Cr) = DEC + 二 (19.226) 
此 约 来 性 与 时 间 无 关 的 规范 半 换 生成 元 .引信 符号 
fr) = | CG Cred, 记 是- Tw [19.227) 


其 让 积分 是 对 空间 M = ?进行 ,由 (19.225}) 诸 式 易 证 它们 满足 下 泊 松 括号 : 
1G(a),Glol= CG u,v]) (19,228) 
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即 高 斯 定律 1!19. 226) 为 第 - -类 约束 . 
在 正则 藤子 化 后 ,人 们 期 望 高 斯 约束 仍 满足 简单 关系 
[Ou ,Gu = Ga, v1) 

但 嘴 , 在 对 费 米 场 “ 二 次 "量子 化 后 ,上 述 等 式 会 产生 量子 反常 , 即 约束 G(r} 的 对 
易 关 系 中 存在 一 反常 项 

[Or = iG rr -yt (Ar,y) (19.229) 
相当 于 李 代 数 的 非 中 心 扩张 .而 反常 项 如 (A 和) 称 为 Schwinger-]ackiw-John- 
son 项 ,下 面 分 析 此 问题 . 二 维 高 斯 约束 GC) 如 (19.226) 式 可 记 为 


(Er) = rt (19.226a) 
其 中 
" 他 合 mh 个 一 了 
中 一 JP 二 = 三 -- 19.230 
G(x) 1 dA: ‘BA’ 十 i A, 4: 全 ) 
满足 
[Gr Go) |= io 人 TY (19.231) 


而 产 = yo TV$ 为 Weyl 费 米 流 的 时 间 分 量 , 是 费 米 子规 范 变换 生成 元 ,而 
(Gr p(y) = doy) 
反映 费 米 荷 密度 的 规范 相关 性 .关键 是 计算 费 米 荷 密度 问 对 易 关 系 . Faddeev ” 猜 
想 G(n) 对 易 子 间 反 党 项 为 二 维 规范 群 的 2 上 团 链 ,其 形式 比例 于 wi. 汗 伟人 想 
用 微 扰 论 方法 证 明 此 猜想 ,有 用 三 则 点 分 见方 法 ,有 用 Bioken-Johnson-LowtBjL) 
极限 方法 .RIL 极限 方法 提供 计算 两 算 子 定时 对 易 子 的 种 途径 , 册 
‘$B 1[AB] ,|B»= timgl|are” rr 


(19.232) 
这 里 了 是 通常 的 时 序 算 子 .Jo 利用 处 L 极限 方法 计算 出 Gr) = (i) 
{ 工 ) 间 对 萄 关系 为 
Gr G = Or yy) +t Anes Ce) (er 一) 
(19.233) 
其 中 反常 项 
wr)dir= wi(u,v, x) 


- Ft ul AdA 4 dAA 4 A + (uAy + uAn)dA 


(19.234) 
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向 斯 约束 对 易 子 出 项 皮 常 项 ,有 它 深刻 的 拓扑 根 狐 . 可 以 利用 规范 群 拓扑 递 降 继承 
观点 来 分 析 此 问题 .规范 代数 出 现 反常 项 ,表明 物理 波 泛 琐 更 ! A ]( 为 联络 空间 中 
| 泛 国 ) 在 二 维 规范 群 4 作用 下 不 再 是 通常 袁 示 ,人 而 是 按 投 射 表 示 变 换 : 即 令 U 
Cg)=exp( 让 me (x)G,(zr)) ,为 作用 在 波 泛 蚌 上 的 有 限 规范 变换 , 则 连续 两 次 
规范 变换 
Ug Up) = er nti(p, 的 ) {19.235) 
其 相国 子 
a (AsgI gi) a (1),S’) (19.,236) 
由 于 存在 此 相 因 子 ,进一步 易 证 二 重 积 ; 
Ug Utg) lilg) = e Le ){ DCga)DUOg 
(19.237) 
其 中 
Ma (ABR a (A ;p283) 
-a (AgIgI 8 +t a (AygI HB) a (A;g ,sg ) (19.238) 
仪 当 
Aa (ASg1 E28;) = 00mod2r) (19.239) 
- 重 积 仍 为 可 结合 ,上 式 称 为 规范 群 2 上 闭 链条 件 .此 3 维 规范 群 的 2 上 闭 链 条 件 
与 上 市 分 析 的 4 维 规范 群 的 1 上 闭 链 有 相同 拓扑 根源 
AofpP,S) = Ax (1 ,3S4) = 27r7 【19.240) 
具有 相同 的 折 扑 示 性 数 Z, 它 们 都 可 以 从 6 维 空间 陈 示 忻 类 Qo! (FF) = ctr0Es) 
出 发 ,通过 Cech-de Rham 双 复 形 递 降 方法 得 到 ， 
从 第 一 陈 类 61 =ctrF? 出 发 ,通过 递 降 方程 ,如 819.3 和 819.4 和 分 析 , 在 3 
维 空间 得 2 上 闭 链 密度 03 ,其 具体 表达 式 如 (19.156) 式 .而 台 的 2 上 闭 链 


a {Aigis8) = 2rl MIA:g,g) (19.241) 


将 2 上 半 链 a (A ;gi,g;) 在 恒 等 元 附近 展开 ;gj 一 1+4 ,gy 二 【+ ,很 易 求 中 规 
范 代 数 2 上 闭 链 
sre P(A) = | iCA ,n,n) = 2 ud Eu[A, {au,d0l] 
(19.242) 
使 得 规范 拌和 牛 成 元 G, (x) 的 对 易 子 产生 反常 项 ， 
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[Or = GB + re EtrIT ,Tg A dN (tr — y) 


{19.243) 
或 采用 (19 .227) 式 符号 
人 (2 = | 站 (19.227) 
上 式 可 二 为 
[Gu Gla]= Gaul}t P(A:u, 7) (19.244) 


EA) 一 es| tr(Alduds — dudn)) 了 Nt | 3l Ay) 


注意 反常 项 含有 规范 势 A ,上 故此 规范 代数 相当 于 通常 李 民 数 的 非 中 心 扩 此 . 而 凤 
常 项 形式 


Wi) 3 trtidu ,diiA) 


即 Faddeev 猜想 的 反常 项 形式 (119.165sa) ,与 如 用 量子 场 论 方法 ,用 且 L 极 限 方法 
得 到 的 wj( 见 (19.234) 式 ) 仅 相差 规范 等 价 类 

uo) = fd)yTBGA wu) + ow (An) (9,245) 
其 中 符号 .六 见 (19.167) (19.168) 式 ,并 参 春 那 里 的 苍 析 , 苑 它们 导致 的 规范 群 
2 上 痢 链 o 满足 相同 的 2 上 闭 链条 件 . 

以 上 分 析 表 明 , 费 米 场 与 规范 场 碍 合体 系 ,物理 仿 在 规范 群 4 的 作用 下 不 再 

按 和 赴 则 表示 变 撞 ,而 按 投 射 表 吉 (19.235) 变 挤 , 使 得 相应 的 无 穷 小 形式 :规范 代数 
生成 多 的 对 易 子 会 六 生 反 常 需 .用 拓扑 递 降 方 程 所 得 结果 (19.244) 与 量 了 场 论 方 
法 所 得 结果 {19.234) 在 规范 等 价 的 意义 下 一 致 .规范 代数 出 现 反 党 项 ,反常 项 本 身 
述 含 有 规范 势 A ,这 种 非 中心 扩 张 是 省 仍 满足 本 代数 的 约束 一 一 Jacobi 等 式 ? 下 
面 我 们 从 (19.244) 出 发 计算 G(x) = 重 对 易 子 , 注 登 到 


一 3A) 


a 


二 (CA t t [Da a a) | i 二 Bea AS Te) 


[GC TGC),O( 0)) = G0) G(T])+ 2ncs| wi (Asuie) | 
~ GUuslo, wl) + 2re, {| astA:u,l ,ww]) | di (A wre) | 
J 1 1 


对 armyaer 循环 彤 换 ,得 
,Ow ,G{r0)]] + 循环 置 搞 = 2rcs| Bad As uw) 


19， 7 险 密 里 形式 ”一 维 规范 群 ? 的 2 上 |. 闭 链 …… ,500 ， 


= 2rci| td ,do, dar) = 2xes| dui(A:u,v,w) 
J nT MT 


这 里 oa3sayuym) 即 (19.165b) 的 w 


oo 3trt uldvw,dw! + 置换 ) 
这 里 积分 区 域 M 为 3 维 平 空间 ,: 当场 在 无 穷 远 处 足够 使 地 趋 于 零 
4 OOD,P, 一 -Or 3) 


则 人 19.243) 右 端 积分 为 零 . 表明 李 代 数 的 ]acobi 等 式 仍 满足 , 带 有 反常 项 的 对 易 子 
关系 为 李 代 数 的 非 中 心 扩张 .对 物理 态 波 泛 明 %L 4] 作 规 范 变 搞 可 实现 规范 群 的 
投射 表示 ,其 相 因 子 a CA: ye 满足 规范 群 # 的 2 上 闭 链 条 件 , 是 可 结合 代 
数 , 便 项 范 帮 生成 瑟 人 和 zy 可 出 作用 在 Hiliert 空间 上 的 线性 算 子 来 实现 ,而 有 限 
项 范 变 换 (tg} 可 表示 为 
LS) = expiG (ui,g 三 EXP 把 本 

实现 静态 (定时 )3 维 规范 群 的 投射 表示 , 刀 (49.235) 式 所 示 . 

但 是 当 物 理 体系 具有 非 平庸 边界 条 件 ,例如 (19.245) 式 不 崩 满 足 ,规范 场 在 无 

下 处 满足 磁 单 概 的 边界 条 件 


4. 一 Or Or 2) (19.246) 
这 轩 (19.243) 式 有 端 不 再 为 零 , 存 在 反常 jacobi 破坏 项 
Au 一 [Gta Gu),G(rw) + 循环 冒 换 


= 2res| Adv 0 (19.247) 
hi 


此 处 SS 二 gM 由 所 有 无 穷 近 点 组 成 ， 

此 Jacobi 等 式 破坏 项 以 往常 被 人 们 怨 略 ,这 因 通 常数 学 家 一 般 仅 对 紧 致 无 边 
流 形 感 兴 趣 , 而 物理 学 家 常 将 无 穷 远 处 全 散 度 项 扔 掉 . 但 当 我 们 有 非 平庸 边界 条 件 
如 (19,246) 式 ,在 无 穷 远 处 全 散 度 项 优 会 起 重要 作用 ,这 在 有 奇异 原点 或 在 散射 现 
象 中 应 显示 此 效果 ,不 应 忽视 . 

非 平庸 边 条 件 (19.246) 使 规范 代数 jacobi 等 式 被 破坏 ,相当 于 (19.236) 式 所 
未 衣 不 的 可 结合 性 受到 破坏 ,规范 群 存 在 非 堆 的 3 上 和 链 

a (Ag R83) = Aa (A;gI gi 84) = 2n7 FY 0 
但 由 于 非 零 的 Z 仍 保 持 为 晤 子 化 整数 ,不 影响 算 子 的 可 结合 性 , 即 这 样 得 到 的 非 
零 3 了 上 链 实 质 上 为 3 上 边缘 链 . 下 节 我 们 将 通过 杂 化 口袋 模型 的 边界 效应 ,将 物理 
异型 限制 到 更 低 维 ,可 实现 在 界面 上 2 维 规 范 群 的 3 上 闭 链 .3 上 闭 链 的 存在 造成 
群 表示 不 可 结合 性 , 需 认 真 分 析 其 特点 . 
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$ 19.8 亲 化 口袋 模型 的 边界 效应 4 的 3 上 闭 链 


从化 手 征 口 袋 模型 thybng chiral bag model) 在 类 于 物理 与 核 物 冉 中 三 重要 凡 
用 ,此 模型 伐 外 介子 系统 与 绕 内 容 殉 系统 通过 边界 五 作 内 ,十 介子 与 夸克 玫 与 背景 
规范 场 大全 ,模型 作用 量 可 与 为 


$= | ， ,des (19. 248) 


即将 空 时 紧 芍 化 为 8S; x SI .而 拉 代 密度 


并 二 的 ,1 (vy (+ 区 jar + gn ype} - Buttrl {AOIA, LL) 


1 


+ 2r0114 ,LT 6 已 {grU or + onlig) {19.240) 


其 中 B, 为 在 揽 内 皮 值 1, 袋 外 到 值 零 的 阶 蚂 两 数 ,日 ,== 1 一 各 ,6 二 7G 为 的 
边 5 函数 ,n, 为 边界 上 单位 法 向 量 . 

qin = 3 yop A) 0 d+ AYU (19.250) 
且 和 袋 外 WZW 项 可 延 拓 到 于 维 盘 , 即 
SQA UD) = OD -OM), OD = ou + 3 Pa 7 


对 场 g(r) 及 U(xz) 变 分 ,得 运动 方程 


袋 内 : 
i{(#+ A )g 人 {19.251) 
伐 外 ; 2 2rie Em rd, (1a, + 31h)=0 (19.252) 
边界 : -UP +t P=Uyg, 一 说 六 = gqU; {19.253) 
i = U 1 U) 
此 边界 条 件 表明 


of gl, = aUsg|, = (19.254) 
即 和 拓 流 法 分 量 为 等 ,夸克 场 禁 闭 在 伐 内 . 市 手 征 夸克 在 边界 反射 会 得 到 相 移 ,此 相 


移 将 外 部 手 征 场 信 息 传 给 内 部 夸克 场 . 正 是 由 于 与 外 部 于 征 场 互 作用 ,引起 内 部 费 
米 流散 度 反常 ,诱导 费 米 荷 对 易 反常 ,而 限制 到 边界 上 的 二 维 流 对 易 子 的 Jacobi 等 
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式 被 破坏 ,相应 于 在- “ 维 边 界 上 规范 变换 为 不 可 结合 ,反常 相 央 子 为 一 维 规范 群 的 
3 上 闭 链 . 下 面 我 们 重点 分 析 伐 外 的 手 征 流 结构 ( 袋 内 可 炎 偶 分 析 )， 
由 于 WZW 作用 量 代 仿 时间 的 -次 微分 ,因此 在 正则 表述 下 与 扩 红 晤 对 应 的 
哈密 杭 基点 为 
H = 3 [dr hol + 1 ) (19.255) 
为 了 能 出 下 则 表述 重新 给 出 运动 方程 (19. 252) ,必须 将 团 定 时间 流 间 对 易 关 系 表 
法 为 
Ar) Fw)1=0 119.256) 
[HC PFO) iD {19.257) 
r= iB Are (rt rv) 


(19.258) 
其 中 
w¥ = 3 ER OD To +t ht Fo (Ce) 
{9.259) 
引信 
A i), r= rr {19.260) 


则 (19.257) (19.258) 两 式 可 改写 为 
i Q(t), L(y) |]= Du(lr)B tr —y) = Cou) lr uate er vy) 


(19.261) 
i QQ) | = :Or 一 VM Dricycs fr 全 (rr 一 
(19. 262) 
其 中 
cf) ed 一 Ft asa] (tld + dl + 1 )- (Culy — vuln ddl| 
(19.2063) 
利用 上 -: 式 经 过 岂 长 但 直接 的 计算 得 
,Qty) ,Q(z)]]+ 循环 团 换 
= -2rcs Ew rr yy (yz) {19.264) 


其 中 


a La 
wt Tm, ,te 三 wd 内 dr 
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一 ) tr| fa 十 [Te 
(19.265) 
称 为 3 工 闭 链 密度 . 
将 向 密度 有 Q, (7 在 整个 和 袋 外 部 3 维基 积分 , 即 引信 


Go = | ,dxQ, 7) (19.266) 
则 各 8.262) .119.264) 臣 上 吕 胡 示 为 
[tao CGI) 2res| miliu, wu) ‘19.267) 
[Fy 


| |+ 循环 星 换 = 2res| ， wilTsu,v, tn) 0 


(19. 268) 
表明 在 禾 的 边界 上 存在 非 堆 的 jacobi 等 成 反常 , 称 为 3 上 冉 链 .是 由 静 和 从 边 界 上 于 
征 妮 决定 .进一步 分 析 袋 内 奔 克 体系 ,边界 条 件 决定 袋 内 夸克 场 的 诱导 向 . 袋 外 拓 
扑 符 与 袋 内 诱导 荷 均 非 整 数 ,但 可 以 证 骨 它 们 的 和 是 整数 ,这 呼 因为 它们 来 自 相 同 
的 拓扑 障 但 ,都 与 袋 边界 2 维 规范 群 的 3 上 闭 链 相关 (详细 分 析 请 参看 文献 ) 将 上 
式 的 非 零 反常 项 记 作 
Ja LG0e ToCGte + 御 环 置 措 关 0 (19.269) 
可 以 证 明 ,此 Jacobi 硕 坏 项 满足 约束 
[1Cta) Tavoye)]1+ 循环 个 换 
= awit a)} Ju vl],z)+t (u,v, [az]) 
— {awl oe)l J ,ze] ,vt )— [vz]a, re) = 0 (19.270) 
此 即 规范 代数 3 上 闭 链 条 件 . 当 分 析 边 界 散 射 现象 时 ,会 显示 出 此 拓 扰 障 但 的 有 关 
效应 . 
附 ”不 可 结 台 代数 与 反常 jacobi 等 式 的 约束 

当 对 称 变换 乘积 不 可 结合 ,其 无 穷 小 生成 元 对 易 子 代数 一 重 Jacobi 等 式 被 酸 
坏 . 可 对 此 破坏 项 加 以 约束 ,使 对 称 变换 多 重 积 仍 有 定义 ,此 约束 即 3 上 闭 链条 件 ， 
形式 如 (19.270) 式 .这 昆 通 常 Kac-Moody 代数 的 进 .- 步 推 六 ， 

不 可 结合 代数 有 多 种 形式 . 数学 家 研究 的 比较 多 的 是 Malceev 代数 . 们 是 Mal- 
ceev 代数 与 我 们 这 里 引入 的 变换 群 ( 不 可 结合 ) 可 除 表 示 有 本 质 差 别 . 下 向 先 对 
Malceey 代数 作 简 单 介绍 . 

为 铺 完 代数 的 不 可 结合 性 ,对 代数 中 二 给 定 元 素 ua,5,c, 可 引入 描述 - 重 各 

可 结合 性 的 "结合 
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ie 《19.2711 
不 可 结合 代数 有 很 老 种 ,例如 交 苦 代数 A. 
定义 19,1 光臣 代数 4 大 种 不 可 结合 代数 ,但 其 结合 子 满足 

iasaph) = 0,la,p,bl=0 (19.272) 
不 元 数 代 数 王 是 一 -种 区 替代 数 ( 见 附录 GG). 

通常 各 种 群 代 数 为 可 结合 代数 .第 阵 代数 是 可 结 谷 代数 .由 第 阵 代数 对 易 子 纠 
成 的 全 代数 ,满足 Jacobi 尾 等 式 ,它们 党 是 某 李 群 的 李 代 数 的 所 阵 圳 小， 
定义 19.2 交替 代数 A 的 元 素 的 对 场子 

二 {19.273) 
作为 代数 二 率 的 积 , 所 得 代数 称 Maleeev 代数 . 
Nalceev 代数 不 再 是 他 代数 ,其 元 素 二 种 积 组 成 的 Jacobi 
jdbc) 二 【a,bj,c]+ 往 环 置换 = 6la,bp,ecl 0 (19.274) 
易 证 Maleees 代数 的 Jacobi 破坏 需 满足 约束 
Tasplasel)— Lila,h,ed,al] (19.275) 
以 上 岗 式 可 经 简单 但 元 长 的 代数 运算 直接 证 及, 不 骨 玫 述 . 

当 对 旗子 场 论 中 反常 进行 拓扑 分 析 , 注 意 到 存在 3 上 闭 链 拓扑 障 棍 .相应 规范 
代数 Jacobi 等 式 有 反常 , 它 是 由 于 规范 变换 不 可 结合 引 起 ,不 少 人 和 想到 后 成 元 代数 
Jacobi 破坏 反常 项 可 能 会 满足 Malceev 代数 约束 (19.275) 式 . 从 我 们 的 分 析 看 山 ， 
稚 换 群 的 相 可 纺 合 产生 非 零 3 上 阿 链 , 这 是 出 于 要 求 规范 群 按 * 可 除 表 未 "变换 , 即 
虽然 一 重 积 不 可 结合 ,但 多 重 积 按 给 定 结 侣 方式 机 乘 仍 有 博 定 值 (820.6 将 对 这 
种 “ 串 除 表示 "的 -种 具体 实现 进行 认真 分 析 ), 这 时 于 重 积 非 零 相 因子 e (A;g， 
Rayg3) 满 忠 群 3 上 闭 链条 件 ( 见 (19,145) 臣 ): 

Ag (AEI Ba BIg) = a (CAME SH) a (AB pg EE) 
+ a (Aygi,g2.83) = Dmod2r) (19,276) 
其 无 穷 小 上 形式 旭 规 范 群 代数 Jacobi 反常 项 满足 
Toasw) ,zo u,v rz)t {u,vw, [ww,ei) 
— Jouvel,v, zt [aeiv ,a or) = 0 09.270) 
内 不 起 Maleeev 代数 的 约束 (19.275) 式 . 


习题 十 大 
1. 请 用 你 熟悉 的 重 正 化 方法 逐步 推出 玫 征 反常 等 式 119.33) 


加 站 1 Ep ” ' 
dF Ys a 二 一 167 本 rE ,shy 


~ 和 过 ， 种 十 九 击 ” 几 子 区 常 拍 扑 障碍 的 递 降 继 杯 


2. 请 让 明 
me 六 一 | oa) 


泣 下 自治 反 第 条 什 (19.182) 式 
3. 请求 出 双 的 虐 工 冉 链 ea. 的 具体 表达 式 ,并 清 导出 要 x 在 也 等 元 附近 时 的 龙 穷 小 形 
式 . 
4. 请 写 出 对 WZW 有 有效 作 用 其 活 函 由 [ ar LT19.207) 式 )? 进 .- 步 引 人 和 人 抵消 项 
一 We A A D+ BEA, , Ari 
的 其 位 表 过 式 . 
5, | 人 


请 证 明 对 1 是 引入 的 钱 ,，， 


| 2 1 本 - , 、 I 
A | 


其 中 


F | ] 
Li 二 本 fA, A | = 本 《AI An! 


Feo= dV+ WA, FdA+ VALAY 


第 二 十 章 ”规范 轨道 空间 上 同调 与 族 指标 定理 
量子 场 论 中 大 范围 拓扑 分 析 


流 形 M 上 以 为 结 稳 群 的 主人 失 P0W CGI) 上 ,联络 1 形式 拖 回 至 底 流 彤 可 赤 

示 为 
同一 

为 取信 在 晤 的 本 代数 Licff 空间 上 的 1 形式 . 令 34= 4 为 从 POM CD) 工 规范 
和 贡 集 合 组 成 的 无 穷 维 空间 , 称 为 联 钟 空间 .正如 和 19.2 节 分 析 , 联 络 空 隔 为 扣 扑 平 
庸 的 可 缩 空 间 . 

站 分 析 物 质 场 与 规范 场 相互 作用 体系 时 , 作 有 上 用量 应 为 规范 联 纵 空 间 名 二 1A 
上 汉 羡 ,而 物理 体系 县 有 规范 不 变性 ,真实 的 物理 动力 学 变量 均 启 仪 为 规范 胃 道 空 
出 2 二 的 汉 孙 . 当 将 所 中 彼此 相差 规 可 变换 移 规 范 势 看 成 同一 点 , 旭 将 得 一 - 规 
息 安 换 轨 道上 所 有 点 看 成 同一 点 ,由 轨道 信介 组 成 轨道 空间 1 真实 的 物理 动 方 
学 变量 均 应 仅 为 规范 等 价 类 组 成 的 空间 6 上 泛 函 .由 于 规范 变换 群 5 拓 拓 韭 平 
吊 ,故人 刀 /9 也 拓 直 非 平 肃 . 

上 上 童 我 们 曾 从 24 维 空间 Dirac 算 了 的 指数 定理 出 发 ,利用 Cechde Rham 双 
复 形 分 机 了 规范 群 各 级 折 扑 障碍 的 递 降 继 承 . 表 明 低 维 空间 规范 群 的 尚 阶 拓 扑 障 
售 与 高 绯 空 间 的 低 阶 拓扑 障 和 幅 带 切 相 半 . 在 本 章 , 我 们 将 按照 Arivah-Singer 万 法 
爸 造 联络 空间 上 Dirac 算 子 族 的 指标 其. 利用 族 指 标定 理 统一 处 理 规 范 群 上 问 油 、 
轨道 罕 间 1 同调 与 联络 空 则 上 癌 调 ,分 析 它 们 问 关系 , 并 利用 族 指 标定 理 对 量子 场 
沦 中 物理 体系 进行 大 范围 拍 扑 分 析 . 


$20.1 Dirac 算 子 族 指标 定理 


当 分 析 物 质 场 与 规范 场 机 瑟 作用 体系 时 ,作用 是 应 为 规范 联络 空间 = 4 
的 沦 消 :方面 注意 到 物理 体系 其 有 规范 不 挛 对 称 性 , 自 实 的 物 寿 动力 学 变 基 上 二 
点 促 为 规范 轨道 空间 中/4 上 的 证 函 . 男 一 方 而 ,党 物 理 体系 量子 化 时 . 场 室 晤 为 规 
攻势 ,规范 个 变性 仅 相 当 于 对 物理 体系 如 有 - 定 约束 条 件 ,量子 理论 中 的 基本 场 变 
量 仍 为 规范 势 (规范 联络 4) ,还 击 将 对 轨道 空间 分 析 提 升 介 对 整个 联络 空间 时 上 上 
的 分 析 , 需 分 析 在 联络 空间 & 上 具有 约束 的 体系 . 
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上 规范 场 A 看 合 的 [irac 算 子 
B=7D,= 7 00, 1A.,) (20.1) 
的 解析 指数 
dim Ker 昌 一 dim Kerph 
即 当 Dirac 算 子 与 规范 场 斐 合 时 ,我 们 需 集中 研究 算 子 了 内, 的 零 频 模 式 , 算 了 所 ,中 
含有 规范 势 A AE 当政 变 时 ;Ker 与 Ker 隐 均 改 变 ,其 维 数 可 能 广 牛 跳 跃 ， 
但 是 琴 者 的 此 式 莽 (KerB Kecr 了 中 ) 却 能 定义 ,是 站 上 的 矢 从 , 称 为 指标 从 
IndB,= KerpD,- Ke € kK(CY) 
其 中 KK( 所 ) 表示 扣 . 上 和 从 的 上 形式 差 , 称 为 韩 论 , 见 $$E8.4 分 析 , 在 作 规范 变换 
时 ,Jnd 玫 , 舟 范 房 变 , 当 将 在 规范 寿 了 作用 下 等 价 元 素 类 看 成 “元素 , 则 Jnd 队 :为 
电 /4 上 和 撩 从 ,如 
IndD, = Kerp,— KerP, EE 下 (39019) (20.2) 
以 上 分 析 表 明 , 肯 认 真 分 析 联 络 空间 型 与 轨道 空间 M4 上 上 的 天 从 .为 此 ,我 们 
先 分 析 以 轨道 空间 2 了 为 底 流 形 ,以 规范 群 “ 为 纤维 的 联络 从 包 


# 一 > 让 
| 
A 
在 从 所 上 选 截面 . 即 在 园 道 空间 的 每 一 轨道 上 选 代表 点 
a = a (rd 


为 取 值 他 代数 Lie{ (3) 表示 上 的 1 形式 ,在 从 六 中 同 -轨道 (同一 纤维 } I 各 点 及 
可 与 代表 点 4& 差 规 范 变换 


A=g agtg ds, gE (20. 3) 
在 从 四 上 在 点 A 处 的 余 切 矢 为 
SA = gdag -Dav {20.4) 
其 中 
uu= pg Sg, [jvw = do |A,v! (20 .5) 


为 篇 单 起 网, 可 没 仪 Da 有 零 模 ,而 D, 无 零 模 ,十 是 椭 国 厄 米 算 子 DD 为 伍 正 算 
了 ,可 定义 Green 算 子 

全 一 【有 ‘(20.6) 
在 从 并 上 引入 联络 

f= GMBA (20. 7) 
易 证 ， 具 有 性质 


§$ 20.1 Dirac 算 了 族 指 标定 理 6007 
de = 8 dg (20. 8) 
符合 对 联络 的 基本 要 求 . 利用 此 联络 可 将 从 所 在 点 A 的 余 切 天 84A 分 为 水 平 及 重 
直 部 分 
SA 二 A tA (20,9) 
其 中 水 平 余 切入 6A 为 
BA 1 Da BA = dA (20. 10) 
满足 
5 全 和 一 站 
投射 算 子 = {1 一 DG ) 
BA > 训 和 A 
满足 
2 
此 投影 算 子 x 将 从 针 在 点 A 的 余 切 空间 十 (对) 投射 到 水 平 余 切 空间 号 上 
ri) »H, (20.11) 
而 垂直 余 切 天 为 
BA = DG BA =— Dy (20.12) 
即 冬 直 余 钱 矢 5.4 本 刁 为 Di 的 像 . 
这 样 ,利用 联络 -7 将 从 所 工 各 点 的 余 急 失 8A 分 为 遇 部 分 . 
进一步 计 论 证 从 P(EM,G) 与 从 时 的 直 根 从; 
P(M,G)xY 
在 二 积 内 上 5 引 人 人 总 联络 
At iA (20, 13) 


可 得 育 积 从 卫 x 玉 上 总 曲率 ， 
2= (d+){A+ 站 十 3 .A | FtOAte+t 


{20, 14) 
利用 王 满足 的 Bianchi 等 式 可 证 tr ) 为 闭 形 式 
drf Fa ) 一 0 
纪 巾 (9.118) 式 知 
uF) = dy, (0,A) do, 1 (A) 
类 伺 知 . 存 直 积 从 Px 好 上 ,trt. 产 ) 满 足 
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(dr or( 一 站 (20.15) 
r= (+B)o (A+ (20.16) 
下 而 我 们 认真 分 析 一下 在 积 从 x 上 曲率 /的 特性 ,在 (20.14) 趟 中 各 项 均 为 取 
值 在 李 代 数 Lief (0 表示 上 的 MX 如 上 的 微分 形式 .今生 代表 MM 上 7 撒 式 丰 半 上 
上 形式 集合 , 则 (20.14) 式 中 从 项 为 
F=dArA EA 
HA DG AECA (20. 17) 


B+ YE 
注意 到 利用 投射 算 了 (1 DG ) 分 解 的 联络 空间 所 上 余 切 矢 6.A,5A 相 
于 下 区 
一 120.18) 
对 (C20. 12; 式 作用 5 ,得 
B= Dd A oA.7|=- DB /+ -0 


由 上 1D， 无 去 模 , 破 


8.11 -0 (20.19) 
因此 可 以 证 遇 
BY | (20.20) 
为 二 盟 上 水 平方 向 2 形式 .将 以 上 结 虹 代入 {20.14) 式 得 
A 二 + 二 (20.21) 


曲 染 仪 在 水 平方 条 (CM > 15 方 各 的 提升 }) 非 零 ， 
限定 联络 裤 间 外 为 不 可 约 联 络 空间 ,规范 变换 群 4 对 从 Px 扣 的 作用 
kJ 
无 网 定 战 .可 冠 尽 主 鞭 疡 = 互 > 如 入 广 意 到 “的 作用 与 群 人 作用 对 易 , 从 疡 为 以 
各所 所 为 底 的 主 后 从 
GP=pPpxAe 
| 
NM x Nis 
Px 扩 从 上 联络 A 1 可 自然 隆 为 主 G 从 户 十 联络, 而 相应 曲率 .7 如 (20 AL) 式 
只 在 水 平方 同 CM x W154 六 向 的 提升 ) 赣 符 . 
为 了 了 分析 定义 在 背景 场 中 手 征 Dirac 算 子 的 规范 协 变 传播 子 疗 在 的 拓 朴 障 
骨 , 硬 分 析 nd 从 (如 (20.22) 式 ) 的 示 柱 类 ， 


Te 


$20.2 轨道 空间 上 同调 及 其 提升 ”规范 群 上 同调 603 


m 


Ch (IndP,) = | A(M)Ch(P) 


其 中 ACMD) 为 底 流 形 M 上 让 多 项 式 , 当 我 们 仅 讨 论 纯 规范 反常 时 ,可 取 M 为 团 
球面 ,AM 一 1 而 (CRP) 为 证 忆 从 已 的 陈 特性 


Cn(P) = ol exp od (20.22) 


将 .Ff 按 Mx 寻 上 微分 形式 的 双 笑 次 展开 ,将 7 的 4 阶 对 称 不 宣 多 项 式 tr(-r) 对 
流 形 M = S* “积分 ,得 族 指 标 类 


AM] = | un (20.23) 


由 (20,21) 式 知 太 -Mj 仅 为 有 #5 上 角形 式 ,此 即 Atiyah-Singer 证 明 的 
族 指 慰 定理 :lyirac 算 子 指标 从 的 示 性 类 


Ch nd} = cM ] CO— .| ul) (20.24) 


仅 为 轨道 空间 15 上 的 到 形式， 

为 了 分 析 规 范 轨 道 空 间 对 5 的 下 同调 ,Atfiyah-Singer 利用 在 主 人 准 户 = 
PCA ,G) 与 联络 从 下 = 归 (30 有 , 作 的 直 各 从 已 x 外 上 引 人 联 络 A+,vy, 引 入 与 此 直 
积 从 相伴 的 主 6G 从 P= P(EM x 5,0)=Px 六 ,证 明 轨 道 空间 4 二 同调 类 二 
用 Mx 上 示 性 类 对 M 的 积分 得 到 . 而 上 式 乘 上 常 系数 ,将 上 形式 沿 轨 道 
定 间 14 上 处 财 链 5 和 分 所 得 族 指标 为 整数 


把 国 
.| IM = 0,Q'B,M]= |, _ t= {20.25) 


称 族 指标 数 . 

下 面 我 们 将 利用 此 定理 ,首先 分 析 轨 道 裕 间 吕 4 上 二 形式 ,分 析 5 空间 的 
站 问 酒 ,将 其 提升 详 入 为 联络 从 义 的 上 同调 ,再 腿 制 投射 到 纤维 上 得 规范 群 上 同 
靖 , 分 析 规 范 群 各 阶 扼 扑 障碍 及 它们 与 族 模 标定 理 的 关系 . 


ed 


3 20.2 轨道 空间 上 同调 及 其 提升 ”规范 群 上 同调 


由 族 指标 定理 , 族 指标 Q* (1) 仅 为 轨道 空间 4 上 的 直 形 式 .对 联络 空间 蝇 
中 心 A 测算 子 D 的 零 模 空 间作 水 平 变更 34 
D5A = (20.26) 
中 对 主 从 户 上 联络 选 局 域 水 平 规范 , 使 
Bt+ =0 (20.27) 
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于 是 
= Ft+hA (20.28) 
将 tr( 站) 按 B4 的 宕 次 展开 ; 
tr = Na (20.29) 
后 中 
HF! 
Gat St (BAY .FY * |E A (20. 30) 


为 Mx 6 上 (2n 一下, 天) 形式 .将 (20.29) 式 代 大 
(dlg)trlo) = 0 {20.31) 
比较 西端 同 阶 形式 ,H 得 递 降 方程 组 
do = da) -0 
dd (20.32) 


将 (20.29) 式 代 人 族 指标 式 (20.24), 记 QLM ;= [2 (£8 A), 用 (20. 32) 式 饭 
证 
STM1= 让 的 (1 3 ,0 33) 
= (~ 1) TQ (NM) 
若 请 流 开 M 为 紧 致 无 边 流 形 ,90M =0, 则 由 上 下 式 知 
SQ LA = (20. 34) 
由 于 轨道 空间 %/4 折 扑 非 平 良 , 上 式 椒 可 能 将 Q*' (ND) 表 示 为 某 畔 道 空间 有 一 1 形 
式 的 水 平 变 更 , 即 …… 般 
人 [AM 天 8 ) 
邹 相 对 于 水 平 变 更 4 一 4184, QU] 为 规范 轨道 空间 A115 的 上 闭 链 , 属 天 区 1 
空间 的 上 间 调 类 . 
下 面 我 们 将 5 上 的 形式 提升 胶 人 为 所 下 的 天 形式 ,注意 到 展 式 (20. 14) 
石 喘 各 项 为 Mx 电 上 的 不 同 阶 形式 ,代入 tr( 产 ), 按 扩 中 形式 的 不 同 阶 展 咱 ,得 


rr 


trt.") = ,9 (20.35) 


代 和 人 (20.15) 式 ,比较 不 同 阶 形 式 ,aa 可 得 到 与 (20 32) 式 相似 的 递 隆 方程 给 
dq, = dtr(F*)= 0 


$20.2 轨 道 党 间 上 同调 及 其 提升 ”规范 群 | 同调 81] ， 
des, + Baler = 0 (k= 1.2,..,2n) 【20. 36 1 
将 (20.35) 式 代入 族 指 标 (20.24) 式 ,得 
[iM] | i (20. 37)} 
Nl 


由 递 降 方程 红 (20.36) 易 证 (与 (20.33) 式 类 似 ) 
dT MM = (- Dd Ra —( 1 QOM] (20. 38) 


对 上 紧 致 无 边 流 形 M ,DM =0, 战 得 
5 M|=0 {20.390) 
这 里 5 为 联络 襟 间 所 中 和 伍 意 变 更 ,市 十 联络 空间 沁 的 折 扑 平 良性 .由 相应 的 
Poineare | 理 及 十 式 知 
QINM] = HM, (20.40) 
这 里 注意 在 从 所 上 任意 安 更 64 与 洛 算 子 DA 的 零 模 空间 作 水 平 变更 84 的 
区 列 . 刘 于 其 下 二 大 形式 全 [M] 一 | ,相对 村 后任 意 变 更 34 为 闭 形 起 ， 
SQL AM] = 人 ,而 联络 从 引 折 扑 平 南 , 故 必 可 表示 为 正 合 形式 ,如 (20.40) 式 所 示 . 下 
面 设 法 求 出 羡 “[M] 的 且 体 表达 式 . 
男 一 方面 ,由 于 存在 (20.36) 式 ,其 中 
tr, {A 十 人 一 人 301 00, 总 + 二 | dtur( A 十 A 1 ) 【20.41 1 


= Ft DA (20.42) 
叮 将 an 1 六 二 胃 按 .7 的 和 舞 次 展开 : 


wa At WD = No (A,D) (20.43) 
点 -0 
将 上 展 式 代入 (20.16) 式 ,然后 在 2n -上 维 紧 致 无 边 流 形 玫 上 积分 ,得 
QM]= | 3! (A ={- | wa (20.44) 


与 (20.40) 式 比较 , 知 


MM] 一 人- 上 | (4A， 人 (20.45) 


下 面 我 们 将 从 上 余 切 入 限制 在 纤维 上 , 即 在 联络 从 所 的 点 4 洗 Di， 的 像 方 
间作 垂直 变更 84 , 且 限 制 变更 8 满足 
ia =0 
这 里 a 为 从 所 中 同一 轨道 (同一 纤维 ) 圭 各 点 A 的 代表 点 
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全 eg + gg, SE (20.46) 
84 =- du- [A,wi=- Dav 
其 中 由 = yg 满足 
$y {20.47) 
这 种 沿 规 范 饥 道 方向 的 变更 让 相当 于 BRST 算 子 ,为 短 零 算 子 :8 = 0. 当 限制 变更 
384 =84 , 邵 沿 纤维 方向 


4 =g Br 一 
机 (20.48) 
?| = 下 
圩 维 
这 时 ， 可 类 伺 (20.43) 式 将 fy, 1 十 ) 控 如 网 大 展开 : 
yon 1 壮士》 二 St, A) 《20. 49) 
与 120， 38) 式 类 似 ,m 1 应 十 “满足 
tr ) 寻 难 一 trf 7” ) 二 {d + 全 Ja， | 十 {20. $50) 
将 (20.49) 式 代 估 上 式 , 并 比较 两 边 问 阶 形式 ,得 
tf ”一 do (4) 
0= da (46o Sa) 
20.51 ) 


0 = dao35 8 民生 站 
0= oa” (A,v) 
oa .4 引 估 的 规范 代数 上 闭 链 密度 系列 (6 系列 ) ,其 具体 表达 
式 见 (19,162) .进一步 将 号 ，，1(A4,v) 音 通过 点 名 的 纤维 ( 轩 道 4 ) 上 的 二 链 只 
积分 , 引 人 
0 T= 1}: | ei ,vu) (20. 52) 
利用 递 降 方程 组 (20.51}) 易 让 


上 4 Re 
da 1t Ts) 二 c,| darsn a-1 | 3 1 一 .| 人 ozn (总 ,UU) 


AP 


= c,| we Aw) = DT (20. 53) 
与 (19.133) 式 比较 知 这 里 引信 的 总 系列 即 叶 19,4 引 人 的 规范 群 上 了 上 闭 链 帘 度 (0 
系列 ). 将 它 对 底 流 形 Vf = S” 积分 ,和 有 端 得 规范 群 上 财 链 ， 
将 (20.52) 式 乘 2r 并 对 S :积分 得 规范 群 2 :的 上 上 堵 链 


$20.2 加 道 空间 上 疝 调 此 其 提升 ”规范 群 上 同 油 613 ， 


mt ,= 27| ，， ， 
当 将 S 7 “ 延 拓 为 (22 一 龙 ) 维 盘 口 ,和 将 (20.53) 式 对 盘 DD 积分 
| 8 (7) = | ns OP,) 
乘 以 2x 可 将 二 式 记 为 
TD = 3 (20. 55) 
上 式 表 明 通过 泛 吨 a 使 规范 群 上 同调 与 底 空 间 同 调 问 建立 对 偶 对 应 .在 上 式 证 明 
过 程 中 ,营利 用 (20. 53} 式 在 整个 流 找 DD 上 和 积分, 要求 (20.53) 式 在 整个 刀 中 成 
并 ,这 仪 当 站 为 拓扑 平庸 流 形 才 成 立 . 对 拓扑 非 平庸 的 S,,_, ,就 不 能 简单 浊 认为 
a {om ,Sr)= oa (fl* :09921}= 0 
当 底 流 形 拓扑 非 平庸 时 ,应 采用 区 域 的 细 分 来 克服 拓扑 障碍 ,正如 人 19.4 分 析 的 
那样 ,利用 区 域 的 细 分 ,将 拓扑 障碍 推 至 更 高 阶 , 采 用 区 域 细 分 ,在 拓扑 平庸 的 区 域 
区 (20.S3) 式 成 立 . 即 有 
pe ,SS = a til! :Da 十 
= a (9m ,Da -ca ,D3, 1) 
= oe + Sd = a(B, S01) (20.56) 
在 上 式 的 让 明 过 程 中 ,第 二 等 式 的 左边 化 到 右边 时 ,对 规范 群 F"“{ 上 标 表 示 此 规 
范 群 为 2n - 维 紧 流 此 M 到 GG 的 肌 射 ) 的 闭 链 "1! ,在 两 个 相间 盘 Di , 进行 了 
延 折 ,在 Pa 与 Da 区 域 , 束 ' 有 不 同 的 延 拓 严 与 TF ,其 边 绿 均 为 半 1 
ol™ 一 + Et ] 
利用 (20.5S) 式 可 进 … 进 化 到 第 一 等 式 的 右 端 ,这 时 仅 取 两 个 万 ,的 共同 边 乡 
(赤道 5,,.,.,) 问 伦 等 价 的 8S,，,_1, 其 上 的 上 链 了 Tm** 相 如 形 或 & 闭 链 


0D2， if) (20.54) 


于 所 
注意 到 420. 52a) 和 (19.148) 式 ,(20.56) 式 左 端 由 可 表示 为 
oa Sa 二 Aa (Tt*,S,..) (20. 57) 
于 是 ,(20.56) 式 也 可 改写 为 
A (1 ,Sr) AS (20. 56a) 


此 好 19.3 利用 Cech-de Rhasn 双 复 形 主 明 的 结果 ; 低 维 规范 群 的 高 阶 拓扑 障碍 
与 高 维 规范 群 的 低 阶 拓扑 障碍 具有 相同 的 拓扑 根源 ,表明 规范 群 不 同 阶 上 闭 链 密 
切 相 关 . 


由 族 指标 定理 , 族 指标 [M1 = | ae) 仅 为 轨道 空间 Ws 工 的 形式 ， 
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将 它 提升 族人 联络 从 各, 可 将 它 表示 为 (20. 40) 式 
CIM = BF I![M] 
在 联络 从 世 寺 选 这 样 大 链 忆 ,使 此 边缘 217 属于 
规范 耕 同 -一 轨道 

有 
如 图 20.1 所 示 , 为 过 从 和 的 点 的 规范 样 罗 
道 , 将 族 指标 @ -M] 沿 从 站 中 尺 链 积分 得 


QT MI = 站 ea = | ag 1iM] 


图 20 ] 


-| ‘pg'TM) 
将 (20.45) 式 代 人 上 式 , 由 于 321% 属于 规范 群 癌 一 纤维 ,限制 在 纤维 9 有 三 的 积分 ， 
网 = ,上 式 可 表 为 


Tt 


可 取 BRS] 规范 .， 


QInm ,MI = 人- 2 | ols( Ar) _ | OQ QT) = Le (Di ,MD) 
(20.58) 
由 于 55 属于 同 - -规范 轨道 ,使 得 锥 1 上 链 投射 到 304% 上 时 为 & 维 闭 链 、， 己 
3204 .由 族 指 怀 定理 (19. 195) 得 
1 we i -| - _ 1 点 -| 2 
= 0Q| > .32 | = co), (OD) = A (TS) 
(20. 59) 
上 式 恰 为 规范 群 9* “的 (一 1} 上 闭 链条 任 , 左 端 为 轨道 空间 吧 4 的 & 上 闭 链条 
件 , 由 上 分 析 看 出 
x (UG) = ry {20.60) 
利用 族 指标 定理 ,通过 (20. 58) 式 具体 实现 上 式 , 将 族 指 数 与 规范 群 的 拓扑 障碍 数 
相关 连 . 物理 体系 讨论 局 域 动力 学 变更 , 当 要 求 规范 不 变性 时 , 均 为 规范 等 价 类 
多 5 上 的 尝 更 , 受 族 指标 定理 约 末 .我 们 引入 的 QQ 系列 ,可 与 物理 动力 学 的 各 上 
问 调 联 系 , 再 通过 (20. 55) 式 ,与 族 指标 定理 密切 相关 , 串 将 规范 群 4 上 同调 与 族 
指标 定理 相 联系 ,可 喝 清 楚 地 表达 出 各 阶 本 扑 障 碍 的 根源 . 


20.3 虹 子 规范 理论 的 拓扑 效应 9 真 定 + 维 杨 -Mills 理论 2 615 


$20.3 ”量子 规范 理论 的 拓扑 效应 8 真空 
4 维 杨 -Mills 理论 


yar 1 -2 
2 一 5 三 一 4 wa 一 3 《五 B-) {20.61) 
其 中 
Es= Fk, —— A,— vA, -efuAsd, 
B= EM, B= vA efiAsxA (20.62) 


对 杨 -Mijls 理论 正则 量子 化 ,通常 采 放 哈密 上 顿 体系 . 注意 到 所 给 拉 氏 黎 度 4 不 含 
让 没有 与 -Ai 具 思 的 动 最 .A4 相当 于 辅助 场 , 仅 A 为 动力 党 变量 .对 杨 -Mills 理 
沦 串 作 规 范 朗 换 ,可 选 wevl 规范 


A%=0 (20.63) 
与 动力 学 变量 A, 共 辆 的 正则 动量 是 
开 = A, = 一 下 
令 其 满足 正则 等 时 对 易 关 系 
LE (Cx) M(x )] = ind (x -x ) (20.64) 
而 哈密 顿 量 为 
H= [er 1)= 7 | d(H + B?) (20.65) 
在 Weyl 规范 下 ,体系 仍 存 在 与 时 间 无 闫 的 规范 变换 
8A, =— DO 


为 仅 依 赖 空间 坐标 而 与 时 间 匹 关 的 c 数 ,注意 到 通常 出 于 连续 对 称 性 由 Noether 
定理 络 出 的 守恒 荷 : 
Q = | . 384. =- | 中 zx 开 .D9 (20.66) 
因为 人 # 为 任意 的 与 时 间 无 美 c 数 , 故 可 移 去 它 而 得 到 与 时 间 无 关 的 无 穷 小 规范 变 
换 的 生成 元 
6 = (Dp: = (Dp-.E) (20.67) 
利用 对 易 关 系 (20.64) , 易 证 
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(G(r), ACE 一 isVS — x )- ihfsA, (r(x — x )) 

(G(x) E(x )]=— iAFAE (xO(x— x } | 
(20.68) 

此 两 式 表 上 明 ,, 确 为 无 穷 小 规范 变换 的 牛 成 元 ,而且 它 们 和 与 哈密 顿 量 (20.65) 对 易 


G&G = FIH,G.] -0 (20.69) 
FF 式 一 方面 表明 院 密 顿 量 夺 与 时 间 无 关 规 起 变 摸 下 不 变 , 田 方面 表明 牛 成 元 上 
本 身 与 时 间 无 英 . 
在 量子 规范 理论 中 , 场 的 运动 方程 是 
Ek, = EIH,E,] = (DxB) (20.70) 


此 即 经 典 杨 -Milis 场 方程 D,F" = 0 的 空间 分 量 部 分 ,而 其 时 间 分 量 部 分 为 高 斯 定 
律 
(D:FE}),=0 
它 不 峙 出 现 ,市 (120.67) 式 知 ,上 式 左 端 为 邯 范 变换 生成 元 ,不 能 简单 令 其 为 零 , 它 
并 不 与 正则 变量 对 易 , 它 是 在 正则 变量 阿 固定 时 间 约 柬 ,为 第 一 类 约束 , 仅 能 要 求 
物理 态 满足 
Gtx) | 物 ; =0 (20.71) 
采用 Sehradingcr 给 恕 ,可 将 物理 态 表 示 为 止 则 变节 4 的 证 果 区 4) ,上 臣下 表示 
为 
全 ， . BD 
lp ， BX) $A] = (V6, — fu ): BA A = 0 (20.72) 


注意 到 由 规范 群 李 代数 可 得 到 不 同 旧 , 间 的 对 易 式 ， 

(G(x) Gx)]= -iif G (xor. x') (20.73) 
这 表明 约束 的 对 易 式 封闭 , 疏 (20.242) 式 下 税 ,可 上 无 限 痊 加 方法 来 得 到 有 限 的 与 
时 间 无 关 的 规范 变换 Ut g) 


Uf{g) = ea (20.74) 
疝 斯 定律 (20.70) 表 明 波 汉 葡 pA] 在 "小 "规范 变换 下 不 变 
LUsgo goLA] = oa = yA (20.75) 


这 里 小 "规范 爸 换 是 指 g, 可 与 醒 等 变换 。 连续 连接 . 由 于 规范 轨道 空间 U1$ 拓 
扑 非 平 走 ,还 可 能 存在 不 能 与 e 连续 连接 的 “ 太 " 规 范 变 换 . 上 证 我 们 将 具体 分 析 此 
问题 . 
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这 里 我 们 讨论 的 是 在 某 闻 定时 间 的 哈密 顿 体系 , 设 杨 -Milis 场 在 二 维 欧 氏 之 
间 无 限 远 处 很 快 误 减 ,而 场 运动 方程 是 共 形 不 变 , 可 将 5 共 形 紧 致 化 为 S ,并 采用 
Weyl 规范 4,=0, 讨 论 所 有 三 维 静 规范 势 位 形 空间 对 ,注意 到 物理 体系 具有 规范 
不 实 性 , 故 相应 波 泛 昂 y[ A 实质 上 为 1 十 的 波 汉 虹 . 由 于 
下 UD)= m= mG = (20.76) 
当 . 天 0 时 ,存在 拓扑 障碍 . 即 存在 "大 "规范 变换 . 由 于 规范 轨道 空间 中 19 拓扑 非 
平一 ，- 般 真空 仿 在 整个 规范 群 # 作用 于 不 再 不 变 , 如 何 得 到 规范 不 变 的 真空 ( 称 
9 真空 ) ,下 面 我 们 分 析 此 问题 . 
(20.246) 式 表明 ,六 jf 存在 1 线 拓 扑 障碍 . 由 族 指 标定 理 知 ,轨道 空间 中 /人 
上 的 1 形式 


Q'[S ] = | ,i(F,3A) = | ,tr( FBA) {20.77) 


它 是 闭 的 :8Q (5S*)=0, 但 由 于 中/ 浪 拓扑 非 平庸 ,x (中 1##)=Z 关 0, 它 木 是 正 合 
的 . 可 将 它 提升 到 联络 从 外 上 1 形式 


QTS] = | .a1(F) = | ,tr(F3A) (20. 78) 
已:[S] 满 足 C19.209)7 《19.210) 式 ， 
8GI[S = {20.79) 
2rcs QS] = — 8 IM] (20.80) 
由 (20.45) 式 知 
部 [53] = 2rcz| ,al(4) - 页 | .el ad4 + $A (20.81) 


2[S | 为 上 汉 函 0 形式 ,而 加 上 泛 函 ] 形式 Q' [S|] 可 解释 为 92 1 U(1) 联 
络 | 形式 .由 (19.245) 式 知 ,相应 曲率 形式 为 零 , 即 Q'[ Si] 为 因 中 “ 纯 规范 势 ”. 当 
我 们 在 关上 选 1 链 I" ,其 边缘 am = 5" 属 从 (8,9 上 同一 纤维 , 即 端点 和 4 与 
A 是 同一 规范 轨道 中 的 两 点 , 则 
i n 1 [7 
oA so QM) =- | a8(M) = -| 中 (M) 


2 
, 


= gm) Caaas + OP)- nl Ada + 4']| 


= jg | ug ‘day = n(g) EE (20. 82) 
当 nn(g) 才 0 时 ,存在 “大 "规范 变 模 ,与 Bobhm-Aharonov 效应 相似 ， 由 应 的 滤 沁 并 在 
在 积分 相 央 子 


用 。 第 .| 剖 规范 轨道 空间 上 门 记 写 族 指标 定理 晶 - 个 场 论 中 大 - 祁 由 i 分 村 


yA: | 一 er 1 1 Lo “|, 起 局 Ce A] 0200). 3) 
1 和 (98097 碟 知 | ,eS 为 联络 从 所 的 1 下边 毕 , 选 | 链 站 的 两 端点 在 同一 夫 
范 轩 道上 


RI .S|1= 3 Aa (A: :8) — (a CA) ef) (20.84) 
其 中 
' r 3 ul 1 了 3 2 ,3 - 
oA dod = FB | dtr AdA + $A } (20.85) 
人 4x. 2 3 


避 过 雪上 水 空 换 可 将 柑 囚 子 太 掉 .县 邻 


A 名 pA] (20. 86) 
忆 与 由 A] 仪 差 依 下 A 的 相 风 子 ,上 夏 丰 规范 灾 换 下 具 不 同 变 搞 . 但 是 ,很 吻 计 有 明 
ca A i = afA) (20.87) 
和 旋 of 4) 人 “小 " 规 藻 变 挽 下 规范 不 变 , 故 号 | 六 | 仍 规范 不 变 
Upg) glAi= bl A = yl A (020. 88) 


人 而 在 “大 "规范 变换 卜 ， 
ef) 一 


= a'{(AA)+ | 人 TO 
Se 


3 | drErtrdp rg Agrg dp-p!) 
Ts 


a fA 2rntg) 
故 
Ug pA = plA = or] = ea ALA = A] 
{20 .89) 
即 流 这 图 点 14] 在 所 有 规范 灾 摘 下 疝 不 变 . 但 这 时 ,在 么 正 变换 (20.86) 下 .哈密 
顿 量 电 应 作 析 应 变换 ; 


五 "= dn AHe "na i AY = en 上 4 5) + BH) -I ef 
3 人 ) 3 
= 了 4 人 ge! 5 | 


哈密 顿 最 依赖 8 参数 ,相应 搁 氏 量 也 会 有 8 参数 项 . 波 认 晒 么 下 变换 相当 于 目 则 
安 换 ,在 拉 开 量 中 会 诱导 全 散 度 变 换 , 即 


$20.4 “二 维 时 空 规范 理论 与 折 扑 质量 项 2 
:= 
其 中 
t 本 | ， 
EE BB, = duW 
16r CE Po 8 ” 本 
Wr = dir Ew{a Fr AAA | (20. 88) 
br 2 3 Ci | 


即 新 拉 氏 量 依赖 0 部 分 怡 为 标志 拓扑 性 质 的 陈 Ponirjagin 不 性 类 与 # 参数 的 乘 
只, 它们] 对 作 有 几 量 了 的 页 献 促 为 表 血 项 
“= 了 1 他 


1 = Ee = |dS,w 
日 上 相对 热 4 的 变 分 为 堆 


可 
me 


四 
让 dr 


drFtrf FY*D,SA,) 


] 站 4 和 LE 
= 4 tr FY BA = 10 


上 式 第 一 步 曾 用 部 分 积分 和 而 将 表面 项 略 去 ,这 是 因为 我 们 讨论 的 是 局 威 变 分 ,34 
为 局 域 的 . 正 因为 对 规范 势 的 局 域 变 分 61 -0, 合 此 附 如 需 上 不 影响 纤 鉴 运动 方 
程 .但 在 拉 世 量 (19.258) 中 引入 了 含 #8 项 ,此 项 破坏 CP 守恒 . 

总 之 ,对 非 Abet 规范 理论 ,存在 着 拓扑 非 平 良 规 范 变换 (简称 大 规范 灾 换 ) ,其 
量子 者 论 含 有 隐藏 的 真空 朋 8 参数 ,量子 态 在 作 大 规范 亦 换 时 会 在 相 央 子 上 出现 
此 8 参数 ,可 在 拉 氏 量 中 增加 合 参 数 的 扑 拓 项 , 它 不 会 影响 经 匡 理 论 .而 对 量子 
理论 相当 上 仿 和 天 作 玄 正 赛 换 , 可 得 到 规范 不 变 的 态 大 .对 于 纯 杨 Mills 埋 论 ,此 
参数 可 为 任意 值 , 但 当 讨 论 费 米子 与 杨 -Mills 场 相互 作用 时 ,会 导致 反常 而 诱导 出 
韭 零 4 


$20.4 ”三维 时 空 规范 理论 与 拓扑 质量 项 


通常 物理 时 宗 为 四 维 , 为 什么 我 们 企 这 里 要 简单 介绍 -下 ~: 维 时 空 的 规范 加 
论 呢 ? 方面, 因为 一 维 时 空 规范 理论 同样 具有 重要 的 物 是 应 用 ,例如 , 当 我 们 对 
大 爆 尾 制 期 于 市 论 分 本 时 , 需 分 析 有 限 温 度 场 论 , 而 四 维 量子 色 动 力学 (思维 区 于 
规范 理论 ) 的 高 混 极 限 可 用 -三维 量子 规范 开 论 表述 .这 内 为 有 限 温 度 场 论 常 可 表达 
为 在 纯 虚 时 间 {0- 江 } 的 堪 式 ,在 此 区 间 玻 包 场 被 周期 定义 , 费 米 场 被 到 周期 定 


义 ,它们 的 能 级 均 为 离散 的 , 当 分 析 其 高 讽 极限 时 ,可 用 二 维 场 论 作 为 四 维 物理 的 


”620 - 第 一 十 章 ”规范 轨道 空间 上 问 调 与 族 指 标定 理 量子 场 论 中 大 范围 折 扑 分 析 


唯 象 描述 . 又 例如 , 当 我 们 分 析 量 子 Hall 效应 ,讨论 一 维 电子 气体 时 ,也 和 需 分 析 二 
维 时 空 的 规范 理论 . 另 三 面 ,通过 分 析 三 维 时 空 的 期 范 理论 ,可 更 清楚 地 看 出 场 论 
的 太 范 围 拓扑 性 质 对 规范 不 变性 ,对 量子 力 党 及 其 相应 的 各 种 离散 对 称 性 的 影响 . 
育 维 时 空 会 有 招 新 再 蒙 .因此 ,我 们 在 本 节 简 单 介绍 -下 三维 时 空 规范 建 论 . 


对 一 维 规范 理论 ,注意 到 陈 -Simons 项 为 一 阶 微分 形式 ,可 将 它 乘 所 加 在 通 
常 杨 -Mills 作用 量 上 ,得 到 作用 量 
有 1 wut an ~、 _'2 
[=| {Fan Fe -as € 人 PFA， 3 44) (20.89) 


这 时 拉 氏 量 并 非 规范 不 变 , 但 由 作用 量 对 势 A 变 分 极 值 ,81/8A: =0 可 得 到 规范 
协 变 场 方程 
DI” + Ev, =0 (20.90) 
易 见 ,参量 mn 其 有 质量 量 网 ”. 
在 作用 量 的 表达 式 (20.89) 中 , 陈 -Simons 项 与 度 规 的 无 穷 小 变更 无 闫 , 故 不 影 
啊 其 能 量 动量 张 量 表达 式 


0" = 2r( PF — Fe PF, ) (20.91) 
为 简化 ,采用 Weyl 规范 4v = 0. 伍 系 哈密 顿 量 仍 与 通常 表达 式 相同 
H= 3|dr(E: t+) 


和 1 
,= A ,BPB, = 7 


h 面 对 2+1 维 杨 -Mills 理论 进行 拓扑 分 析 , 选 Wey] 规范 A, = 0, 选 某 固 定时 
刻 上 的 静 规 范 场 位 型 时 .为 昌 求 能 量 有 限 ,可 将 二 维 空间 紧 致 化 为 S , 维 规 范 
群 乡 为 


EF (20.92) 


P90 
因为 对 … 般 单 李 群 ,x (G)=0,x;(G)= 0 上 夏 
rE)= mF) rt{G)=0 (20.93) 
x rR mG) = {20.94) 
让 (20.93) 臣 知 规范 轨道 空间 3/ 字 为 单 连通 ,“ 维 规范 群 ? 是 连通 的 ,一 维 规范 
群 的 所 有 变换 均 为 "小 "规范 变换 ,其 任意 有 限 规范 变换 g = cf" 均 可 表示 为 
U(g) = et |g rgG, (x) (20.95) 


§ 20.4 三 维 时 空 规范 理论 与 拓扑 质量 项 . 621 - 


这 申 6G， 为 规范 群 弛 的 生 域 元 . 即 当 我 们 选 定 Weyl 规范 A 一 0, 仍 术 完 全 确定 规 
范 , 仿 剩 下 依赖 空间 坐标 的 规范 变 措 ,其 生成 志 如 与 场 方程 (20. 90) 的 时 间 分 量 
相同 


GG 一) 二 1B, (20,96) 


与 二 节 分 析 类 似 , 不 能 简单 令 其 为 零 , 它 并 不 与 正则 变量 对 易 , 它 尾 在 固定 时 间 正 
划 变 量 间 第 一 类 约束 , 仪 能 要求 物理 态 yw|L A 满足 
GG[A] = (DD: 次 + 如 E93A Al=0 (20.97) 
由 420.94) 式 知 , 当 .天 0 时 ,二 维 规范 群 非 单 连通 ,在 二 维 规范 群 中 ,存在 着 这 
样 一 族 依 赖 于 单 参 数 r 的 规范 变换 ,参数 r 同 肝 于 5 , 即 为 一 闭 图 , 它 不 能 收缩 为 
-点 ,此 拓扑 障 人 得 可 表示 为 . 当 {20.95) 式 UT(g) 作 用 在 仿 和 拓 yi A] 上 时 ,不 能 使 它 
简单 地 变换 为 gy[ A ], 而 会 产 和 牛 一 相 因 子 : 
edt A| = eo etn gr A:] (20. 98) 
下 面 分 析 此 不 可 积 相 央 子 的 明 最 表 枝 式 及 其 拓扑 合意 . 
由 (20.94) 式 知 , 出 于 到 (0 学 )= 去 0 在 规范 轨道 空间 存在 拓扑 障碍 . 由 族 
指标 定理 知 , 族 指 标 
Qazl S:] = | CEF.s54)= | -rsAa54) (20.99) 


仅 为 轨道 空间 31 上 2 形式 ,可 将 它 提升 绒 入 联络 从 中 中 2 形式 
Q's = | ,0(F) = | ,tr (BABA)+ 28| tr( WE) (20.100) 


满足 
BOS:] -0 {20. 101) 
由 到 的 拓扑 平庸 性 ,Q*iS*] 朵 表达 为 
2xc; QI S| = 3A'[S:] 


PLS]=-— 起 tr(ASA ) 去 | :et YP) (20.102) 
当 将 上 述 体系 在 Schreodinger 绘 景 中 量子 化 时 ,BE S?] 为 中 二 联络 1 形式 ,对 


上 场 速度 算 子 


9 - [rd 2) — 6. (20. 103) 


其 对 易 关 系 为 


* 22 ， 第 “十 这 规范 科 道 空间 上 同调 与 族 措 标 定理 鞭子 场 论 小 人 范围 要 扑 分 析 


Y= dB S71| = re TS | 


| SABA | ,tr AF) (20. 104) 
HA 、 4 | 
| 区 满足 
LV We + 置换 2x8Q:[S*] 0 (20. 105) 


这 里 最 所 一 步 利 用 (20.101) 趟 . 这样 在 中 的 平 称 算 子 ( 即 场 速度 算 子 ,}) 构 成 
他 代数 ,为 普通 平移 赂 的 非 中 心 扩张 . 在 规范 灾 挽 下 .小 汉 了 两 yA] 改变 相 轩 子 


| 


Li 本 、 1 ， 1 
人 唱和] 一 | 
Hr 


人 


al Aig) = ey rErdg rg A, 12x Ri(g) (20. 106) 


共 中 RR' (Cg) 满足 (注意 到 规范 空 换 pg 含 参数 工 旭 gg= gCxr! rr) 


dR'(g) - 5 trtdr ey) (20.107) 
妨 太 而 , 当 在 联络 项 中 清 不 同 轨 道 由 A 刘 达 A 时 ,所 得 相 因 子 之 关 为 
Th, 
| 3 [S| = | $3 SS = re] = 2 【20. 108) 


团 柑 因子 | PS al03,g) 为 规范 群 1 于 闭 链 , 当 去 0 时 ,为 非 平庸 1 | 上 闭 
链 , 它 不 能 是 上 节 ( 关 于 站 真空 的 讨论 ?通过 么 正 变 换 移 去 . 即 当 关 0 时 ,一 维 规 范 
群 全 非 单 连 通 ,在 作 规 范 变 搞 时 ,为 得 到 与 规范 妆 换 路 经 选取 无 关 的 真空 泛 国 ,应 
归 求 参量 说 为 整数 , 即 得 折 扑 质 基 苇子 化 条 件 . 


$20.5 群 上 问 调 与 群 表 示 结 构 特 点 
投射 表 术 与 Manderstan 波 冰 数 


上 章 我 们 曾 分 忻 规 范 群 各 阶 拓扑 障 得 点 它们 的 相互 关联 .物理 体系 常 贞 有 规 
范 不 变性 ,规范 群 拓扑 障碍 会 引起 规范 等 价 的 场 位 型 存在 折 扑 障碍 .本 章 利 用 族 指 
村 生理 ,分 析 讽 范 守 从 的 轨道 兴 问 的 丘 扑 障 杂 .在 $20.3 分 析 (31+1) 维 明子 规范 
理论 的 哈密 顿 形式 由 于 

TN) Tri) = 天 0 (20. 109) 
在 联络 状 轨 道 空间 存在 不 可 收缩 回路 ,联络 处 上 1 形式 Q!1(S”) 为 从 多 4 U(1) 
隘 绍 ] 形式 ,为 纯 规范 势 , 其 相应 场 强 2 形式 8SQ 为 零 , 即 Q'(S?) 相 当 于 处 2 上 


S20.5 群 上 同 调 与 群 表示 结构 特点 ”投射 表示 与 Manderstan 波 图 数 ”023 


Vortex 场 .与 BohmAharonov 效应 相似 ,分 析 问 题 时 应 注 划 此 扫 扑 相 因 邯 . 
在 $20.4 分 析 (2 5 1) 维 最 子规 范 邵 论 的 哈密 顿 形式 ,由 于 
Ti 双人) 一 ri 信 ) = nt(t7) 一 尖 0 {20.110) 


联络 从 提 道 空间 存在 不 可 收 乱 一 维 球 ,联络 其 和 2 形 世 QQ0S (20.100) 式 ) 相 
泊 于 联络 从 并 工 局 (1) 单 极 场 . 从 2 上 平移 算 子 ((20.103) 式 ) 的 对 妇 关 系 会 庆 : 
和 浅 非 中 心 护 张 ,但 相应 平移 群 代 数 仍 封 风 :其 Jacobi 等 式 伪 满足 ,如 (20.105) 式 ,这 
时 机 庙 态 大波 容 随 六 A | 可 实现 站 移 群 的 投射 表示 ， 

定 艾 在 无 穷 维 Hilbert 空间 .上 的 变换 样 的 拓扑 障碍 与 实现 的 检 表 术 缚 均 窗 切 
相关 .和 群 .[ 闭 链 常 被 实现 为 群 表 示 的 相 因 子 .1 阶 上 闭 链 为 通常 表示 的 诱导 相 内 
子 . 相 应 表 泵 党 称 为 诱导 表 泵 .存在 群 2 阶 上 闭 链 时 , 群 下 反射 表示 ,机 让 李 代 数 则 
含 扩 张 项 ,但 扩张 项 受 Jacobi 等 式 约 束 , 使 村 代数 省 封闭 .下 向 我 们 以 最 简单 的 平 
移 群 为 例 , 说 出 群 的 各 认 下 闭 链 与 秤 表示 结构 的 关系 .并 引入 依赖 路 征 的 Mander- 
stan 波 曙 数 米 具体 实现 平移 群 的 投射 表示 ,实现 平移 帮 的 2 上 闭 链 . 

下 移 群 的 群 流 撒 与 底 补 间 己 等 .考虑 带 苟 标 粒子 在 外 部 电位 场 小 运动 ,平移 算 


二 
a) = eh {20. 111) 
作 肌 在 波 困 数 w(x} | 
Uedar) = er glx+d) (20.112) 
其 机 周子 
w(xa) = | A(E), A(§) = 4.(6)de 20,113) 
努 证 
UbUCa gar) = ev ma 1 py(x) (20.114) 
这 里 


Aa (xsab) = ort ab) al(xsa tb)+t ol(ria) = | A(é) 


{20.115) 

这 里 工 = 上 (x ;a 上) 走 示 积分 回路 绕 以 x,x+q,x+a+b 为 硕 点 的 -前 形 , 为 得 
到 遂 常 表 洲 

UpUa)= Uta+tbh) .20. 116) 


Aa!(x,a,b) = | 4 = 2x2{2 为 整数 ) (20.117) 
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即 胡 因子 (= ,= ) 为 平移 群 的 { 下 闭 链 , 势 :… 为 纯 规范 (为 闭 1 形式 ), 场 踢 雪 = 
A = 和 当世 关 0,al (zi ,5) 为 非 平 唐 1 1: 闭 链 , 这 时 虽然 波 孙 数 仍 为 = 的 单 值 图 
数 , 但 4 不 能 表 朱 为 单 值 声 数 的 全 微分 ,相当 于 存在 Bohm-Aharonov 效应 .空间 站 
在 量 了 化 伐 涡 旋 ， 

当 条 件 (20. 117) 不 满足 , 势 -. 不 再 是 纯 规范 , 场 强 ”= dA 关 0, 场 中 带 集 粒 子 
波 函 数 不 冉 有 确定 相 因 子 ,在 绕 闭 回路 平移 一 图 后 gc) 的 相 因 子 会 改变 . 机 因子 
不 可 和 1 Manderstan 建 说 来 败 依 赖 路 径 波 汕 数 

wx,P) = Px ed wat = px)e rs (20.118) 

其 中 忆 标 志 由 一 % 到 端点 x 的 一 个 类 空 路 径 . 波 函 数 %(r,P) 不 仅 依 帧 于 端点 
,而 日 依赖 于 整个 路 径 忆 ,相隔 端点 不 同 路 答 波 羡 数 串 差 相 因子 


Pr) = er WP) (20.119) 
其 中 
elL)=| FF, LL-M=P-P (20. 120) 
| 


这 里 并 林 假 定 玉 可 整体 表达 为 dA ,相应 地 a { 工 ) 也 未 能 表示 为 Aa!, 即 空间 可 能 
存在 拓扑 非 平 崩 单 极 . Manderstan 建议 撒 上 与 明子 体系 最 好 采用 规范 无 关 的 量 , 即 
放 痉 用 依赖 规范 的 势 4 与 通常 波 函 数 fx) ,而 采用 与 规范 无 美的 场 强 下 与 依 环 
路 径 波 函数 yx ,P). 而 (x, 了 ) 的 路 往 仪 当 改 变 闭 合 回路 时 ,才能 明显 写 出 规范 
不 变 表 达 式 , 即 
UapbpUpU(ay rb) = yr,P+ lix:o,b)) 
= er" by(r,p) (20 121) 


1 


a {xia.b) = | F,， AMxa,p) = Lixia,b) 


Nixwd,bl 
这 里 Lt(w ) 不 再 是 平移 群 的 通常 表示 ,由 上 式 知 
UpUay(x,P} = ea Le +t py(tx,P) (20.122) 
即 为 具有 特征 相 因 于 a*(x;a,&8) 的 投射 表示 . 上 式 是 (20. 114) 的 挫 广 ,或 说 
(20.114) 是 当 (20.122) 式 中 a? 为 平 赴 的 2 上 边缘 Aa! 时 约 简 并 情况 . 
由 20.122 式 易 证 
(Ce P) = em be) (Up Ua yr, P) 
{20. 123) 
其 中 
Aa’ (xia,b,c) =| 


dA ri he) 


20.5 群 上 同调 与 群 表示 结构 特点 ”投身 表示 与 Manderstan 该 两 数 * 025 ， 


这 诗 积 分 区 域 号 在 以 二 点 几 发 逐次 加 上 ae， {tat+b+e) 为 斋 点 的 四 面体 A 
的 妈 个 而 .如 要 求 表 示 为 可 结合 的 扫射 表示 , 则 监 求 
ae (xsa,b,c)= | FF = 2xZ (7 为 整数 ) (20. 124) 


则 ez3aic) 称 为 平移 群 的 2 上 闭 链 . 上 条 件 表 明 五 为 除尘 点 外 无 源 场 强 ,dF 
= 人 0, 但 是 当 Z 关 0 时 , 即 当 存在 量子 化 磁 单 槛 时 ,下 不 能 整体 写 为 下 全 形式 , 沾 仓 
在 表达 场 强 的 整体 的 热 . 
利用 (20.121) 式 可 以 证 明 平 移 算 了 的 对 易 子 
HBUC oOUBU a PP bb p(x, p) 
(20. 125) 


F 式 的 无 宅 小 形式 
[9,9, (xDP) = 一 TiFOCx 已 ) (20. 126 1 
表明 当场 晶 下 不 为 去 时 ,平移 算 了 于 牛 成 元 存 伯 对 易 反常 .但 出 于 条 件 (20. 124)， 
d 产 = 小 ,于 式 受 约束 
Ey is Lo ox P) 2- i EF gx, PY =0 020.127) 
即 平移 算 了 生成 元 仍 满足 ]acobi 等 式 , 它 是 算 子 可 结 会 性 条 忻 的 无 穷 小 形式 . 
以 上 分 析 表 明 , 当 平 移 群 存在 2 上册 链 ,利用 依赖 路 径 波 函数 gtx.P} 可 如 
(20.122) 式 实现 平移 群 的 投射 表示 (projective representation ) 
UDUGa Grp) = ee ta+t hypP) (20.122) 
即 它 与 通常 在 则 表示 
Lp) 一 La TB) (20. 128) 
相 比 仪 差 相 因子 a*(x;a ,5), 而 此 相 因子 满足 2 上 闭 链 亲 件 (20. 124) 式 ,使 作出 
于 仿 天 yy(x,P)} 上 平移 算 了 仍 是 可 结合 的 算 子 , 满 足 ( 将 (20.124) 代 人 (20. 123) 
式 ) 


(Ue}Utp Ua yr, P= Ue Up Ua p(x, P) {20.120} 
止 因为 满足 上 式 ,投射 表示 仍 为 群 的 可 结合 表示 . 上 上 条件 的 无 穷 小 形式 , 即 平移 群 
生成 无 满足 的 李 代数 虽 存 在 扩张 项 ,但 仍 满 足 Jacobi 等 式 的 约束 (20.127) 式 ,下 出 
于 平移 算 子 可 结合 ,可 讨论 其 无穷 小 形式 汗 成 元 . 利用 Manderstan 波 清 数 ， 
{x ,PP), 可 将 (20.112} 式 改写 为 
Utajvtx P= y(txta,r) (20. 130) 
共 中 路 径 忆 为 将 路 径 己 的 末 点 出 点 * 移 至 x+ a ,上 方程 的 无 穷 小 形式 可 表示 为 
pxtdr ,PP)- yr,P) 


攻击 


dy tx P= lim 


so 
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= (0 iA) p(x))e nt (20, 131) 
即 作用 在 g(x ,PY 上 的 匹 穷 小 平移 算 子 9, 相当 于 协 变 系数 ,决定 了 U(1) 线 从 态 
天 截 徊 的 平行 输 运 .下 基 由 十 曲率 2 形式 非 零 { 见 (20.126} 式 ) ,存在 不 可 积 相 因 
子 , 但 曲率 : 仍 满足 团 条 件 ( 见 (20.127 式 ), 使 仍 存 在 满 是 可 结合 条 性 的 平移 算 
子 . 即 可 实 击 平移 群 的 投射 长 示 ， 
Manderstan 建议 ,当空 间 存在 拓扑 非 平庸 单 航 时 , 为 撒 气 量子 力学 体系 ,代替 
用 依赖 规范 的 执 与 %(x) ,最 好 采用 规范 无 关 的 场 强 与 y(x,P). 能 更 好 地 抓 
住 物理 问题 的 实质 ,能 具体 实现 投射 表示 及 其 无 穷 小 形式 ; 持 成 元 的 反常 对 易 式 . 


$20.6 平移 群 3 上 闭 链 的 具体 实现 
可 除 表 示 与 华 膜 波 呆 数 


当 宝 间 宰 换 群 存在 更 高 阶 拓 扑 麻 碍 时 , 表 朱 的 可 结合 性 将 被 破坏 . 当 障 碍 满足 
3 上 闭 链 约束 ,使 变换 群 算 子 的 多 重 积 虽 不 可 结合 ,但 按 给 定 结合 方式 仍 为 “确定 
什 , 即 可 实现 变换 群 的 (不 可 结合 ) 可 除 表示 .但 这 时 出 于 多 重 积 不 可 结合 ,不 可 能 
定义 单个 算 子 的 作 册 ,如 何 具体 实现 变换 群 的 3 上 闭 链 ? 于 节 分 析 表 明 ,为 实现 平 
移 群 的 投射 表示 ,9 串 引 和 人 依赖 路 径 的 Manderstan 波 函 数 tx, 号 ) .本 节 我 们 将 指 
出, 为 具体 实现 平移 群 的 可 除 表 示 , 可 引 和 人 带 膜 波 丽 数 y(x,，M). 

当空 间 平移 群 存在 高 阶 拓 扑 障 每, 即 不 可 结合 相 因 子 不 满足 2 上 闭 链条 件 ， 
420. 124) 式 被 破坏 ,2 形式 不 再 是 无 源 场 ，- dF 关 0, 存 在 非 零 的 源流 ,这 时 可 今 


axia be) = | F =| 2 Dmod2n) (20. 132) 
I < 


这 时 平移 算 子 失去 可 结合 性 .机 (20. 121) 式 中 相 内 子 ?7{x,a,5) 不 仅 依 赖 于 回路 
LOxzia ,而且 依赖 半 回 路 工 所 张 膜 MUx3a,B) .为 分 析 问 题 的 不 变 特 性 ,应 引 
人 依赖 腊 M 的 波 丽 数 wx, 工 ,AT) .由 于 这 时 多 重 积 不 可 结合 ,不 可 能 定义 单个 平 
移 算 子 0 的 作用 ,但 可 讨论 闭 1 回路 的 UU 链 的 作用 . 例如 代替 (20.121) 式 .可 分 
析 
(Pa + 太 )LTED)EICa yr, LM pix ,M+ Mx;a,b)) 
= weenr g(x,L,M) (20.133) 
其 中 上 =90M.L =90M+ Mix;a,b)). 出 于 工 必 为 膜 M 的 边缘, 放下 面 针 可 略 
二 记 导 了 工 , 将 上 式 记 为 
Vexia POX NM) = gx M+ Mixsa,b)) = El g(r MM) 
(20. 134) 


§20.6 平移 群 3 工 闵 链 的 具体 实现 扫除 表 小 -与 避 通 波 项 数 ， 627 ， 


这 蛙 引 入 作用 在 带 膜 波 了 两 数 y(x,M) 上 的 膜 生 成 算 子 V(x;q,85). 进 -- 步 串 利用 

此 膜 生 成 算 子 对 (x + a + 上 ,MM) 的 作用 来 定义 对 波 明 数 的 两 次 平移 变 撞 的 积 
Vixsabjy(x +t atb,M)= gtxtatb,M+t Mr;a,p)) 

CUtbyU(ta) yx, MI (‘20.135) 


类 似 置 换 a,b 得 
Vixibay(x tht+raM) = vxth+t+aM+t Mixr,b,a)) 
= (UlaU( pp) yr, M) (20.136) 
两 者 柑 减 ,并 取 其 万 穷 小 平移 秘 限 得 
1 ,9, jftx, M) 
2 pm Xtde tdr ,M+ Morde de) — yr tdr +dr ,M+ Maxidr dr) 
a dr A de 


dr” tl 
=— i (x, M) (20. 137) 
此 式 与 (20.126} 式 形式 上 类 似 , 但 是 是 建立 在 对 依 束 膜 波 消 数 的 作用 上 上. 
依赖 膜 的 波 函 数 y(x,M) ,不 仅 是 坐标 x 的 函数 ,而 也 依 赖 以 * 为 基点 ,以 
DAM7 = 工 为 边缘 张 成 的 膜 邮 . 对 于 具有 相同 边缘 的 膜 M 与 M 的 两 波 画 数 wx ,MD) 
与 p(x ,MM ),93M =3aW ,者 可 差 相 因子 


PMY = er Box MB=M Mo 20.138) 


otB)=|F= | z0 


到 当 存 在 非 平庸 3 上 闭 链 时 , 流 了 = dF 非 零 ,F 不 确定 ,可 差 任意 闭 2 形成 ,相当 
于 差 规 范 变 换 , 即 FF 柑 当 于 “趋势 ", 而 这 时 原来 的 势 1 形式 4 完全 盛 定 义 . 这 时 描 
写 量子 体系 最 好 采用 规范 无 关 的 量 ; 流 J 与 带 膜 波 郑 数 wx ,AM ) 作 为 基本 物理 
量 . 这 时 变换 的 可 结合 性 被 破坏 ,单个 算 子 无 确切 定义 ,但 可 如 (20.135) 式 定义 
平移 算 子 的 二 重 积 , 而 算 子 对 易 了 的 无 穷 小 形式 如 (20.137) 式 ,表明 存在 对 易 子 反 
常 .进一步 利用 膜 牛 成 算 子 对 带 膜 波 函数 的 作用 可 实现 平移 算 子 的 多 重 积 . 下面 先 
分 析 三 重 积 ,分 析 三 重 积 可 结合 性 的 破坏 , 仍 从 闭 回 路 U 链 凡 发, 分析 由 空间 六 
通过 平移 ga,b,e 及 -(a+E+e) 的 U 链 对 带 膜 波 吨 数 的 作用 
Ulatb+te) Ue Ub Ua w(x,M) 
= Vixia + BejVixia,b}yB x,M) 
= yx M+ Nxasb) +t M(xsa + b,r)) (20. 139a) 
Ula+b+te) liUCe Up] Ua) ly xr, M) 
= Vixtab eV (xab + evr,M) 
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= wixM + Mixabte)}+ Mix tab.e)) (20. 139b) 
这 里 我 们 注意 三 重 租 存在 丙种 不 同 结合 方案 ,如 图 20.2 所 示 . 


{a} bl 


图 加 .2 … 重 平移 的 两 种 不 同 关 侣 方案 


类 似 对 一 重 积 的 处 坦 , 相 当 于 将 上 上 是 式 对 整个 尘 问 作 平移 中 +D1e 可 旭 下 
定义 灶 移 算 子 的 -… 重 积 : 
{ey bta}): Vtr, mM) 
一 Vixiat pe}Vixiabotr tathp+e,N) 
= yx tatbteM +t MM 1 M,) 


=eln ym gx+at+b+e.M) (20. 140a) 
其 中 Mi 一 MOz3a BA 一 Mr;a 二 6) 如 图 20.2( 和 所 本 .类似 如 图 320.2 
(bj 人 邻 Mi Miria,bptic), Mr= Mrta:b,e), (20.139b)TT 得 
UU BU a) p(x, WM) 
= Vx+tasbec})V xab tcptx tatbhilr.M) 
= ptx tqat+bic M+ MM + AT 


elm gtr tathi+ec.M) (20. 140b) 
比较 上 两 式 , 得 
(UCU Ua i px M) = ee tbe UO UD U aD | yx, M) 
(20. 141) 
其 中 


a (xa,bh,ce) -| 一 天 


A MM, | ) 


此 式 为 (20.123) 式 的 推广 ,但 是 现在 存在 非 零 的 , 故 必 须 代 震 yy(x ,PP) 与 Aoi ,用 
带 膜 流明 数 g(x ,M) 及 非 零 的 3 上 链 oi .120.141) 式 表明 市 于 3 阶 拓扑 障 谋 , 于 
移 算 子 不 可 结合 ,此 式 的 无 穷 小 形式 可 表示 为 


$20.6 平稳 群 3 上 闭 链 的 其 体 实现 出 除 表示 与 带 虎 波 函 数 加 一 629 


090090, aM.ad Dl yx = 一 Ta {20. 142) 
将 指标 4 .as 作 管 模 并 取 循 环 求 和 可 得 
[9,.,9,] ,9; + 循 坏 置 模 =- 这 关 0 (20.143) 


此 即 表 坟 万 穷 小 平移 不 再 满足 李 代 数 的 Jacobi 等 式 . 下面 进 - 步 分 析 平 移 变 模 的 
四 重 积 .为 简化 记 纺 , 令 (U(ta)U(e))L(p) ;Uta}glx,M) 二 [ {de)b ja 
{dejbja= expl—ia (x t+ aib,c,d)!ldichb))a 
一 exp 一 ie t+ asbhcd) ia (xiab+e,d)idi (cb)al 
= expl- ia (x + aibcd) ia (xab+re.d) 
一 ie (xsa,b.e)ld[et ba))] 
= expl—- iai(x | abed) — io (xsab te,d)— ial(xya,b,c) 
tio (xia + b,c,d)!(dc)( ba) 
= expi— iaa (xysq,b,cd)il tdc)bla. (20. 144) 
其 中 
ef bc dd) a(x t ab cd) -aitxsa + bed) {ai(xsab+re,d) 


一 af + 三 ) 1 a (rq,b,c) 


- | J (20. 145) 


这 里 积分 是 对 忆 x ,xta,xtatpxtatp+t+cxtatptet+d 为 硕 点 的 4 
单 形 的 广 个 边 :5 个 4 面体 的 3 维 体 积分 , 芭 积 分 区 域 是 与 3: 同 肽 的 3 绯 紧 致 流 
形 . 当 要 求 入 重 积 按 给 定 结 全 方式 仍 有 确定 值 时 ,应 要 求 

Aa' = | ,1 = 2xZ，Z 为 称 数 ， (20. 146) 
满足 此 条 件 的 a 称 为 3 上 闭 链 .上 条 件 表明 ,dj =0,/ 为 守恒 流 , 而 当 2Zz0 时 , 存 
侍 量 子 化 沙漏 .这 时 ,虽然 平移 群 表示 本 吕 结合 ,但 是 多 重 积 按 给 定 结合 方式 全 有 
确定 得 , 故 称 为 (不 可 结合 ) 林 除去 示 . 我 们 用 带 膜 波 函 数 y{x, M140 以 实现 这 种 
可 除 表示 .自如 (20.,138) 式 ,对 具 相 同时 点 , 膜 有 具 相 同 边缘 的 两 波 涌 数 所 站 相 央 子 


«(B= | F- | (20. 138) 
条 人 忻 (20.146) 表 明 当 三 维 盘 上 D 与 上 有 相同 边 缘 B, 则 
«(HB)= | 1 = | jmod2r) (20. 147) 


即 相 因 于 私 依 赖 五 ,而 与 B 如 何 延 拓 戌 3 维 盘 无 美 ,这 样 定义 的 拓扑 障碍 称 为 
3 于 闭 链 . 这 时 无 穷 小 生成 元 的 对 易 关 系 Jacobi 等 式 被 破坏 .使 3 上 闭 链 条 件 
20. 146) 式 表明 ,其 破 十 项 受 约束 ,可 证 (20.146) 式 的 无 穷 小 形式 为 
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Em [loo ,9 1,0, = i ED =0 (20. 148) 
这 是 生成 “个 数 满足 的 3 工 闭 链条 件 . 

一 般 上 其 子 力 体系 ,JTJilher 空间 中 大 估量 空 间 点 的 复 画 数 , 允许 有 一 个 不 可 各 
相国 子 , 可 表达 为 势 A 的 路 径 和 分 , 波 上 数 的 局 域 相 前 变换 与 A 的 规范 变换 相 补 
偿 . 妆 带 电 粒 子 与 背景 场 鼎 作用 ,空间 站 称 群 会 存在 拓扑 障碍 .上 节 尺 本 季 分 析 表 
明 , 各 阶 朱 扑 障碍 引起 实现 不 同类 型 的 平移 拜 才 水 ， 

由] 上 团 链 : 依 束 点 波 隐 数 实现 平 称 群 普遍 表示 
UUawtz) = eilriytx + a) (20.149) 
- 为 纯 规 范 执 1 形式 ,d.- =0, 可 能 存在 量子 化 涡 族 . 
加 2 工 闭 链 ; 依 赖 路 径 波 明 数 可 实现 平移 群 投射 表示 
Up Ua yx P) = edU(a +t by(x.P) (20. 150) 
下 为 无 源 场 2 形式 ,d 下 =0. 可 能 存在 量子 化 单 极 . 
中 3 上 闭 链 :依赖 膜 波 函 数 可 实现 平移 群 可 除 表 示 


CUCU Ua yx, M) = ed (eCU( BD Ua) G(x, M) 
(20.151) 
7 为 守恒 流 3 形 虑 ,dF =0, 可 能 存在 量子 化 源 浪 . 

这 里 我 们 注意 平移 群 与 规范 群 的 不 同 特点 . 在 上 章 , 我 们 曾 利 用 Cech de 
Rham 双 复 形 分 析 规 范 群 各 阶 拓 排 溢 碍 的 相左 关连 ,存在 折 站 障 得 的 递 降 继承 关 
连 , 使 低 维 空间 规范 群 折 扑 简 三 ,可 与 高 维 空 间 Dirac 算 子 指数 相关 连 . 而 对 平移 
群 ,各 阶 拓扑 入 碍 相当 于 背景 场 中 各 维 单 极 , 需 额外 引信 。 

以 上 分 析 均 可 推广 人 色 量 子 场 论 体系 . 费 米 场 与 规范 场 互 作用 体系 ,当先 对 费 米 
场 路 积分 得 有 效 作 用 量 证 圾 含 拓扑 非 平庸 项 ,造成 规范 等 价 场 位 型 空间 上 平移 恋 
换 存 六 拓扑 障碍. 例如: 

1) 在 $20.3 分析 (3+1) 维 SU(2) 杨 -Mills 体系 哈密 顿 上 形式 
A UR)= rm)= ZO 
场 位 型 (1) 从 截面 存在 量子 化 渴 旋 ,为 1 上 败 链 . 
2) 在 $20.4 分 析 (2+1) 维 SU(2) 杨 -Mills 体系 哈密 顿 形式 
mM)= z(t) = ZED 
场 你 型 U(1) 从 截面 存在 量子 化 划 航 ,为 2 上 闭 链 .利用 从 吧 上 Manderstan 波 消 
数 可 实现 平移 算 子 的 投射 表示 ,而 生成 元 代数 会 形成 李 代 数 非 中 心 扩 张 . 
3) 在 上 章 曾 着 重 分 析 (3 + 1) 维 SU(3) 量 子规 范 理 论 ,其 3 维 空间 哈密 顿 形式 
r= mr 人) 一 了 兴修 
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场 位 型 (3 ) 处 载 面 存在 量子 化 源 漏 ,存在 3 上 闭 链 .利用 带 膜 波 函 数 相 实现 从 入 
上 平移 变换 的 可 除 表示 .下 面 我 们 再 简单 分 析 此 问题 . 

上 章 短 利用 Cech-de Rharn 双 复 撒 证 明 规 范 群 各 阶 拓扑 障碍 存在 弟 降 继承 系 
列 . 由 于 
五 维 规范 群 存在 拓扑 障 得 ,对 费 米 场 路 积分 后 得 有 效 作用 量 存 存 WZW 项 ,再 由 规 
范 群 拓扑 弟 降 继 夭 知 对 3 维 哈密 顿 体系 存在 规范 群 4 的 2 上 闭 链 . 族 指标 定理 进 
一 步 指 出 , 族 指标 

Qs) = | a F) = | sr(848454 ) (20.152】 


(ri (中 1 9)=Z0), 故 页 03S3 非 92027929) 上 正 合 形式 . 
nj 将 日 5 ) 提 升天 字 上 ,得 到 入 上 3 形式 


侈 为 轨道 空间 加 Ar 上 了 形式 ,是 时/ 上 奢 3 形 式 ,但 由 于 吕 1 太 拓扑 非 平庸 ， 


QS) = | ,2) (20. 153) 


注意 到 (20 21) 起 
二 二 HACECAlLBIE A FEA (20,21) 


QS)= | sr((8A) +1 3PBAB .+ 3FO,. BA ) 
5 


= | srC8ASABA) + 38| tr( FSAY+ F784 + Fo Day) 
(20. 154) 
它 是 史 上 堵 形 式 , 且 是 正 合 的 , 即 
QS )= 8 (8’) (20.155) 
BS)= | ,tr(ASAGA) + 3| (3A d+ F BA + F Do) (20.156) 


= | ,CA + 办 (可 差 3 形 式 ) 
这 里 订 [LS ] 是 从 吕 上 “联络 "2 形式 ,而 Q3fS] 相 当 于 中 上 U(1) 联 络 了 的 * 曲 
率 "3 形式 . 
联络 从 上 平移 算 子 生成 元 通常 可 站 为 
、 和 
(7, 二 | zxaf A,(7)] BA 7) 
[G00) = P(A,a,b) (20. 157) 
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但 由 于 存在 3 阶 折 扑 障碍 QQ , 平 称 群 表示 不 可 结合 ,从 站 上 单个 平 称 算 了 匹 确 切 
定 关 ,但 可 分 析 半 称 算 子 的 n(n 这 2) 重 积 . 利用 带 膜 波 孙 数 可 将 无 穷 小 平移 的 二 . 
重 对 易 子 表示 为 

[OG jo AM) = F(A,aib)ytA, M) 【20. ]57a) 
此 即 (20.157) 式 .以 下 为 简化 记号 , 均 路 去 在 有 端 相同 波 函 数 . 上 式 右 端 产 仍 林 差 
从中 上 止 合 2 形式 而 不 影响 结果 , 故 称 六 为 "联络 2 形式 ”而 对 易 子 组 成 的 [a- 
cobi 等 式 
GG) 二 [6G,,[G,,G 1]]+ 循环 置换 = 88 = Qi¥0 


(20. 158) 
Jacobi 等 式 被 破坏 ,表明 ?上 平移 变换 不 可 结合 ,但 是 出 于 其 破 二 项 满足 约 来 
BO = 0 (20. 159) 
可 让 有 明 上 述 对 易 子 满足 四 重 约束 等 式 
4)]+ 循环 兽 换 = 8Q ”一 0 (20. 160) 


则 满足 3 上 闭 链 约束 . 
习题 二 十 


1. 请 乏 步 汗 明 (20.87) 与 120.89) 式 ， 

2. 当 实 现 半 移 群 的 诱导 表示 时 ,请 证 明 其 本 可 积 相 央 子 满足 (20.115) 式 ,并 请 结合 Bobhm-Aha 
ronovy 效应 进行 分 析 ,说 明和 何 时 不 可 积 相 内 子 满足 非 平 良 ] 上 闭 链 条 件 . 

3. 对 非 半 响 3 上 闭 链 ,Jacobi 等 式 被 个 坏 .请 分 析 Jacobs 破坏 项 应 满 电 的 约 东 和 茶 侍 . 并 请 与 Nal 
ceey 代数 比较 { 风 19.8 后 附录 ) ,说 明 一 者 的 异同 . 


第 二 十 一 章 ” 带 边 流 形 与 开 无 限 流 形 指标 定理 
APS-7 不 变量 与 分 数 荷 问题 


821.1 引 言 


将 A-S 指标 定理 几米 分 析 上 有 具体 物理 问题 时 ,必须 注意 A-S 指标 定理 仪 适用 于 
底 流 彪 M 为 紧 敏 无 边 流 形 ,而 物理 上 常 需 分 析 带 边 流 形 以 发 开 无 限 流 形 上 的 场 
论 , 对 带 边 流 形 上 场 论 需 特别 注意 场 的 边界 条 件 , 对 开 无 限 流 形 , 需 分 析 在 无 穷 还 
处 的 过 界 条 件 . 仅 在 特殊 情况 下 ,例如 内 维 欧 代 空 间 的 瞬 子 解 ,可 将 整个 空间 紧 敏 
化 讨论 5S' 上 的 解 .在 一 般 情况 下 , 需 将 非 紧 致 开 无 限 流 形 作 为 有 边界 肾 敏 流 形 的 
极限 情况 来 处 理 . 

例如 在 四 维 欧 氏 空 间 EF” 上 的 Taub-Nut 度 规 


ds ”一 Tay 1 Cr 4) + g++ (=) | (21.1) 


TC 一 r+ 
此 度 规 的 黎 曼 曲率 为 自 对 个 , 即 相当 于 在 引力 理论 中 的 " 瞬 子 " 解 . |. 式 中 ca， 
4. 为 用 欧 拉 角 表 示 的 S 的 Maurer -Cartan 形式 ,为 S$” 上 的 正 交 活动 标 轨 声 {和 群 流 
形 SU(2) 的 不 变 同 量 场 ) 


f= 3 (— cosgdt — sindsingdy) 
0, = 3 (singdo - sindcosypdy) (21.2) 


(~ dw - cosdde) 


其 中 Op <2r 00a 0 na 
讨论 在 其 上 Dirac 算 子 的 指数 ,如 按 无 边界 的 A-S 指标 定理 计算 


mnd(D) = | A(M) = ! 
ww 时 


HR AR 二 五 


-| 

24 x Br lw 
砷 整数 1 似乎 必须 对 A-S 指标 定理 进行 覆 正 ,这 是 因为 {21.1) 式 度 规 在 = 与 
0 点 次 奇 点 ,在 a 点 为 表 观 奇 点 ,是 采取 科举 标 而 引入 的 ,但 在 吕 处 为 实质 的 奇 
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点 ,在 计算 时 应 限制 e 近 < ru ,作为 有 边界 的 流 撒 ,在 = 的 边界 | 自 为 具有 非 
标准 的 ( 度 规 非 对 称 的 ) 王 维 拓 扑 球 , 当 mm * 2 时 此 不 对 称 愈 突出 ,边界 上 对 指标 
需 有 补充 页 献 .在下 面 $21.3 中 将 指出 ,对 具有 (21.1) 式 虚 期 空间 ,Dirac 算 子 在 
r=19 边 站 处 贡献 


] 24a_ YY m7 | 3 
上 (OA = 十 (1 一 (- 了 -7 ) 一 13 (21.3) 
因此 
Ind(D) =- 沾 1 上 -0 (21.4) 
l2 12 一 


即 ,对 于 Taub-Nut 空间 ,在 止 负 玫 征 Dirac 旋 量 间 没 有 不 对 称 性 

将 指标 定理 推广 到 具有 边界 的 流 形 情况 , 即 Ariyah-Parodi-Singer 指标 定理 
(APS 指标 定理 )”. 为 简单 起 见 , 我 们 就 在 具有 边界 5M 的 流 形 M 上 四 种 典 二 的 
帆 图 复 形 ( 玉 ,DD ,IM) 分 别 讨论 , 可 定义 其 二 同调 类 HP (FE,D ,23M) 及 其 相 启 指 标 


Ind( ED IM) = 2- 1 dim (EE,D,oM) (21.5) 
户 
而 APS 指标 定理 可 表示 为 
lInd{E,D,aM) = VIM] + ST9M] + E20M) (21.6) 


其 中 VLMj 为 示 性 类 在 M 上 的 积分 ,其 形式 与 没有 过 寞 时 相同 . 

人 S.9M] 为 陈 -Simons 形式 在 2M 上 的 积分 ， 它 晨 由 于 看 边界 附近 讶 规 坟 表达 
为 瑟 积 度 规 所 应 引信 的 改正 ,在 人 21.2 中 我 们 将 对 它 进行 作 细 分 析 . 

(21.6) 式 中 最 后 一 项 &(9M) 是 由 微分 算 子 DD 限制 在 9M 的 切 向 部 分 HH 的 本 
征 值 谱 决定 的 .对 de Rham 复 形 ,没有 此 项 改正 ,因为 de Rham 复 形 的 边界 条 性 可 
采用 通常 局 域 (Jocal) 边 界 条 件 . 对 其 他 三 种 复 形 ,通常 局 万 边界 条 件 存在 拓扑 几 
三 ,必须 采用 非 局 域 边界 条 件 ,是 由 互 的 本 征 值 谱 决定 的 "说 边界 条 件 ”. 此 上 旭 APS 
措 标 定理 的 主要 内 容 . 在 $21.3 中 我 们 在 分 析 APS 指标 定理 的 一 般 形式 后 ,在 
$21.4 中 我 们 将 以 自 旋 流 形 为 重 说 明 带 边 自 旋 流 形 必 须 采 用 非 局 城 边 办 条 件 , 并 
简单 说 明 APS 指标 定理 证 明 的 方法 . 

AS 指标 定理 与 APS 指标 定理 都 仅仅 应 用 在 紧 致 流 形 上 ,虽然 后 者 订 胖 用 将 
边界 趋 于 无 限 市 研究 其 极限 情况 .但 是 仍 受 限制 ,未 能 对 算 子 的 连续 凌 ( 散 射 仿 ) 给 
出 直接 的 拓扑 分 析 . 在 $21.5 中 我 们 将 分 析 在 开 无 限 流 形 上 [的 Index 定理 ”, 利 
用 迹 等 式 与 轴 舌 反常 方程 来 分 析 比 APS 定理 所 允许 算 子 更 一 般 算 子 在 开 无 限 流 
形 上 的 指标 定理 . $21.6 讨论 APS-y 不 变量 在 物 理 中 应 用 与 真空 基态 费 米 荷 问 
题 . 

通常 带 边 流 形 的 APS 指 标定 理 需 采用 非 局 域 边界 条 忻 , 从 物理 角度 看 , 弛 此 
局 域 边界 条 件 ( 谱 这 界 条 件 ) 违 反 因 果 律 .而 且 对 APS 定理 将 边界 趋 无 限 的 极限 情 


§21.2 带 边 de Rhanm 复 形 指标 定理 . 635 


况 , 与 利用 场 沦 中 轴 矢 反常 方程 得 到 的 开 巨 痕 流 形 指 标定 建 比较 .两 者 计 算 结 果 有 
巴 盾 .在 $21.7 中 我 们 对 场 的 边界 条 件 再 次 进行 认真 分 析 ,表明 ,对 费 米 场 与 玻 色 
场 互 作用 的 带 边 体系 ,可 采用 较 弱 的 局 域 边界 条 件 , 利 用 量子 场 论 中 正常 化 及 重 于 
化 来 减 除 费 米 海 贡献 ,可 得 与 和 无 限 流 形 指标 定理 相符 合 的 结 

在 最 所 一 节 讨 论 了 会 参数 Dirac 算 于 与 谱 流 问题 ,分 析 了 背景 场 中 党 米 荷 的 
计算 问题 . 


$21.2 市 边 de Rham 复 形 指标 定理 
对 de Rham 复 形 ,在 流 形 M 的 边界 上 可 采用 遍 域 边界 条件 :Dirichlet 条 件 . 


27 维 紧 致 带 边 流 形 W ,其 边缘 3M 为 (2n -1) 维 紧 敏 无 边 流 形 ,在 边缘 2M 附 
返 , 如 允许 乘积 度 规 : 


ds* = f(ro}dr’ i By troutidr dr (21.7) 
过 缘 流 彤 3 就 出 
决定 .考察 具有 柑 同 边界 的 两 个 流 形 M 与 M 
dNi 一 AT 


如 罚 21.1 所 示 , 当 M 与 M 在 接近 边界 时 都 具有 同样 的 乘积 度 规 , 上 是 可 将 此 两 
流 形 泊 它们 会 共 按 界 光 滑 甸 全 形成 一 无 边界 的 流 形 MU M ,边界 的 岳 扑 指标 项 
SL9M | 贡献 为 零 . 
名 流 形 M 上 度 规 是 非 乘 积 度 规 ,其 机 应 的 黎 曼 联络 1 形 1 
式 为 m, 设 法 在 9AM 邻 域 选 乘积 度 规 , 使 相应 联络 1 形式 ws 
在 9M 上 仪 有 切 分 量 , 旦 其 切 分 其 与 最 初 联络 1 形式 w 的 切 
分 量 同 .于 是 两 者 差 8 仅 有 法 分 量 , 称 第 二 基本 形式 alf 
0 = wn (21.8) 
它 是 知 阵 值 1 形式 ,在 标 架 变换 下 协 变 . | alf 
流 形 M 的 切 从 上 上 示 性 类 ,出 流 形 M 的 曲率 尽 的 对 称 多 
琐 式 PR ) 组 成 , PR) 是 底 波形 M 的 上 同调 类 , 称 为 陈 类 ， 
切 从 的 示 性 类 标志 切 丛 偏离 平庸 从 的 程度 ,与 所 选 联络 及 度 
规 无 关 , 即 由 联络 w 与 wo 所 决定 的 未 性 类 PER) 上 与 PR ) 间 攻 | 21.1 
可 差 流 形 上 正 合 形式 dQ(w ,en ) 


dQ (Cw, rwo) = PER) — PitR,) {21.9) 
这 里 外 [wv ,wo) 即 陈 -Simons 疹 式 . 


六 
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注意 到 乘积 度 规 志 边 界 拓扑 指标 项 S[2M ] 的 改 下 ,对 非 乘积 度 规 . 需 由 曲率 
多 项 式 对 流 形 M 的 积分 WE MM] 再 引信 边界 改正 SL3MM i, 使 其 效果 相当 上 对 乘积 
度 规 昌 率 多 项 式 的 积分 , 即 
VIMI+ SM] = C| PR = | POARY- CO) QE wsw) (21.10) 
Bh 
SLIM] = -| Qlw,w) C21.11) 


由 于 流 形 M 在 5M 邻 域 之 外 可 能 不 存在 乘积 度 规 ,不 可 能 讨论 PLR,) 在 整个 流 
形 上 的 积分 ,这 时 (21,11) 式 人 成 立 , SLoM 市 所 选 联络 mm .曲率 尼 .及 边界 上 第 二 
基本 形式 站 = -an 所 决定 . 

由 以 土 分 析 我 们 知道 ,对 于 其 有 边界 的 de Rham 复 形 ,APS 指标 定理 品 袁 为 
【dim = 4) 

让 ||, 和 wiki A Ro| Ew (26 A kK 一 人 六 区 和 多 | 

(21.12) 

其 中 以 为 曲率 2 形式 ,名 = 中 (om 六 为 第 一 基本 形式 . 


3 21.3 Atyah-Patodi-Singer 指标 定理 


除 de Rham 复 形 外 ,对 于 符号 复 形 .Dolleauilt 复 形 .和 白 旋 复 形 , 局 域 边界 条 件 
{Dirichlet 和 茶 件 ?的 定 六 者 存在 拓扑 障碍 ,必须 采用 非 局 域 边 界 条 件 . 这 时 ,即便 是 
乘积 度 规 , 也 必须 考虑 算 子 口 限 在 ?8 切身 部 分 万 的 谱 对 指数 的 贡献 , 即 (21.6) 
式 中 的 £3 和 M) 项 ,对 于 非 乘 积 度 规 ,与 上 节 分 析 类 似 , 还 应 再 加 上 34M 对 拓扑 指数 
的 贡献 S$:3M]j 硕 .直面 着 重 讨论 日 的 贡献 . 


在 边缘 9M 附近 ,可 选 乘积 度 规 (21.7) ,月 选 艺 代表 在 2M 上 的 向 外 法 向 导 
数 , 微 分 算 子 D 在 边界 附近 可 表示 为 
] 


器 了 
D=A-.gJ+B2 = B{ BA .1 条 j= 8{H + 疝 ] (21.13) 
dr rr Dr 


其 中 
0 
+ 人 一 
A 和 


代表 算 子 避 的 切 向 部 分 ,A 与 好 都 是 王 阵 . 而 算 了 
H-BIA.0 |,, (21.14) 


和 21 .3 Attyrh-Patodi-Snger 指标 年 理 ， 637 : 


为 丫 限 在 JW 切 向 部 分 算 子 , 它 作用 在 JW 为 底 流 形 的 截面 上, 其 有 本 征 值 详 
和 上, 它 由 加 在 ?M 上 非 局 域 边界 条 件 决定 . 谱 i4,1 对 具有 边界 椭圆 复 撒 的 指标 
(21.6) 式 页 献 EC0M) 项 , 它 与 由 14,1 组 成 的 推广 的 黎 曼 了 明 数 p(s,0M) 有 关 :; 


IM) = 和) Sn 1.15 
mnt: ? MD) 一 I 1 (2 ) 
i 
上 式 侣 解析 延 所 至 s =0 点 ,得 APS-7 不 塞 最 
mr (I MI) 一 nls 一 0,5Ad) (21.16) 


例如 ,对 内 有 边界 的 符号 差 复 形 , 可 找 上 共有 由 同 边 界 3M = 20M 的 一 对 流 形 M,N， 
日 设 它们 在 接近 边界 时 者 有 同样 的 乘积 度 规 , 可 将 它们 沿 公共 边界 光 潍 幼 合 形成 

-新 的 没有 边界 的 流 形 MU M .为 简单 起 见 设 M 与 M' 为 四维 流 形 , 则 由 
{18.119) 式 可 到 


] 
2dre. 
1 rr i ; + | 
- | EGR A R) |, rt(R AR 
上 | 式 中 由 于 信和 与 名 在 MU MM 中 采取 相 扩 方向 , 故 当 采用 民 ' 的 表达 式 时 ,符号 相 
反 . 

关于 防 个 流 形 开 的 符号 闫 fsimgnature) ,有 Novikov 公式 
rn = rn -TAI 


cM M')=- | irCk A R) 


(21.17) 


代 人 (2j.17) 式 移 玻 得 


1 a ] ， ， 
-CUM) + yl CR AR) = mM )+, [CR A 下 人 


4r 
上 趟 堪 端 仅 依赖 演 形 M , 右 端 仅 依赖 济 形 M' , 二 者 具 共 同 近 界 , 即 存在 “种 依 玉 
边界 度 规 的 不 变量 , 记 为 如 (9M) , 它 可 用 3M 上 符号 算 子 的 本 征 值 详 组 成 的 ?不 
企 量 表示 


COM) = r( MY | {RAR) (21.18) 


此 即 具 石 边 界 符 妈 益 复 形 的 指标 定理 . 对 于 非 丧 积 度 规 , 还 应 加 1 S$S 2MI 项 . 即 
Hirzebruch 符号 复 形 的 ADS 指标 定理 (dimMI = 4) 


1 ir | 
= 一 > 2)! . 
rfAT) | ,UR 页 要) 证 34 ue A RY+ ploM) (21.19) 


其 中 绰 为 标志 边 绿 2M 法 刚 的 第 二 基本 形式 ,在 91 上 仪 有 法 分 量 , 上 式 由 最 后 - 
项 六 (COM) 为 在 9M 上 符号 算 子 本 征 值 组 成 ?了 不 变量 ,反映 了 相应 本 征 值 谱 的 不 
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对 称 性 , 丰 DmUd 上 度 规 具有 反 向 等 长 变换 forientation-reversing isometry) , 则 We (0 
M}=0. 
类 似 可 讨论 其 他 县 有 边缘 的 猜 辕 复 形 , 便 如 在 $21.1 中 兽 分 析 问 题 ,讨论 带 
边 4 绯 空间 自 旋 复 形 的 指标 定 蝇 
JIndfa DAM) Vv M]+ SILoM: + ECOM) 


] 
1927 


| 
-rs RAR) 


| tf AR) 
nA 
+ OM) 1 ACOM)] (21.20) 


其 中 h(9M) 为 件 边 缘 口算 子 切 癌 部 分 作用 上 谐 和 上 盟 数 的 维 数 . 对 四 维 Taub-Nut 
鹤 问 ,其 边缘 为 哨 秋 了 的 5 ,边缘 度 规 


: ; 2a 全 
ds = 0 to, | A ,A 人 
”Tu 
则 可 证 
了 Za YY 
mANM) 一 (1 一 ( ] (21.21) 


故 当 r=a, ntOM) = 和 0, 即 边缘 S; 具 反 向 等 长 变 挽 ,该 边界 本 征 值 诺 仿 具 对 称 


moM) "> 


代 人 {21,20) 得 


] 
215 


即 对 Taub-Nnut 度 规 空间 , 正 负 手 征 Dirac 算 于 没有 不 对 称 性 . 
对 四 维 带 边 流 形 上 fwisted 自 旋 复 形 ,ADS 指标 定理 可 表示 为 
ITndtate VND Sv (IM) vw (OM) 


lnd( D) =— | = 0 


-| j 
roa | ae(R AR) -| (dh R) |- | ,HQ AN) 
+ 3[7(A.® VAMD) + hlA, VOOM)! (21.22) 


共有 边界 流 形 的 APS 指数 定理 ,关键 是 必须 取 非 局 域 边 办 条 件 与 求 出 APS-?y 不 
变量 (21.16). 在 下 全 我 们 将 以 白 旋 流 形 为 例 , 说 明 通常 局 域 边 界 条 件 的 定义 存在 
岳 扑 麻 租 ,必须 采用 非 局 域 边 界 条 件 , 需 采用 由 折 扑 不 变量 ，” 明 数 表达 的 谱 边 界 
条 件 . 


§ 21,4 月 秆 复 珍 的 APS 指标 定理 非 局 域 边 界 条 件 :639 ， 


8 21.4 自 旋 复 形 的 APS 指标 定理 ” 非 局 域 边 界 条 件 


设 M 为 d 维 紧 致 欧 氏 和 白 旋 复 形 ,具有 边民 N=3M ,在 流 形 M 上 选 度 规 , 使 
入 边界 附近 {raro) 具 有 乘积 度 规 形 式 
ds 二 dr? + gtr zdr dr {21.23) 
其 中 为 N=9M 上 的 局 域 坐 标 , 且 > 为 流 形 M 内 部 .在 边缘 N 附近 {rz 
ri ,可 将 Dirac 算 子 也 瑟 为 


B= iTPD， {21.24) 
其 中 ,为 会 有 白族 联络 太 背 景 规范 场 的 协 变 导数 . 选民 对 角 表 象 
|! 0 | 0 7, 
1s = |， = (21.25) 
0D 和 了 | 多 U 
并 令 其 中 
| … "| 
I 二 【21 .261 
让 0 
于 是 在 边缘 附近 ,Dirac 算 子 的 可 表示 为 
0 9, + iA,+ 惠 
态 = (21.27) 
-0 一 iA, + 五 0 


|. 式 中 晶 为 将 了 B 眼 在 边缘 AN 上 所 得 切身 算 子 ,而 A, 为 在 边缘 附近 短 范 场 的 法 加 
分 晤 ,中选 规范 A, =0, 则 得 


0 23,.+ 亡 ‘oO 工 ) 
= = | (21.28) 
(一 中 十 王 0 ‘1 0; 
上 而 形式 的 算 子 用 有 性 质 
16, Ts! = 0 (21.29) 
使 得 马 的 谱 是 对 称 的 , 即 如 
Pye = Eye (21. 30) 
则 Br gp = — ET, pr 
令 =“, 则 Dirac 算 子 的 本 征 值 方程 (21.30) 也 可 表示 为 
Lu= Fu, Liu= Ev (21.31} 


中 得 
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Le Fo, Jiu= Fu {21.32) 


并 与 为 两 个 豆 为 尼 米 共 罗 的 全 正 李 加 微分 算 子 . 
出 【21.31) 式 车 , 防 的 未 模 , 就 是 上 与 1 的 零 模 . 可 将 的 堆 模 分 解 为 上. 的 本 


征 人 为 + 的 本 征 态 | ] 与 | 上, 工 是 算 子 的 解析 指数 为 


[nd 及 = Dim Keri — Din Kerf :Din Ker 了 EL ~ Di Ker L'L (21.33) 
为 保证 算 子 史 的 刁 米 性 ,应 要 求 
uta = A uu (21.34) 
由 于 在 边缘 六 于 五 为 月 件 算 子 ,使 土 式 两 过 会 互 项 相互 抵消 , 仅 简 下 对 + 的 全 微 
分 ,利用 Stokes 定理 ,得 
[Ce natr,r) 1 0 (21.35) 
1 与 上 为 一 阶 微分 算 子 .作为 一 阶 棋 贺 微分 算 子 了 与 天 的 本 征 值 启程 
{21.32) 不 可 能 同时 具有 相间 局 域 边 界 条 件 ({L3richlet 条 件 }. 即 当 背 车场 非 平庸 拓 
扑 , 通 常 局 域 边 界 条 件 不 能 使 一 时 的 如 与 ma 同时 满足 , 即 局 域 边 界 条 件 存在 
拓扑 障 售 . 
为 克服 此 拓 扩 障碍 , 往 数 学 界 通常 采用 揽 局 域 边 界 条 件 , 俩 如 令 在 边界 7 
= 处 国 数 Cr.r) 与 wl.r ,x7) 满 足 旭 下 整体 边界 条 件 ; 
Po rr |. ,= 0) 


{Ll- Patr,sr}!, ， 一 121.36) 


其 中 卫 为 投影 算 了 ,在 边 输 上 x 与 属于 机 开 正 交 的 投影 空间 ,使 得 (21.35) 式 必 
满足 .在 边缘 N 附近, 与 L 的 藉 别 为 N 的 取向 ,而 盯 林 身 为 N 上 一 阶 微分 算 
于 , 履 对 投影 算 子玉 的 与 坐 林 系 无 关 的 选择 昆 : 疡 为 投射 到 品 的 正 ( 或 负 ) 本 征 值 
谱 态 的 投影 算 了 了 
下 面 为 方便 起 见 , 采 用 物理 学 家 熟 释 的 Dirac 记号 , 令 114"j 为 在 边 红 改 二 量 

的 正 变 本 社 态 和 完备 集合 

HIA>=A A (21.37) 
日 为 简单 起 见 , 暂 时 假定 万 没有 零 模 ,关于 瑟 的 零 模 门 题 在 本 此 最 后 得 讨论 . 可 
选 边 罕 条 件 (21. 36) 式 中 为 投影 到 二 的 止 本 征 值 谱 态 的 算 子 

P= lA (24.38) 


首富 间 


企 边 界 附 近 , 可 将 态 矢 iw》，w, 按 日 的 本 征 态 矢 ! %)! 展 开 . 


$821.4 自 旋 复 形 的 APS 指标 定理 ” 非 局 域 边 界 条 件 “64 1 
fu? = DD ANAL uw} 
(21,39) 
1 wv) = > | 放生 站 | wy 
站 
将 上 上 式 代 人 (121.3 和 1) 式 , 得 
【一品 1 AJA wu? = EA 
, {221.40) 
‘0 FAIAT a = EA wn; 
而 边界 生怕 (21.36) 可 表 为 ,在 = 6 的 边界 上 ,有 
la = MAA iu, 
EF eA 
| a 一 >, | | Ty 
让 让 
邯 在 所 一 六 0 边界 ,有 
Al = 当 AA 0 
(2].4]) 
“Alvy = 人 0, AS>0D 
代入 (21.40) 式 知 ,在 天” 六 过 界 然 ,对 零 模 解 ,有 
dna =A, YHA>0 
{21.42) 


3,lniA lo = 一 A ， 当 A 志 0 
下 面 我 们 简单 前 述 一 下 上 面 所 取 边 界 条 件 的 含义 .在 边界 N=9M 上 , 吕 附 加 半天 
限 柱 面 R ,使 它 对 应 于 7 之 的 区 域 ,了 是 形成 流 形 
M=- MII(NxYR-) 

可 将 Dirac 算 于 芒 延 拓 到 流 形 M 上 悍 令 背景 场 在 RR 区 域 保 持 为 由 N 延 拓 的 党 
数值 .这 时 (21.42) 式 在 整个 柱 面 RR 土 均 成 立 ,由 于 背景 场 在 M | 连续 ,使 得 在 
M 上 零 模 解 是 M 上 零 模 解 的 连续 延 拓 , 昌 在 路 过 N 时 有 连续 的 一 阶 导数 . 对 于 工 
的 零 模 解 | wy ,由 (21.41) 及 (21.42) 式 知 , 它 必 相应 于 <0, 日 波 两 数 在 边界 处 有 
正 的 对 数 导数 , 故 在 < rn 区 域 ,ofryr) 指 数 衰减 ,是 在 整个 邮 土 平 太 串 积 的 羡 
数 . 类似,L 的 零 模 解 |z) 相 应 与 4 >0, 在 = mm 处 有 正 的 对 数 导 数 , 族 在 下 雹 六 
区 域 ,u(x ,7) 指 数 衰减 ,也 是 整个 MM 上 平 六 可 积 的 函数 .因此 上 述 边 界 牺 件 给 出 
这 样 -个 约束 ,使 得 在 流 形 M 上 求 工 与 六 的 零 模 解 时 , 仅 对 跨 过 边界 N 斤 上 有 
月 然 的 平方 可 积 的 延 拓 的 解 才 是 所 要 求 的 解 .于 是 , 存 M 下 具有 边界 条 件 
(24.44),(21. 和 2) 的 也 的 指标 ,与 MI 的 的 延 拓 限 制 在 平方 可 积 函 数 空间 上 的 指标 
相同 . 

下 而 我 们 用 $18.6 热 方程 法 来 证 明 APS 指数 定理 . 当 有 取 边 界 条 件 (21.36) 式 
后 ,Ll 与 世 沁 均 为 M 上 月 伴 正定 算 子 ,如 (21.32) 式 所 去. 因为 M 为 紧 致 有 边 
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流 形 ,LL 与 工 工 的 谱 均 为 离散 谱 , 旦 其 本 征 晒 数 1- 1 对 庶 , 即 ,如 为 (21.32) 
右 式 的 归 一 解 , 由 则 易 证 w=TET! zx 为 {21, 32) 左 式 的 归 一 和 解 .类 位 (18.139) 式 引 
人 热 方程 

(元 + jcrsys8) =0 


下 (21.43) 
(六 iL) CesB) =0 
满足 边界 条 件 (21.37) 及 初始 条 件 
K(xryyi0) = 天 (r330 = Sr 一 yy (21.44) 


而 Dirac 算 子 的 解析 指数 为 
IndPD= Dim KerL! ~ Dim Ker L = Dim Kertl - Dm Ker LL = lim a (8) 


(21.45) 
甚 中 
A(B}= trir le Lesr|yy= |uza | 天 (rzri8) — K'(r,r,d) | 
(21.46) 


为 与 424.43),121.44) 相 应 的 热 核 旺 数 ,其 低温 极限 (8 >oo ) 为 的 的 解析 指数 . 由 于 
LL 与 上 工 的 本 征 函 数 1- 1 对 应 .使 上 式 与 8 的 取 值 无 关 . 苦 取 高 温 (8->0' ) 极 
限 . 可 将 tr| K(x ,xr;8)| 作 渐 近 展开 


tr Kiririh) |~ Sg ot) + REB) 
和 (21.47) 
tr | 兵 (rzr3 有 ) 1 ~ MY Cr) + RD) 
将 上 式 代 和 人 (21.43) 式 ,可 得 到 p(x ) 满 足 的 循环 公式 ,其 形式 在 与 紧 致 无 边 流 形 
上 的 相似 ,而 与 边界 条 件 无 关 . 有关 边界 约束 的 信息 全 包括 在 上 式 最 后 一 项 中 ， 它 
们 满足 


R(B) - R'(B) = 二 sgn(hjerfe(1 1418) (21.48) 
其 中 
erfc(.r) = Z| dze 【21.49) 


为 余 误 差 蚁 数 ,1 为 N 上 算 子 万 的 本 征 值 ,而 (21.48) 式 恰 如 算 子 后 的 湾 的 不 对 
称 性 正则 化 


$21.5 开 无 限 流 形 上 的 指标 定理 -643 ， 


Dh = lim 2 sgn( A )erfe( | AlP")-= lim2( RCB) — R'(B)) (21.50) 


在 紧 致 流 形 上 算 子 谱 是 离散 的 ,由 于 正 负 频 解 可 1 - 1 对 应 ,使 得 热 核 哨 数 At8) 
与 中 的 字 导 无 关 ,Atoo)= at0), 当 对 (21.46) 式 到 高 涉 槛 限 (8->0' ) ,使 得 APS 
指标 定理 可 表示 为 


IndB= [MT+ ) 珊 (21.51) 


其 中 
YLM] = | dtmtry pl)) = | A(MCHF) (21.52) 
NT hn 
与 无 过 紧 数 流 形 上 未 性 类 形式 上 完全 相同 ,而 边界 条 件 影响 都 体现 在 》 加 中 


以 上 我 们 曾 恨 定 在 N 上 算 子 昌 无 零 模 解 ,如 果 五 用 个 零 异 解 , 则 由 
(241.38) 定 六 的 投射 算 子 P 应 代 以 


P= > [AXA | 
而 这 时 (21.51) 式 应 改写 为 - 
IndB= V[M] + 六 (h +!) (21. 53) 
其 中 
j= lim en (21.54) 


若 流 形 W 的 度 规 在 N 附近 为 非 乘积 度 规 , 则 右 端 还 应 加 第 二 基本 形式 看 边界 N 
上 的 积分 项 SL3M], 使 指标 定理 形式 如 (21.20) 式 . 


321.5 开 无 限 流 形 上 的 指标 定理 


AS 指标 定理 与 APS 指标 定理 都 仅仅 应 用 于 紧 致 流 形 上 , 存 紧 致 流 撒 | Dirac 
算 子 的 谱 是 离散 的 ,由 于 正 负 频 解 可 1- 1 对 应 ,使 得 热 核 函数 A(8)(21.46) 与 8 
的 取 值 元 关 , 其 低温 极限 与 高 温 极限 相等 :A(o0) = 4(0) ,因而 得 到 机 应 的 指标 室 
理 .但 是 在 许多 物理 应 用 中 , 常 需 直接 分 析 整 个 开 无 限 空间 上 的 场 论 , Dirac 算 子 存 
佳 连 续 谱 , 需 讨 论 在 无 穷 远 处 具有 非 平 良 行 为 的 背景 场 , 给 散射 态 以 直接 的 折 扑 分 
析 . 这 时 热 核 苞 数 4(8) 可 能 为 8 的 韭 平庸 两 数 , 算 子 B 的 解析 指数 (8 一 o% 的 低温 
极限 ) 不 再 能 简单 地 令 其 与 高 温和 极限 (8->0) 情 况 相 等 , 需 直接 计算 .通过 本 节 分 
析 , 我 们 将 看 出 ,在 分 析 开 无 限 流 形 上 指标 定理 时 ,会 遇 到 发 散 困难 ,采用 量子 场 论 
中 常用 的 止 常 化 技术 ,并 利用 轴 矢 反常 方程 ,可 得 到 在 开 玩 限 流 形 上 的 指标 定 


644 ， 第 一 上 一 章 ” 带 亡 流 形 与 豁 无 限 流 形 指标 定理 APS ? 不 宇 量 与 分 数 荷 问题 


理 [ 亚 ， 
设 开 无 限 流 形 M 具有 欧 氏 度 规 
ds = 中。 下 直人 (21.35) 
Dirac 算 子 加 表示 为 
B= fer V4 KCr) (21.55a) 
其 中 
0 人 人 
Kl.r) = | | 
[I (1) 0 1 
为 包括 背景 规范 场 在 内 的 所 有 其 他 背景 场 ,而 1 为 常数 短途 
‘0 Yi T 01 
有 = :, 了 ,= (21.50) 
[yt | ‘0 -1 
明和 窍 阵 y 满足 
y= 
$i, = 6 (21.57) 
使 7, -ye 满足 
5 17 = gr) (21.58) 
市 六 “为 流 拱 MM 上 含有 自 旋 联络 上 w 的 协 变 导 数 ， 
J+ 下 (21.59) 
ws = wad (21.60) 
其 中 玫 为 SOCz) 的 表示 抵 阵 , 当 作 用 在 旋 昌 场 时 ,有 
= {21.61) 
于 是 
0 工 | 
P= | ， (25.62) 
0 
县 有 性 质 
:WD, Tsi=0 (21.63) 


正如 上 节 分 析 情 况 , 订 如 (21.33) 式 定义 算 了 的 解析 指数 
IndB= Dim Ker Li — [hm Ker L (21.64) 


人 21.5 开 无 限 流 形 上 的 指标 定理 | 645 . 


ADPSy 列 数 叮 表 示 算 子 谱 的 不 对 称 性 ,下 面 我 们 利用 APS 7 函数 来 分 析 算 子 有 B 的 
解析 指标 . 为 了 殉 服 堆 模 困难 ,引入 
L 


D; Br mp, = |™ (21.65) 
i nm 
易 证 
六 = {21.66} 
故 蕊 ,的 所 有 本 征 值 非 零 , 即 
Pt = A {21.67) 
可 定义 标志 算 了 及, 的 谱 的 不 对 称 性 的 ? 两 数 
lr) = | dap (2)sgn( ae ™ (21.68) 


注意 到 开 无 限 流 形 , 故 算 子 ,共有 连续 谱 , 因 此 在 上 式 中 将 求 和 改 为 积分 ,其 中 
pu(a) 为 算 子 用 .的 谱 密 度 .r 为 使? 函数 正则 化 的 小 实 参数 . 


注意 到 了 xz = 的 解 可 组 成 玉 的 本 征 值 为 六 的 解 { , 工 w=0 的 解 可 组 成 万 ， 


的 本 征 值 为 一 问 的 解 [”], 且 当 mr0 时 ,下 > 百 , 故 可 将 算 子 的 解析 指标 表示 
为 


Ind 了 四 = sgn{ xm) lim 3 (21.69) 
其 中 
Dn = lim Cr) ‘21.70) 
T-* 


为 了 计算 (7) ,注意 到 


-rla!l _ 1 ™ 一 ms 
sgn( A = | dwe 二 (21.71) 
及 (21.69) 式 已 正则 化 ,可 变换 积分 次 序 ,得 
7 一 二 | doe™| dap, (aA) 1 
呈 了 (21.72) 
二 3| dwe™| dz | g alr | es x 


其 中 } | )i 为 态 的 完备 集合 ,满足 下 述 正 交 .完备 关系 ， 
rly) =ig| Wry) 


| dz lIgl? lzrri=! (21.73) 


”646 - 第 .二 -总 带 边 流 形 与 于 无 限 流 形 指 标定 埋 APS- 7 不 变量 与 分 数 茶 门 题 


利用 量子 场 论 中 常用 的 正常 化 技术 , 即 采 用 点 分 型 方 落 ,注意 到 (65) (1661 


' 
中 | 到 人 - “| | nr | "i 2 ,pris 
(21.74) 


其 中 
ov tp 
为 导 人 多 当 w= 时 会 产生 发 散 , 我 们 将 假定 x 了 #4; 进 一 步 可 利 由 迹 等 式 (rrace 
identity) , 它 是 我 们 熟 匡 的 轴 所 反常 方程 的 推广 ; 
命题 21.1 人迹 等 式 


| 1 ' 
， 一 四 ~ a i —— 
EE 


_ | 
-vrei etl 4 
| ee 
ia 到 | Cp ,i {01.75) 
证 明 “采用 量子 场 论 中 《 函数 正则 化 方法 
1 | 
= |e I DT | 


十 VETG+i)|， ) (21.76) 


| (rT 


B= i V+t Ktr) = IM (3, + w) + K(x) 


' rr 
其 中 


利用 等 式 
YvIgl=vTgTPmV (21.77) 
[ysl =0, IK,y} =0 

可 将 (21.76) 式 右 端 括 弧 中 第 一 项 写 为 


ap | 
‘| Vlsi [vlgl(r | 


二 oa , Ti + KR+ic) v|lgl i x) 
| 1 | 


类 似 可 将 (21.76) 式 右 端 第 二 项 写 为 (并 利用 迹 循环 等 式 ): 


3$21.5 开 无 限 流 形 上 的 指标 定理 本 647 ， 


一 1 nl 


十 oz I el pr ic | tl 


将 以 上 两 式 代入 {21.76) 并 注意 利用 {21.77) 式 得 
irex | Ts |x) 


一 -| V ol 六 


让 而 Tn “ 


Ti 


= 


w lel mT, - 


TT "| 
中 
j 
| 
Fr 
1 一 一 一 


v [gl (B+ig) | | 
将 (21.74) 代 入 (21.72), 并 利用 迹 等 式 (21.75} 得 


| 1 
+ 1" 四 -一 ~ ~ ~ 
上 ia 5 Iv Tel (Prie) | 


v |g| mr 


-az 


tioulz 


DT) = sgn(m)e dr lgl "trir|Tsix) 


， -3 ， 1 
+ 二 | doe 2 ”于 drtz | iPT, Hii | rr) (21.78) 


这 里 又 再 次 利用 (21.71) 式 .上 式 第 一 项 表明 六; 在 波 函 空间 的 迹 非 零 ,是 由 背景 
场 拓 扑 性 质 决 定 的 破坏 轴 矢 流 守恒 的 反常 项 ,可 用 流 形 M 上 示 性 类 积分 表示 , 即 


[dz vwTgitrtzrir lxry= | 4 (MICAF) = VIM] (21.79) 


而 (21.78) 趟 中 第 二 项 称 为 "表面 项 ,其 中 N 为 流 形 M 在 无 穷 远 处 的 边界 面 .为 
简单 起 见 ,很 定 在 无 穷 远 处 (r 一 >)M 上 上 度 规 可 表示 为 
ds — dr* + rgudy dy 
将 M 在 无 穷 远 处 表面 N 的 单位 外 法 线 表示 为 
nt) = E(x}n (21. 80) 

假定 法 问 渐 近 测 地 平 

Now, TO Mon 0 当 r>m (21.81) 
并 设 所 有 背景 场 渐 近 与 法 向 坐标 无 闫 

内 3 对 所 有 背景 场 ) 一 0, 当 r 一 oo {21.82) 


将 带 边 流 形 与 开 无 限 流水 指 剑 定理 APS-7 不 变 基 ， j 分 数 荀 问题 
利用 以 二 备 上 不, 可 将 (21.77) 趟 中 ” 志 面 项 


站” 表 为 
rr je 
3x) 


2 


门 | A | 
， 之 上， 
”十 一， Al EE | : Br ic 


利用 厂 =w"1 .利用 等 式 


r) (021.83) 
Sw) = lim es (21.84) 
在 联 ->0 极限 后 ,“ 表 曾 坝 “可 表示 为 
了 | dtsjnl， Te ro hil (21.85) 
其 中 王 "与 吧 的 指 杯 开 代表 在 切 而 部 分 
1 = -Tn, (2].86) 
而 (21.85$) 式 中 算 子 
i T+iK -= 4 / (21.87) 
0 一 说 
其 中 =iy7T V+ YQ! 
而 六 为 # 的 有 米 共 办 , 刚 " 表 闸 项" 本 表示 为 
fap i 1 z| (21.88) 
注意 到 所 有 背 恬 场 与 法 向 变量 无 兴 , 可 对 上 式 作 传 里 叶 变换 
1 


qi lm | de | dp 


] 


+ i | i -| 人 2 8 
为 简单 起 更 ,假定 闻 及 x 无 堆 模 
和 = 0 (21.90) 
生 设 它们 的 道 密度 相等 .出 (21.89) 式 可 表示 为 
| ”0 |! 
Ee Jim JaxGa)| do Ee ([ i | 
= 5 | dC)sgo( Re(2)) = S$ ¥(Re()) (21.91) 
将 以 上 结果 代入 (21.68) 式 ,得 到 和 


F 无 限 流 形 M 上 的 指标 定理 : 
IndB= A() = A(O)+ 9(Re(A)) = = VLM]+ 3 (Re()) (21.92) 


其 形式 与 APS 指标 定理 相似 . 供 是 注意 ,APS 指标 定理 采取 了 非 局 域 边界 条 件 ( 谱 
的 边界 条 件 (21.42)), 正 由 于 对 紧 致 流 形 选择 了 谱 的 边界 条 件 , 热 核 隆 数 A(8) 实 


$21- 5 开 无 限 流 形 上 上 的 指标 定理 : 649 : 


质 上 与 8 磊 关 ,其 低温 近 估 (8>ee) 络 出 了 Dirar 算 子 的 解析 指数 ,而 疝 漫 近似 (8 
*0) 得 到 了 示 性 类 在 底 流 形 上 的 积分 以 及 标志 边界 算 子 谱 的 不 对 称 性 的 ?不 灾 
量 ,4Afco)= 400? 给 出 了 带 边 流 形 上 Jirac 算 子 的 APS 指标 定理 . 对 于 片 万 限 流 
形 , 谱 的 边界 条 件 已 无 意义, 由 于 算 子 乃 为 厄 米 ,可 将 算 子 解释 为 高 维 凡 氏 空 间 
有 XX 十 的 Dirac 哈密 顿 量 , 采 用 Feynman 轩 果 边界 条 和 件 { 即 标准 散射 间 题 中 边 
内 条 件 ) ,得 到 相应 的 因果 传播 了 [Feynman Green 国 数 ) 利用 轴 尔 反常 方程 (21. 
75) 来 避 出 相应 的 指标 定理 . 开 无 限 流 形 的 指标 定理 可 以 对 满足 茶 件 (21. 咒 ) 式 的 
很 大 -类 算 子 适合 .在 开 无 限 流 形 虐 ,Dirac 算 子 可 以 具有 连续 谱 , 通 常 谱 密 度 不 有 具 
有 对 称 性 ,使 得 热 核 函数 4 人 8) 为 8 的 非 平庸 哨 数 ,A(0) 关 (oo0), 不 能 将 热 核 消 
数 的 高 温 概 乳 简 单 直接 与 Dirac 算 子 的 解析 指数 联系 ,必须 利用 轴 拓 反常 方程 { 迹 
等 式 ) 从 而 得 到 相 点 的 指标 定理 . 
如 能 假定 在 无 穷 远 "表面 "上 迷 = 先 , 则 (20.89) 式 化 为 


-| 
0 


lin 一 de 了 lute |， 
上 六 册 Ly ju rl ltr 2 


上 式 最 后 一 步 岂 (20.72). 这 时 所 得 结果 (20.92) 与 (20. 51)APS 指数 定 肌 相符 ， 
附 ”量子 场 论 中 轴 和 天 反常 方程 
对 于 轴 失 流 ;的 盾 阵 元 (5 ,车 采用 通常 Payli- Villars 正则 化 ,下 用 费 米 传 
播 子 
REOryysm) = typ y)) (121,93) 
表示 为 
《FT = Lm limtr| 六 党 [Ki 一 KixsyiMNi)l: (21.94} 
而 费 米 传播 子 满足 运动 方程 


(B+ in}K(ryyim) = Br y) (21.95) 
今 i$e (x) 为 无 质量 Dirac 方程 的 下 交 本 征 态 完备 集合 
We — Eve 《21.961 
则 方程 (21.95) 的 解 可 表示 为 
K(r,yinm) = ~ he eC) (21.97) 


将 上 起 代入 (21.94) 式 ,并 利用 (21.96) 式 可 以 证 明 !7 fr 满足 


or =- 2miy) $e E) ,» 2 Gr ry Geta) (21.98) 
和 - F 


此 肥 通 常 轴 矢 及 党 方程 .在 微 扰 理 论 中 ,在 mr-*0 极限 , 右 端 第 一 项 光 南 献 ,而 第 二 
项 与 mm 记 关 ,对 轴 矢 流 的 散 度 南 献 * 反 常 需 ”. 


:050 ， 第 “十 : 竟 带 边 流 形 与 开 无 限 流 形 指标 定理 APS3 不 变量 与 分 数 茶 问题 


下 如 {21.79) 式 所 未 ,此 项 为 Dirac 算 子 的 指数 密度 ,使 上 式 即 为 在 十 几 章 描 
写 单 态 反 带 的 (19.5) 式 . 调 本 蕴 迹 等 式 (21.75) 即 此 轴 矢 反常 方程 (21.98) 的 局 论 


$21.6 ADS-7 不 变量 在 物理 中 应 用 ”分数 费 米 苟 问题 


栓 前 其 章 分 析 A.S 指标 定理 有 时, 曾 反复 强调 了 零 模 的 重要 性 , 它 是 算 子 整体 
存在 的 拓扑 障碍 .A-S 指 标定 理 喇 是 将 算 子 的 零 槛 数 与 标志 彰 景 场 拓 扑 的 示 性 数 
相 联 系 . 在 本 章 中 引 人 的 APS- 7 了 不 变量 ,可 表示 为 

力 ) 一 lm gn s) 三 lim >, sgn(A) {aAli (21.,990} 

其 中 4 为 算 子 晶 的 本 征 值 , 当 算 子 口 具有 连续 谱 时 ,上 式 中 求 和 号 改 为 对 连续 谱 
求 积 分 ,可 表示 为 

Ws) 一 | da (A)sgn (2) 141 "一 2| daow (a) (21. 100) 


其 中 On (A ) 为 算 子 万 的 谱 密 虚 ,而 


on(A) = 3 (pn(a) - pr(— xX)) 21, 101 ) 


为 洋 密 度 的 奇 部 分 ,而 p(s) 为 谱 密 度 冶 部 分 的 Miljin 变换 ,对 于 很 大 -- 类 算 了 天 
来 说 , mits) 为 拓扑 不 变 蝶 ,再 是 ， 的 半 纯 困 数 , 当 ->0 时 右 懈 定 的 有 限 极 限 .也 
就 是 说 ,不 仅 算 子 的 零 模 具有 折 扑 意义 ,而 且 Dirac 算 子 的 谱 的 奇 部 分 也 共有 拓扑 
意义 , 称 为 ADS-7 不 变量 . 

APS-7 蚂 数 与 量子 场 论 5 图 数 正 则 化 时 用 的 排 广 的 黎 晶 目 数 密切 相关 , 它 
们 在 和 18.6 讨论 A-S 指数 定理 的 热 并 程 证 明 时 曾 作 初步 介绍 ,并 在 量子 场 论 正则 
化 时 得 到 应 用 ,下 向 我 们 先 简单 介绍 下 它们 的 一 些 常 用 关系 . 

今 2 为 Dirac 算 子 区 多 本 征 值 谱 


De, 一 A (21. 102) 
可 引 人 椎 广 的 蒙 坚 ” 项 数 
wl 
ris) TAT (21.103》 


对 开元 限 访 形 M ,为 避免 零 模 造 成 不 确定 性 ,可 中 人 


[7n L 
Ba = P+ mf {21 .104} 


+ 
'L 一 了 更) 


放 = 了 pn 


$21.6 A 六 7 不 变量 在 物 韩 中 应 由 ”分数 费 米 荷 问题 : 651 ， 


态 . 所 有 本 往 值 非 零 ,其 本 征 值 方程 

Dy = 和 (21.105) 
可 对 访 , 的 谱 定 义 其 + 隐 数 与 5 硝 数 ,但 注意 所 .可 以 有 连续 谱 , 故 应 将 (21. 103) 式 
中 求 和 号 改 为 对 离散 庶 求 和 及 对 连续 谱 求 积分 , 设 谱 密 度 为 p(X), 则 


f(s) = | aaeG) 141 = 2 drop (21.106) 
ns) = | dapCa)sgn(A) TA 1 = 下 az (21.107) 
其 中 rf14) 与 (4 分 别 为 谱 p01) 的 偶 部 与 奇 部 :; 


r(2) = (pA) + p(- 4)) 


oA) = 5 (pA) - pl~ 2)) 


表明 545) 与 p(s) 为 谱 p(4) 的 偶 部 与 奇 部 的 Milin 变换 ,也 可 分 析 其 首 Millin 变 
换 


r(A) = i ds (sy IA (21. 108) 
so) = sien(a)| dsp(s) tA I (21.109) 

而 谱 密度 
otA) = pi] ds (Ks) + signt A nts)) | A 4! (21.110) 


全 y= 人 上 可 将 本 征 值 方程 (21.105) 写 成 分 重 式 ; 
Lig= (Atm)vu, Lyu= (i ma (21.111) 
重复 运算 ,得 
了 Li = (2 mw = Xu 
LiLvu= (A myv = Xe 
下 而 设法 将 路 .的 谱 密度 用 凡 与 开工 的 谱 密 度 piit {XY) 与 p11 (7x) 表 示 , 即 对 
afu) 作 Stieltjes 变换 
| aa 3 = ?| dar(a) 二 (21.113) 
其 中 为 任意 复数 . 将 上 式 换 至 学 标 表象 ,得 


四 ] 
?| darla) tt 一 Ee | 六 2 


{21.112) 


* 652 ， 第 十 一 章 带 边 流 形 与 于 无 限 流 背 指标 定理 ADS 9? 不 变 景 与 分 数 闪 问题 


~ " i 1 1 1 | | 1 | 1 | 
| dr tr | LL tm + el "| mn LL+m 1 中 
| | | ， 
= | dx ip (xX) + pe (Cx)! ym Ti Fm + 2 ) {21.114) 


两 边 比 较 , 得 
r{aA)=|al {ot CA -p+ pr (A? — pm) 
类 位 可 对 p02 的 奋 部 作 Stiettjes 变换 ,得 


曾 | 
?| 册 datA) To,7 二 | dr In? | i 


[4 4 | a | | | | 有 | i 
i | YY LL rm el” | nT [i Ltm: + | | 
一 | + 一 一 
=| dx | Pu. (x) Dit tx) 7 i = pp 十 六 > (21.115} 
两 边 比 较 ,得 
zu) = pisgntA) lio (a 一 站 )-- or (A 一 pn )! (21.116) 
由 21.115) 式 , 知 
| Hi ' 
PIPE + 2*) = ja :ii 好 2 | (21.117) 


ADPSs-y 不 变量 在 近代 物理 (包括 粒子 物理 与 此 察 态 物 理 ) 邦 有 重要 的 应 用 , 例 
如 在 场 论 模型 中 分 析 分 数 费 米 荷 问 题 .在 具有 匣 共 e 对 称 的 场 论 楼 型 中 ,拓扑 弧 于 
的 费 米 子 数 与 在 此 扳 子 背景 场 中 相应 Dirac 算 子 的 零 模 数 成 比例 .但 是 ， 对 于 没 有 
荷 共 罗 对 称 的 一 般 情况 , 折 扑 孤子 的 费 米子 数 与 Dirac 算 子 的 ”不 变量 成 比例 ， 
产生 分 数 答 .在 通常 量子 场 论 中 ,分 数 费 米 荷 的 出 现 可 理解 为 真空 极 化 效应 ， 是 由 
于 费 米 子 与 背影 扳手 场 的 相互 作用 引起 费 米 每 的 畸变 造成 的 . 分 数 费 米 荷 夫 象 在 
泽 乙 凿 链 与 量子 Hall 效应 中 都 可 山 实 验 观 察 到 ,下 面 以 ] + 上 维 场 论 中 费 米 子 数 
的 计算 向 题 为 例 ,说明 费 米 荷 与 APS-7 不 变量 的 关系 . 
我 们 首先 分 折 有 具有 了 包 荷 共生 对 称 的 1+1 维 场 浴 模 型 ,评论 一 个 实 标量 场 p 
-个 旋 训 场 站 的 二 作用 哈密 顿 量 
党 一 jazi Fx -+ yp) + Vig)+t gi ia 让 | Bp ol ( 21.118) 


其 中 x 为 与 9 共 红 的 正则 动 二 .势能 密谋 


ve) = 3 a) = Vg) (21.119) 


S21.6 APS ?不 变量 在 物 旦 中 应 用 分数 费 米 荷 问 题 0653 、 
为 上 县 有 两 个 极 小 的 对 称 双 并 势 . 对 蓄 场 , 坡 色 能 量 汉 玛 为 
E, = [ar[3 (re) + Vg)| (21.120) 


具有 有 着 十 个 局 域 极 小 , 除 ¢ 一 土 a 两 个 绝对 极 小 基态 外 ,还 有 依赖 .x 的 折子 解 , 它 
们 满足 对 (21.98) 式 变 分 得 到 的 经 典 运动 方程 


-g(r Vg) -0 (21.121) 
x 
及 边 值 条 件 
例如 
Fer = tathtatr -en {21.123) 


为 在 两 个 真空 间 内 插 的 解 . 而 参数 mw 标志 抓 子 的 位 置 . 下 耐 讨论 以 此 孤子 场 
ef z) 为 背景 场 的 费 米 场 的 一 次 和 基 子 化 的 解 ， 
在 一 维 空间 ,Dirac 旋 量 具有 两 个 独立 分 大 .可 选 表 象 
OD i 和 1 


Qa 一 T， = ， = 三 一 {21 .124 ) 
i 0, Bo | 0 
相 雇 Dirac 蛤 密 峡 量 为 
d 0 工 | 
Hs, = — i 了 + pr) = 0 ‘(21.125) 
其 中 
L = ptr) 
| 12]. 126) 
如 
90) 
已 , 的 本 征 值 方程 是 
| 0 六 | 四 
Ho gl.r) = | | = 上 FF, (21.127) 
| 了 0 Lil 本 
有 即 
Lu= Ex, Liu= Ev (21.128) 
里 复 作 用 后 知 艇 ;vw 应 满足 刻下 Schrixdimger 方程 : 
+ 由 1 ， 可 
LL « = (- dq 本 9 十 ga = Lu 
{21.129) 


LiLvw = 全 + gt ¢°)o = Fiv 
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因 ai 与 用, 反对 易 ,aa 使 (21.105) 式 的 止 能 和 解 映射 为 负 能 解 , 而 存在 荷 共 纯 对 称 
pt) = opr (ur) {21. 130) 
它 使 正 贡 本 征 值 态 1- 1 对 应 ,HH 除 连续 谱 外 ,还 允许 存在 一 个 可 归 - -的 零 模 解 


1 
上 【 一 N | 
0 LQ 


为 得 到 量子 理论 ,可 将 其 子 化 场 算 子 4(x ,4) 按 本 征 模式 展 皇 
Wr) = potr)t+ las te tp {rr) + crt digs hr 《| (21.132) 


由 等 对 对 易 关 系 
art) r,t) = ro.r) 


exp{ -| dp») (21. 131) 


. ， ， (21.133) 
[rt 
得 
[Bpiit = dsdl | = 8(k—k') 
, (21.134) 
iaa = 
其 他 反对 易 关 系 为 零 . 


算 子 5 ,bdi,di,a ,a 产生 和 漂 没 费 米 子 与 反 费 米子 .由 子 a' ,a 相关 的 
为 雪 模 态 , 它 作用 在 山子 态 上 产生 邑 -个 具有 相同 能 量 的 态 , 因 此 基态 是 双重 简 
并 .可 用 ji +) 标志 
alty=|-), a 1-.) =;1) 
， (21.135) 
aul- =a |+»=0 


费 米 倚 算 子 
Q = ja: cpr): = 3|ari Cr), (x)] (21.136) 
其 中 :代表 正规 乘积 . 上 式 表示 的 费 米 荷 算 子 在 电荷 共 辊 变换 yy a;y' 时 反 号 .将 
《21.132) 式 代 人 ,得 
Q = a'at |de(bip, - did,) - 
QQ 是 对 角 和 的 ,与 哈密 顿 其 i, 对 易 ,而 将 QQ 作用 看 基态 上 


Q1+) = 土方 1+) (21.137) 


即 由 于 孤子 态 为 双重 简 并 ,每 个 态 具 有 上 + 广 费 米 荷 
在 具体 物理 模型 中 ,例如 对 聚 乙 块 链 , 常 可 约 化 得 到 连续 极限 哈密 顿 量 : 


21.6 APS 5 不 变量 在 物理 中 应 用 分 数 费 米 荷 问 题 655 ~ 


六 二 二 Jarl yn)e, 本) 
+ Pr)ogr) gtr) + my (rog(r)| {21.138) 
与 (21.96) 式 比较 ,其 费 米 于 部 分 多 了 一 项 (质量 项 ) ,使 费 米 子 险 密 顿 量 


| pn 1 | 


二 = H+ me (21.139) 
Lt 
其 本 征 慎 方程 是 
| 
Hy, = 四， 出 = | | (21. 140) 
vr 


曙 证 五 的 所 有 相生 值 均 满足 4 六 六 ,无 替 模 ,上 式 的 分 量 形 式 是 


Lu- (Arp)vu, Lou= (A- mu ‘(21.141) 

重复 运算 得 
LLu= (a -mu = yu (21.142a) 
LLv= (A mi)v= Xu (21.142b) 


当 X = 入 -2 关 0 时 ,如 2 为 (21.142a) 的 解 , 则 = cu 为 {21.142b) 的 共有 相同 
本 征 值 x 的 解 .于 是 当 y 一 入 -<0 时 ,由 (21.1421 式 的 每 一 个 解 可 得 到 1241.140) 
式 的 两 个 解 .为 方面 , 当 算 子 L 具有 零 模 解 x 时 , 算 子 1 一 般 设 有 零 借 解 ,反之 也 
对 .因此 , 当 A= 土 闫 时 ,(21.142) 的 每 个 解 仅 提供 (21. 140) 式 的 - -个 解 . 

当 冯 0 有 时 ,哈密 顿 量 (21.139) 约 化 为 具有 侍 共 固 对 称 的 哈密 顿 量 (21. 127)， 
但 是 当 m 去 0 时 ,没有 与 (21.139) 式 的 哈密 顿 量 刀 反对 易 的 常数 矩阵 . 即 H 不 肯 
具有 符 共 瑟 对 称 , 这 时 对 背景 孤子 费 米 荷 的 计算 会 增加 一 些 复杂 性 , 下 而 我 们 来 分 
析 -- 下 这 个 问题 .注意 到 


IHi,gy) = IH,iH,oll=0 (21.143) 
因此 算 子 
s=iIlH,a] -了 工 (21, 144) 
“2 li 0 | 


与 H 反 对 易 , 故 对 与 不 被 工 或 L' 沸 灭 的 那些 HH 的 本 征 态 ,S 会 将 后 的 所 有 正 能 
态 映 射 到 负 能 态 ,或 者 反之 . 即 对 称 算 子 $ 会 渤 灭 了 和 LL! 的 零 模 ,同时 将 品 的 其 
他 束缚 态 与 连续 态 解 映射 到 具有 相反 能 芋 的 相应 束缚 态 与 连续 态 解 .但 是 我 们 注 
意 ,S 含有 导数 算 子 , 它 不 能 维持 连续 态 密度 . 即 当 闫 么 0 时 ,(21.139) 式 的 哈密 顿 
量 号 不 再 具有 荷 共 印 对 称 ,其 下 能 连续 态 的 密度 一 般 与 负 能 连续 态 不 同 . 在 计算 
背景 丽 子 连续 谱 本 往 态 常 利用 8 酌 数 归 - -. 在 计算 过 程 中 要 特别 注意 从 分 上 顺序, 改 
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变 积 分 顺序 可 能 产 牛 类 似 0) 的 盛 穷 天 ,要 尽量 避免 可 能 出 现 的 奇异 性 
注意 到 当 产 产 ? 时 旦 无 堆 模 ,次 量子 化 场 算 子 按 了 =0 时 本 征 模 式 大 开 , 采 
用 三 明 数 正则 化 ,用 点 分 裂 技术 , 引 大 点 分 烈 二 二 数 


” , -0" 
YY = | dg Ch or Bl (ks) | AfR) | > 人 rr 一 3) 


(21.145) 
而 点 分 懂 等 时 反对 易 关 系 
pr (vf)! = Elsyr,uy) {21. 146}) 
其 中 
中 人 Pi 二 jdg( pu (x) | (21.147) 
与 (21.136) 式 类 伺 费 米 闪 算 子 为 
Q = dig gr) = dr 
= Em -= did | 1 Atk)Y|I '— 六 名人 (21.148) 
其 中 p(s) 如 (21.116) 式 所 示 . 这 样 定义 的 荷 密度 算 子 ,在 薪 花 变换 
bib et 
下 为 奇 .由 (21.148) 式 知 ,基态 费 米 茶 是 
CN) = 一半 和 (0) (21 149) 
和 髓 结合 (21.116) 式 ,得 
WN 二 一 imy| dao (2)2 ' (21.150) 
7 Dn 
铅 基 态 费 米 荷 为 奇 谱 密 瘟 的 Miltin 变换 在 ;=0 时 Millin 值 . 
进一步 利用 (21.116) 
ola) = pspgn(Alipo' (A — mm) -pr (A — mm) (21.1531) 
‘N) =—m | alpur (a -一 oo 一 
三 - 到 | dx lout (x} 一 PE + m3 
二 一 到 | daz{ om + ew ) (21.152) 


To 


$21.6 APS-j 不 变量 在 物理 中 应 用 ”分数 费 米 痊 问题 ”057 


上 式 最 后 -- 步 利用 了 rz=0 时 的 (21.93) 式 : 


1 T 
| do FE sgn(A) 37 {21.153} 
另 方面 由 (21.117) 式 
mG(lm + 2 }= fuelx Ts 新 全 豆 7 
利用 点 分 型 技术 (了 7 天 >) , 易 证 
oz L's 六 | = nz | Ts 由 i 四 121.15S4》 
VE 


此 利用 迹 等 式 (21.75) 及 (21.79) 式 得 


(21.155) 


(21.156) 

以 上 分 析 对 任意 由 (21.87) 式 表达 的 Dirac 算 子 均 成 立 , 对 于 并 无 限 流 形 , Dirac 算 
子 具 有 连续 谱 ,可 如 上 利用 场 论 中 熟悉 的 轴 矢 反常 方程 ,将 费 米 荷 密 度 的 积分 转换 
为 在 无 穷 还 表面 上 的 积分 .下 面 分 析 其 两 个 特例 ; 
例 21.1 1 +i 维 体系 ， 

对 1+1 维 体系 ,可 将 (21.139) 式 所 表达 的 哈密 顿 量 解释 为 . - 维 Dirac 算 子 ， 
因为 在 - 维 流 形 上 无 反常 项 , 故 上 两 式 中 代表 反常 项 的 VEM] 应 出 上 友 , 由 
(21.15S5) 式 ,得 


+ il mm pp 
PC + x ) = 2 mi 了 2vrMal + usa: Ls BF 本 
代入 (21.152) 式 得 基态 费 米 符 : 


?时 
2 2 
3 二 


Lr | Fy 
4N) = 元 上 dw avim] + f desla)Pr, Bi i 


、 2 2 上 Hl a ” 1 Ls 


Lm 1 
2 ml 所 Ho t+ is 1 
_ tr(- oo 和 1 于 - 0%)| (21.157) 


设 彰 景 场 p(z) 在 无 穷 远 处 的 渐 近 值 为 
pl+i oo) = b, 
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代入 (21.157) 式 中 得 


3 p 
mG(m + wm) = 1 


好 TT 了 辣 一 = 了 
2 mm + ow | m+ wl (B+ m+) 
(21.,158) 
代入 (21.154) 式 ,得 基态 费 米 共 


{Ny = |arctan( bt |- aretan( 0- )] (21.159) 
如 ep. = 二 ~6 =&, 处 在 标 场 势能 V[ gj] 的 绝对 极 小 处 ,代入 上 式 , 则 得 


1 
N =— —arctan 
TT 


2 ) (21. 160) 
好 了 
而 当 一 0 时 ,注意 刘 
oe 
Hr) = i 


由 (21.156) 式 知 ,对 具有 荷 共 辐 对 称 的 体系 , 仅 零 模 对 基态 费 米 荷 有 贡献 . 日 由 其 
特例 (21. 160) 得 到 


“wy 二 一 3 sgn( m) (21.161) 


与 (21.137) 式 一 繁 . 
例 21.2 2+1 维 量子 电动 力学 , 解 圆 对 称 涡 旋 {vortex) 背 电场 ,Coulomb 规范 A， 
=0, 并 假设 (21.,157) 式 中 表面 项 可 忽略 ,使 


《mw = 一 ) sgn(m) VLM] =- Fsgn( m)G (21.162) 
其 中 下 为 通过 整个 圆 盘 磁 通 被 2* 除 , 或 为 第 - - 陈 类 的 积分 
1f 
$B = 去 | (21.163) 
使 费 米 海 贡 献 的 诱导 绒 米 荷 为 分 数 荷 . 


$ 21.7 ”Dirac 算 子 的 弱 局 域 边 界 条 件 


在 结 21.4 中 我 们 曾 指 出 ,在 通常 带 边 流 形 上 ,对 费 米 场 必须 采用 非 局 域 边界 
条 件 ( 谱 边 界 条 件 ). 但 是 ,我 们 知道 , 非 局 域 边 界 条 件 违 反 因 果 律 ,对 物理 学 家 来 
说 ,这 是 不 好 理解 的 . 而且, 对 采用 谱 边界 条 件 的 APS 定理 ,将 其 边界 趋 于 无 限 的 
极限 情况 ,与 利用 场 论 中 轴 矢 及 常 方 程 得 到 的 开 无 限 流 形 指数 定理 比较 ,两 者 计算 
结 采 有 矛盾 .在 本 节 , 我 们 分 析 一 个 简单 例子 .在 二 维 平 空 间 中 与 Abel 规范 场 相互 


$21.7 Dirac 算 于 的 弱 局 域 边界 条 件 


"5y 


作用 的 一 个 费 米 子 体 系 . 通过 此 简单 例子 说 明 ,如 取 局 域 边界 条 件 会 遂 到 发 散 鲁 
难 , 故 通常 必须 用 谱 的 边界 条 件 , 但 是 ,利用 其 子 场 论 中 重 十 化 技术 ,可 采用 弱 局 域 
边界 条 人 忻 得 到 有 意义 的 结 染 ,得 到 背景 场 请 导 的 分 数 费 米 荷 ,此 结果 的 极限 情况 与 


$24.5 分析 的 开 无 限 流 形 上 指数 定理 的 结果 相符 合 . 


下 出 我 们 分 析 一 个 最 简单 的 带 边 流 形 :二 维 平 空 间 半 径 为 R 的 图 漠 , 设 其 
存在 团 对 称 静 Abel 规范 场 ,与 此 规范 场 作用 的 费 米 场 的 Dirac 哈密 琐 算 子 叮 表 示 


为 
HH = oo id Ar) + Bm 
取 表 捍 
0 i 0 1 1 
”oO = 
出 
站 
H= + 
二 M1 
其 中 


上 上 = 一 ii 一 划一 由， 
1 = 0,+iA, 一 刘 , 一 入 
灶 静 规范 场 , 取 Couiomhb 规范 
Ap 由， 和 二 一 Ed 
则 


L= (9.790)- (0, -i asV- Va 
1 一 一 (9 + i9,) - (0, + ,eT- Va 


注意 到 问题 的 对 称 性 , 选 平面 极 坐 标 
X= p08. y= paing 


则 
一 i 一 一 中 _ 工 ， 
WV 一 中 中， C (2 9) 
VY 二 7 +i. = ea 十 上 9 | 
日 的 本 征 值 方程 为 
Hrs ” L ji 
可 工 ” — np 国 i 


(21. 164) 


【21. 164a) 


{21.165) 


{21.166) 


(21. 166a) 


(24.167) 


{21. 168) 


(21.169) 


了 一 (于 

Lu= (EFE- wu 
日 的 形式 与 上 节 (21.139) 式 相同 ,存在 (21. 144)} 式 所 表达 的 算 子 5S, 它 深 没 上 与 
[的 零 模 态 ,而 对 不 被 也 或 上 潭 设 的 那些 太 的 本 征 态 ,S 会 将 后 的 所 有 目 能 态 
映射 到 负 能 态 ,或 者 反之 . 即 则 万 上 = Ey 可 推出 


(21.170) 


DTSWw = 一 ESy, (21.171) 
由 痛 惊 规范 场 诱 时 的 真空 背 说 前 ,由 牌子 订 的 谱 的 不 对 称 性 类 定 
Ny 二 一 坟 (0) 三 一 请 lim 2 sgn(E,) | 下 ,| {21.172) 


出 于 当 玉 了 关 4m 时 谱 有 对 称 性 ,它们 对 F040) 的 贡献 相 消 , 仅 剩 下 玉 = + 以 时 的 
贡献 , 现 分 析 (21.146) 式 E = -mm 时 的 解 ”: 
当 玉 = ,=0, 上 w= 二 避 的 解 是 


Us = ee , n= 人 0,1,2, (21.173) 
汝 = 一 吉 , 二 人 ,Lv =0 的 解 野 
Us = ep'e 3 n= 0 ,1,2 (2]1.174) 


在 上 两 式 中 ,时 求 在 夭 点 14o=D) 附 近 平 方 可 积 , 所 以 二 仅 取 正 整 数 ， 
为 保持 口 的 到 米 性 ,要求 (也 121.34) 式 ) 


us Lo = (Ln,v) (21.175) 
边界 条 件 受 限制 ,利用 Stokes 定 埋 得 ( 见 (21.35) 式 ) 
[Be 1，Rde = 0 ‘(21.176) 
如 采用 通常 局 域 边界 条 件 (Dirichlet 条 件 ): 
轨 |eR== 人 0 (21.177) 
两 分 量 的 Dirac 旋 量 yi 为 罕 , 相 当 于 两 个 复 条 件 : 
x |» = 人 0, zl =0 {21 .178) 


则 (21.178) 式 无 韭 平庸 解 . 
实际 上 为 满足 (21.176) 式 ,可 采用 较 弱 的 局 域 边 界 条 件 , 相 当 于 一 个 复 条 件 ， 
例如 
ln0， 或 vlp=0 {21.179) 
前 者 导 笋 (21.174) 解 ,后 者 导致 (21.173) 解 , 均 有 无 穷 多 解 ,会 产生 发 散 困 难 . 
为 了 能 得 到 有 确定 意义 的 结果 ,通常 数学 家 取 谱 的 边界 条 件 ( 非 局 域 边界 条 


$2].7 [irac 算 子 的 器 局 域 边 界 条 忻 ，661 ， 


件 ). 例 如 可 选 解 动 明 算 子 7 为 作用 在 边缘 S 上 的 算 了 


Ek (21. 180) 
假定 在 边缘 附近 规范 场 为 纯 规 范 ,通过 半径 为 民 的 圆 各 DD 的 总 人 磁 通 被 2r 除 (第 -- 
陈 类 的 积分 ): 


本 一 一 司 ， Don 十 


_ 1 _ 1 _ 
®=3|F- | asd9 -pa (21. 181) 
此 在 边缘 附 近 ,atp}) 渐 近 汶 
a -np (21. 182) 
故 
JR = 一 ip 一旦 + 了 9 (21. 183) 


而 在 边缘 附近 瑟 = 土 ma 的 解 421.173) (21.174) 可 表示 为 


Mn = RE" ¢ 


Re (2].184) 
令 PP 为 1|s 的 正本 征 慎 极 影 算 子 , 则 湾 边 界 条 件 可 写 为 
T+ oTp lx = (21.185) 
(1 — ao)(tl—- Py tn =0 
注意 到 边缘 附近 解 的 表达 式 (21. 184) ,上 条 件 即 为 
一 更 + 所 0 
| (21.186) 
n*— 吕 ->0 
此 条 忻 使 解数 有 限 .使 D。= 吾 ( 斌 二 仿 的 解析 指数 有 确定 值 
IndHo = Dim Kerl.’ - Dim Ker L = | | 5+ 广 | | (21. 187) 


其 中 符号 [|… 上 代表 其 绝对 值 的 整数 部 分 , 而 算 子 /的 谱 的 不 对 称 部 分 为 


放 = 一 2 和 1 (21. 188) 


其 中 符号 站 …| 1 代表 其 绝对 值 的 分 数 部 分 ,因为 的 谱 的 整数 部 分 相左 抵消 ,所 
以 仅 剩 分 数 部 分 . 比较 上 两 式 , 得 


1 
ES 


Ind 万 ,= B+ 方 (21. 189) 
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此 即 APS 指数 定理 
IT 1 
Ind Ho ~ 充 | + ; (21. 190) 


由 721.172) 式 知 真 空 背景 场 诱 时 费 米 荷 


‘Ni—- 了 sgn(m)Tnd Ho 三 -- sen( m)| | 本 | 【21. 191) 


为 半 整 数 ， 
男 一 方面 ,在 上 节 , 我 们 曾 利用 开拓 上限 流 形 上 指数 定理 { 利 用 场 论 中 输 乐 反常 
方程 ) 得 到 诱导 费 米 荷 旭 (21.162) 陈 ， 


{Ny = sgn(m)® (21. 192) 


bo 为 任意 分 数 . 上 商 式 巴 盾 , 因 (2t.191) 式 采用 了 谱 的 边界 条 件 , 为 非 局 域 边 界 条 
件 , 此 条 件 使 得 边界 对 费 米 荷 有 额外 贡献 ,因而 不 能 得 到 于 确 的 RR 一 的 极限 . 

我 们 再 重新 审查 一 下 边界 条 件 (21. 176)》, 设法 采用 不 违反 因果 律 的 局 域 边 界 
茶 件 ,例如 采用 (21.1479a) 所 示 的 弱 局 域 边界 条 件 


2 (2]. 179a) 
它 导 致 有 无 穷 多 = mm 的 上 L'w = 人 9 解 ,如 (21.173} 式 ; 
zw, A) = Ce He, 下 二 站 ,12 … (21.193) 


上 上 式 中 CC, 为 归 -系数 ,这 些 解 在 mw 一 0 时 成 为 万 , 的 零 模 解 ,使 得 IndH, 发 散 ， 
全 量子 场 论 中 可 用 小 常 化 与 重 止 化 方法 克服 发 散 团 难 , 即将 所 得 解 与 平 甫 规范 场 
{ 规 荡 势 A =0) 的 解 

ut0) = Cope™, n= 0,1,2,.: (21.194) 
进行 比较 ,可 如 下 定义 Ind 于 


[nd Hs = lim DSi | ur ( A) 中 一 > | u, (0) dr | 


er “有 = 和 
(21.195) 
这 里 我 们 注意 到 , 当 n 很 大 时 , 解 将 愈加 集中 在 边界 附近 , 当 去 掉 边 界 附 近 区 域 ， 
如 上 式 , 在 未 取 极 限 前 ,上 式 中 两 项 分 别 有 限 ,这 就 是 正常 化 过 释 . 对 进一步 取 了 两 项 
差 , 即 减 去 平庸 真 空 尚 的 贡献, 而 得 到 真正 诱导 费 米 苘 的 页 献 . 

外 于 在 求 和 号 中 每 项 当 s 一 0 时 都 赵 于 1, 故 可 在 两 个 求 和 号 中 去 掉 有 在 限 项 ， 
使 黄 项 对 2 求 和 都 从 N 开始 ,对 足够 大 的 #1 实 NN, 可 使 相应 零 檬 态 高 度 集中 在 边 
异 附 近 , 使 a 可 采用 边界 附近 表达 式 (21. 182), 以 便 可 明显 计算 (21.195) 式 中 积 
分 ,得 


习题 二 十 一 +663 ， 


oo 


Ind FH, = lm > 


代 人 {21.172) 得 诱导 真空 费 米 蔡 
‘NY = 一 3 sen( mm )G (21.197) 


写 上 广 利 用 于 无 限 空间 指标 定理 所 得 结果 (21.162) 一 至 

由 此 具体 例子 可 明显 看 出 ,对 带 边 流 形 ,为 了 能 得 到 不 发 散 的 结果 ,对 费 米 场 
常 需要 采用 非 局 域 边 界 条 件 , 此 即 通常 APS 指标 定理 . 利用 物理 学 家 熟悉 的 量子 
场 论 中 正常 化 与 重 正 化 技术 处 理发 散 问 题 , 可 以 将 APS 定理 推广 为 可 以 分 析 连 续 
谱 及 分 数 荷 的 开 无 限 流 形 上 指标 定理 ,并 可 对 带 边 流 形 取 弱 局 域 边 界 条 件 , 得 到 具 
有 明确 物理 意义 的 结果 . 


EZ) si e Net) = (21.19%)} 
(局 -全 |- 人 


习题 二 十 一 


1 .何谓 局 域 边界 条 件 ,何谓 非 局 域 边界 条 件 , 请 说 明 当 背景 场 具 有 非 平 庸 拓扑 时 ,对 Dirac 算 子 
用 局 战 边 办 条 件 会 产生 什么 困难 . 

2.1+1 维 场 论 模压 ,如 (21.126) 式 中 背景 场 q(x) 一 a, 为 绝对 极 小 基态 , 相应 典 米 场 有 否 零 模 
态 ? 真空 费 米 荷 为 多 少 ? 

3.t21.1 特 ) 算 子 S$ 所 代表 的 对 称 性 ,可 在 成 是 费 米 哈密 顿 量 吾 的 隐藏 的 超 对 称 , 请 类 伺 § 18.7 
用 超 对 称 场 论 愤 型 分 析 资 米 真空 诱导 荷 问 题 . 
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i 


§22.| 引 酝 


对 称 性 太 对 偶 性 在 昌 论 物理 及 数学 物理 中 起 突出 作用 .微分 几何 为 全 究 流 形 
AM ,分 析 流 形 M 上 国 数 不 M) 及 流 撒 上 相伴 张 量 场 .XM) 来 判断 流 形 MM 的 特性 . 
Gel fand-Naimark 曾 明 确 指出 , 折 扑 空间 MM 的 所 有 性 质 , 都 可 出 空间 上 两 数 代 数 
4= 过 M) 得 到 ,反之 也 对 . 荐 在 流 形 M 及 代数 4 一 : 亏 时 ) 癌 存在 对 偶 对 应 ,空间 
M 可 看 成 代数 4 的 谱 (sbpectrurm ,上 EM 在 为 4 的 一 个 不 可 约 表 示 , 邮 对 于 在 
普 FEA= AM), 

rr] = /7) (22.1) 

通 带 流 形 上 晴 数 区 MD) 为 交换 的 可 结合 代数 . 当 MM 为 紧 致 流 形 ,M 上 连续 孙 
数 代数 为 C ”代数 .反之 ,任意 具 单 位 元 可 交换 C' 代数 , 均 可 表示 成 某 紧 致 空间 上 
喇 数 代数 

流 形 Mf 冲 可 艇 人 在 多 分 高 维 的 欧 压 空间 “中, 腾 人 空间 坐标 为 多 项 式 代数 
的 生成 元 ,它们 在 光滑 函数 代数 C(-“) 中 密集 , 流 形 M 可 由 已 人、 ) 中 -此 关系 民 
上 所定 久 . CL“) 相对 这 些 关 系 的 商人 代数 4 = 六 /及 即 流 形 M 上 光滑 曙 数 代数 
MDCt- 人 R.A 中 入 -点 为 零 的 函数 组 成 A 中 理想 ,可 用 理想 及 函数 芽 
(germ) 米 表示 M 中 点 .代数 A 的 导 子 相当 于 流 形 M 上 疝 量 场 .微分 几何 分 析 流 
形 寺 郴 数 代数 元 M1) 的 结构 ,研究 作用 于 其 上 微分 算 子 结构 ,可 得 到 流 形 w 的 全 
部 信息 ， 

Gel fand-Naimark 定理 在 紧 致 Hausdorff 空间 与 会 单位 元 的 交换 的 和 代数 
则 存在 完全 对 应 .空间 间 连 续 映 射 与 其 对 应 的 代数 间 * 问 态 映射 存在 对 应 ,而 两 代 
数 间 构 的 必 充 条 件 为 它们 的 谱 同 肘 . 

让 上 述 对 应 中 ,如 将 交换 (“代数 下 为 非 交 换 "代数 , 则 其 对 上 应 的 流 形 几 何 
即 非 变 换 几 何 . 

流 形 局 咸 像 ,nm 维 流 形 M 上 每 点 可 用 个 尝 标 1 用 描述 .而 非 交 换 几 何 
是 "无 点 的 几何 ” ,其 每 “点 "的 n 个 坐标 不 能 同时 被 确定 , 即 其 个 坐标 1 下 相 
互 不 可 交换 
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[rj] 一 全 关 0 (22.2) 
例 22,1 钳子 力学 中 相 空 间 , 举 标 与 动量 不 可 交换 
[x ] = #0 {22.3) 


点 粒 了 存在 波 粒 二 象 性 ,其 坐标 与 动 星 不 能 同时 确定 ,Heisenberg 测 不 准 原理 
起 TA 二 2 内 (Cx) ， Ap= 人 一 (Cp)2) 【22.4) 


失去 局 域 性 是 量子 相 空 间 的 主要 特性 ,具有 特征 户 度 :blanck 常数 让. 
例 22.2 人 癌 电 和 料 子 在 恒定 伐 场 中 2 维 平面 运动 . 


mr =- xxB, B=YVxA 
牌 直 十 平面 . 拉 氏 量 (Langrangian 羡 数 ) 
j= mi + (22. 5) 
2 人 
34 
正则 动量 P= 了 二 Ar 十 二 人 
个 
哈密 顿 量 
再 = 下 二 4) (22.5a) 
人 
止 则 量子 化 
H= 3 Ne, x = iho + eA. (22.6) 
1m < 
[x ,X27 | 一 一 1 看 二 (3 4， 一 dA) 二 一 i186 3 一 一 1 下 mcur (22.7) 
其 中 w= 经 为 电子 的 回转 频率 ， (22.8) 


即 当 存在 背景 场 时 ,动量 x( 含 有 规范 势 的 协 变 导 数 ) 的 各 分 量 间 相互 不 可 交 
换 , 相 应 特征 尺度 


ky = v ime = 六 ， i = 让 称 磁 长 度 . (22.9) 


在 $5 我们 将 更 认真 分 析 存 强 磁 场 中 月 和 于 运动 ,这 时 会 形成 离散 的 
Landau 能 级 .在 最 低 Landau 能 级 ,电子 回旋 中 心 坐 标 xf 间 相 互 不 变换 . 即 当 引信 
将 电子 投射 到 最 低 Landau 能 级 的 投射 算 子 已 , z PrP 相生 不 交换 ,而 满 是 

[1s] = ie” = i (22.10) 


/让 


相应 特征 尺度 is = 六 是 企 最 低 Landau 能 级 电子 的 经 典 回转 半径 ， 


§22.] 引 谊 669 ， 


以 上 结果 也 可 理解 为 :在 强 磁 场 极 限 , 拉 氏 量 中 可 忽略 动能 项 ,而 仅 含 2 的 一 
次 项 ,这 使 得 太 坐 标 空间 成 有 效 相 空间 ,使 坐标 的 各 分 量 间 相 互相 对 吻 . 
例 22.3 引力 理论 , 空 时 在 与 anck 尺度 范围 必 改 变性 质 


1 
tp = (党) = 1.616 x 10 ™ em (22.11) 


此 上 有 具 量 网 的 物理 常数 是 与 光速 ec{ 标 志 相 对 论 与 经 典 力 学 应 用 范围 ), Planck 常数 
(标志 量子 物理 与 经 典 物 理应 用 范围 ) 相 当 的 第 二 个 基本 物理 量 纲 .量子 引力 具 
漠 不 淮 原理 ,不 可 能 测 垦 位 置 精度 到 Planek 尺度 . 最 子 引力 理论 不 可 能 是 通常 局 
域 场 论 ,必然 为 韭 局 域 场 论 .近来 发 展 很 快 的 范 沦 ,M 理论 含有 多 个 标准 非 局 域 性 
的 参数 ,其 简单 极限 会 导致 非 交 换 规 范 型 论 . 

非 变 换 儿 何在 近代 物理 理论 中 起 重要 作用 ,量子 场 论 中 发 散 困 难 与 重 丈 化 也 
常 与 非 变 换 几 何 的 分 析 相 关 ,例如 量子 场 伦 上 下面 形式 的 发 戎 积分 

dP，. dP。 
当 在 背景 场 中 ,如 (22.7) 式 动 二 分 量 册 相互 不 对 易 
[P,P, | 一 污 放 

不 允许 也 与 P, 问 时 取 本 征 值 , 使 算 子 PP = Pi + Pi 有 下 界 好, 相当 于 存在 红外 
切除 (infrared cut-off). 当 设 有 紫外 切除 Atultraviolet cut-off) 使 PP 有 上 界 A:, 则 
积分 有 限 


{22.12) 


当 用 紫外 切除 A , 即 厅 能 分 辨 小 于 A 一 的 尺度 现象 , 昌 由 于 物理 理论 存在 基本 的 长 
度 尺度 ii, 空 时 在 极 小 尺度 不 可 能 局 域 到 点 ,在 极 小 尺度 空 时 几何 需 用 非 交 换代 
数 描写 , 即 其 几何 为 非 交 换 几 何 . 

在 经 自 及 量 了 统计 中 ,都 需 引 入 若 十 特征 长 度 ,都 可 用 非 交 换 几 何 工具 进行 分 
术 . 

Connes 4 进一步 将 紧 致 流 形 上 de Rham 上 同调 推广 记 非 交换 情况 ,引入 循环 
(上 ) 辐 旺 (cyclie homology) ,对 代数 A 引入 理论 分 析 其 相应 拓扑 不 变量 ,并 引入 
非 交 换 陈 特征 (Cherm character) ,在 攻 理论 及 上 同调 间 建 立 同 态 对 应 ,将 通常 纤维 
从 微分 几何 的 Atiyah-Singer 指标 定理 等 推广 到 非 交换 几何 ,这 方面 仍 在 发 展 中 ， 
写 们 在 量子 物理 中 得 到 越 来 越 广 泛 的 应 用 ， . 

22.2. 22.3 介 绍 量子 相 空 间 .31. 这 是 物理 学 家 最 熟悉 的 非 交换 空间 . 在 
$$ 22.2 通过 Weyl 变换 ,将 作用 于 Hilbert 空间 上 算 子 O(z, 户 ) 与 相 空 间 上 范 数 
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了 tz, 户 ) 间 建立 1- 对应. f(x,p) 为 非 交 换 衬 侧 :5s 上 滑 数 ,其 乘法 需 用 Moyal * 
积 ,为 可 结合 但 不 可 交换 积 . f(z ,p) 称 为 算 子 0(7,p) 的 象征 ,投射 算 了 ig)(y 
对 应 的 象征 称 Wigner 现 数 .象征 疡 1 ,p) 在 怎 个 相 空 闻 上 积分 与 对 应 算 子 O, 在 
整个 Hilbert 空 疗 较 迹 运算 相当 ,这 些 静 是 通常 晤 子 才学 中 大 家 熟 连 概念 .在 针 22,3， 
遂 过 物理 学 家 熟悉 的 一 维 庇 振子 的 正信 归 一 完备 集 , 引 和 标准 相 干 态 态 拓 了 的 
Fock-Bargmann 表示 ,可 用 全 纯 困 数 分 析 非 先 换 相 空 间 5; 的 结果 . 

在 $22.4 介绍 模糊 球 $5, 利 用 推广 的 相干 态 概 念 .用 自 旋 相 于 态 来 分 析 模 类 
球 S;. 为 分 析 模 糊 球 S5 4“ 于 数 "的 Moyal 积 , 采 用 局 域 活动 标 架 自 旋 相 十 态 分 析 
将 佳 问 是 大 为 简化 . 

本 童 最 后 两 久 分 析 非 交换 几何 在 量子 Hall 效应 的 应 用 .822. We 
移 与 非 变 搞 Briliouin X73, 分 析 整 数量 子 Hall 效应 (IQHE) 的 岳 扑 埋 论 .第 61 
对 分 数量 子 Hall 效应 (RPRQHE ) 的 各 有 关 理 论 作 粗略 介绍 后 , 善 重 介绍 站 交 析 了 
Simons 理论 ,对 在 最 低 Landau 能 级 {LLL) 填 充 因 子 分 数 的 相对 稳定 基态 的 形成 ， 
对 其 上 激发 态 下 作用 进行 分 析 , 这 方面 理论 仍 不 成 就, 仍 在 发 展 中 


$22.2 其 子 相 空间 Weyl 变换 及 Wigner 
分 布 图 数 ”Moyal* 积 


在 量子 方 学 中 坐标 与 动 攻 满足 Heisenberg 对 易 关 系 


[rpl -i {22.13) 
Weyl” 提议 可 将 此 关系 看 成 群 代数 关系 ， 引信 让 空 问 平移 算 子 
U(r,o) = ee? 22.14) 
U(r,a)r Utr,s) = 工 一 gf 《22.15) 
U(ro)p U(r,o} = pi (22. 16) 
正 由 于 平移 群生 成 所 存在 畸变 一 一 (22,14), 使 相 空 间 实 现 平移 群 投射 表示 
Uro) UV (re) = ei a (r+ ro + 6) (22.17) 


相应 于 投射 表示 的 相 因子 (2-eocycle) 是 相 空 间 非 交换 几何 的 重要 特征 .决定 量子 
动力 学 基本 结构 的 交换 关系 ,使 群 表示 论 成 为 量子 理论 的 重 此 数学 上 上 只. 

量子 物理 中 ,动力 学 变量 为 作用 子 Hilbert 空间 上 算 了 Of ,6) ,Weyl 将 算 子 
OCx ,pp) 与 相 空 间 上 函数 F( +,p) 间 建立 1-1 对 应 ,了 (7,p) 称 为 算 子 OCX, 乡 ) 的 
象征 (symbol) ,相当 了 肥 坐标 表象 算 子 在 上 尺度 范围 内 的 平均 值 ; 


f(x,p) = der + F391 Oz p17 30) (22.18) 


§22.2 量子 相 空 间 “” 现 ey| 变 措 及 Wigner 分 布 咀 数 Koyval* 积 671 - 


友之 ,由 象 征 函数 疡 z, 户 ) 可 对 应 于 算 子 


Oi (1,p) = pr Carded: dpf{r pe ime) (22.19) 
即 对 相 空 间 上 函数 f(x ,pp) 先 作 傅 里 叶 变 换 得 特性 函数 : 
xfr;z) = |drdpf (lr, pe ™ (22.20) 
再 对 特性 曙 数 作 算 子 形式 的 反 情 里 叶 变 换 得 
Ozh) = |drdax (ro)e re = drdox (ro) Urol 
(22.21 ) 


这 样 将 算 子 看 成 群 郊 素 DCr,a) 之 和 . (21.18)，(21.19) 将 相 空 s 间 国 数 与 Hiibert 

空间 算 子 相对 应 , 称 为 Weyl 变换 ,二 者 作为 向 量 空间 1-1 对 应 ,但 注意 , f(z, 户 ) 不 满 
是 通常 乘法 运算 ,而 需 用 Mevall5l * 乘积 , 即 算 子 的 有 乘积 决定 了 和 象征 函数 间 Moyal 
* 乘积 


Flrp)agtr,p) = | dae” (x + 3 | Or, pO (x,p) | x 30) 


{22.22) 


由 于 算 子 可 结合 ,这样 定义 的 象征 函数 间 Moyal* 积 必 也 可 结合 
可 对 侦 维 相 空 疗 取 复 坐标 , 记 xz=x+ip, 很 易 验证 具有 象征 1(z),w(z) 的 两 
算 子 乘积 的 象征 , 即 Moyal* 积 
(fx ge) = er” Af gs) | (22.23) 


0 
其 中 (8 ) = | 所 1 为 非 简 并 反对 称 常数 短 阵 ,相当 于 在 相 空 间 上 定义 了 辛 结 
构 , 当 六 关 0 时 Moyal* 积 是 非 交换 的 ,对 小 仇 将 上 式 展开 : 

frglz) = flz)glz) + FP (fg — afdg) + 


即 在 #8 的 一 阶 项 为 具 辛 形式 供 的 泊 松 括 弧 .并 易 证 
[本 【22.24) 
即 这 样 决定 的 * 积 关系 与 量子 化 Heisenberg 关系 等 价 . 
算 子 O, = Tg)《| 为 投射 到 态 | 四 的 投射 算 子 ,而 与 此 算 子 相应 的 象征 是 


flr,p)= 去 doe"(z 十 引 a | ot | x 56) 


= 元 de“w(rz+ 剖 o)4 (zx 一 吉 4) (22.25) 
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此 函数 常 称 为 态 | 5) 的 Wigner 分 布 函数 , Wigner 分 布 晴 数 在 量子 统计 ,基于 光学 
等 很 多 方面 得 到 广 洲 的 应 用 . 
象征 函数 在 整个 相 空 间 的 积分 


Jardpr 1,p)= 3 |drdpdae™ Cr + Do 1O rr- 20) 
二 上 
= |ardsaCa)lx 1+ 37010O1r- 可/ 


= jarkz 1D | ry = trO/ (22.26) 
且 易 证 


|azdarxg = ldrdpfs = |azapg »f (22.27) 


即 * 积 在 相 空 间 积 分 与 相 空 间 量子 化 取 迹 运算 相当 ， 
Wey| 变换 与 Moyal * 积 是 研究 非 交 换 几 何 的 -种 重要 途径 .下 节 我 们 通过 谐 
振子 体系 在 Hilbert 空间 选 定 … 组 完备 基 再 认真 分 析 . 


$ 22.3 一 维 谐 振子 ”量子 相 空 间 '5 的 相干 态 
表述 ”Fock-Bargmann 表象 


本 闻 者 重 分 析 一 维 自 由 谐振 子 体系 ,其 哈密 顿 量 


H = 万 - + 地 2 (22.28) 
正则 量子 化 
[zx,p] = i (22.29) 
这 里 为 简化 记号 , 取 雍 =1,m=1,w=1. 
令 
a = 万 (x+ ip), at = 万 (2 一 功 ) (22. 30) 
由 (22.29) 式 知 
[ua,a’]=1 (22. 31) 


选 目 伴 算 子 (self adjoint operator) 蛤 密 顿 量 百 = 请 4 rata+ 的 本 征 访 
集合 1| 2 作为 Hiibert 空间 基 矢 组 : 


§22.3 ”- 维 谐振 子 ” 景 子 相 空 间 .3 的 相 十 恋 表 述 ” ”Fock-Hargmann 表象 :573 
Hi my = E, | n) {22, 32) 
易 证 
‘Ha'l=a’, [Ha}l=- a (22.33) 


即 a ' 与 a 是 使 能 级 跃迁 + 1 的 阶梯 算 子 ,wa' 称 产 生 算 于 ,a 称 潭 没 算 子 .注意 到 
态 失 空间 有 正定 度 规 
lialn =i jaaln0 (22.34) 
即 能 量 本 利 值 有 有 下限, 并 易 证 没有 上 有限. 令 能 量 最 低 本 往 值 的 态 称 为 基态 , 记 为 
0, 它 必 满 足 
a10)=0， 脏 0 = 二 10) (22.35) 


从 基态 |0; 出 发 ,重复 应 用 算 子 e , 串 得 其 他 本 征 态 , 且 每 次 本 征 值 增加 +, 如 基态 
0 下 归 :520107 =1, 如 要 求 态 矢 | #7 也 归 一 , 则 


I = "10) (22. 36) 
wn! 


i 也 称 为 振子 数 算 于 N= a'a 的 本 征 态 集合 ， 
Ni =1lny， 70 为 整数 (22.37) 
由 对 易 关 系 (22.31}) 及 (22.36) 易 让 
aln)y=vn|n-1l) 


a ln =vntlintly (22.38) 
1x)| 正 交 归 一 ; 《有 | 了》 一 下， (22. 39 1) 
完备 : 2 adn l= 1 (22.40} 

一 让 


即 如 上 得 到 的 厄 米 算 子 六 的 本 征 态 集合 1| nn); 组 成一 维 谐振 子 体系 的 Hilbert 空 
向 的 正 变 归 一 完备 基 . 

类 做 上 节 分 析 , 为 讨论 谐振 子 体系 Heisenberg-Wey] 群 的 所 有 艺 由 不 可 芍 表 
示 :, 引 和 人 各 下 算 子 


Diz) = ee em (22,41) 
满足 
[a,D(z)] = zDD(z), fa ,D(z)) = zD(z) 
D (zaD{tz) = atz, Di(x)atD(z)= a +t (22.42) 
其 中 


D(z)= D(z) = D(- 2) 
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即 D(z) 相 当 于 算 子 a,a 的 迁移 算 子 .将 此 么 正 算 子 作 用 于 基态 |10? 上 得 标准 相 
十 态 


[Da 人 = > | ay》 (22.43) 
叶 - 必 7 


易 证 它 具 有 如 下 性 质 : 
1) 相干 态 | > 是 淹没 算 子 a 的 本 征 态 
alzy = aDtz) 0 = [afz)] 10) = xD(z) | 0 = 2| <; 
(22.44) 
由 于 a 非 白 伴 算 子 , 故 本 征 值 为 复 : 
zz 一 Try LE YY 天 0 

2) 相 十 态 | z ;是 无 穷 粒 子 数 态 的 得 加 ,在 一 维 谐振 子 Hilbert 空间 是 完备 的 ,存在 
单位 等 子 分 解 式 : 

二 | 中 z [yz1= 1 (22.45) 


其 中 dx 为 复 平面 上 面积 元 ,xz = x +iy= pe”， 
dz = drdy = pdpdy 
证 


左 = >| 4 dod 的 | Li win my 
vw Ri 


= 5) 1n) Cn 1 1 dp p” er Dy innl= 1 
因此 ,Hilbert 空间 中 任意 量 子 态 天 | 岂可 用 机 十 态 展开 
= {S21 01y) (22.46) 
其 中 


= ef(s) (22.47) 


(用 = 


让 于 | 嫩 | 区 和 | 委 1, 六 E) 为 复 变 景 这 的 整 函数 .因此 知人 尾 意 可 归 --: 态 矢 | 完全 
全 纯 畏 数 六 z) 决 定 , 而 由 全 纯 蝎 数 特 性 知 , 仪 需 知道 = 在 其 区 大 系列 点; 上 
值 ,而 此 系列 有 极限 点 ,就 能 完全 确定 此 全 纯 函 数 . 因此 整个 复 平 而 > 的 相干 态 
上 ?| 是 过 完备 , 且 各 相干 态 线性 相关 


1 = | 1 


相互 非 正 交 


$22.3 一 维 谐振 子 ”量子 相 空 间 .3 的 相 下 态 表 述 ”Jock-Bargnann 表象 875 + 


(Elz) = OF DD 0 = ed et (22.48) 

即 
| (Fa) | =e rt (22 .49) 
处 处 非 零 . 因此 用 相干 态 栖 系 展 目 吕 达 式 非 惟 .相干 态 体系 1 | xz)!; 是 过 完备 . 非 


3) 相 十 态 |z) 是 最 接近 经 典 态 的 其 子 态 . 芋 子 态 存 在 Heisenberg 测 不 准 关 系 


站 AP 写 - A = (zy 一 (xr) )2, Ap ~ (pp) - (pi)3 


a 

元 ， 

(22. 50) 

前 相 寺 态 =;* 是 其 件 质 尺 可 能 接近 经 典 态 的 量子 态 , 相 当 于 在 上 式 中 三 符 叶 取 等 
条, 相 十 态 的 组 成 相当 于 量子 化 过 程 的 完备 化 . 

在 $22.5 我 们 将 进一步 利用 群 表 示 论 引入 推广 的 相 下 态 ,也 存在 上 述 . 王 特 

相 十 态 体 系 ||z;! 过 完备 , 即 存在 六 体系 就 可 组 成 完备 集 . 例如 令 + 仪 取 半 答 

"的 圆周 上 的 值 , || z》= | re*)i 即 串 组 成 完备 基 , 所 有 人 能量 本 征 念 | n\ 

(xn 为 非 负 整 数 ) 均 可 表示 为 


2 2 
in =| 52e | re yr "er {22.51) 
0 


而 任意 态 均 可 用 它们 展开 . 类似 令 > 仅 取 实 轴 上 值 也 可 组 成 完备 基 . HH 它们 都 是 
过 完备 基 . 
相 十 态 集合 || x》| 过 完备 , 即 存 在 子 集合 1| z, ;| 是 完备 的 .可 有 不 同方 案 选 完 
备 了 于 集 , 下面 着 重 分 析 ix, | 形成 复 x 面 上 正则 点 阵 情 况 , 即 
Ze = os = 十 Hw (22. 32) 


其 中 m 与 w; 线性 独立 ,Im( ww ) 关 0, m,n 为 任意 整数 . 此 正则 点 阵 的 基本 元 
胞 面积 为 S ,出 可 以 证 明 [ 说 Perelormov* ) 
1) 如 S<x, 则 体系 ||z,, )i 过 完备 . 
2) 如 SS>r, 则 体系 |) 不 完备 . 
3) 如 S=x, 体 系 完备 , 且 如 移 去 一 态 失 ,体系 仍 保 持 为 完备 ,但 如 移 去 随访 失 , 则 
不 完 

注意 复 zx 面 与 经 典 (>, 户 ) 相 空间 对 应 ,而 积 为 x 的 > 面 , 即 而 积 为 2xh 的 相 
空间 Planck 原 乳 ,以 上 结果 表明 ,在 相 空间 ,每 Planck 原 胞 有 一 个 状态 的 密度 是 完 
省 的 . 

当 S=r, 即 当 每 Planck 原 胞 选 一 个 相 十 态 ,然后 去 掉 在 原点 的 真空 态 107 ,得 
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一 最 小 的 完备 子 集 ;| z,, ;i ,可 将 真空 态 10) 按 基 矢 组 ) | z,, /|i 展开, 亲 得 集合 
i zm? 所 有 态 间 一 线性 关系 . 

在 通常 坐标 或 动量 表象 , 态 矢 波 丽 数 由 三 《了 | 间或 人 ( 户 ) 一人 | 区 入 为 复 
前 数 ,但 - 般 非 整 申 数 .而 当 有 末 用 相 十 态 表象 ,如 (22.47) 所 示 , F(x) 为 整 函 数 , 采 
用 整 明 数 来 实现 量子 态 称 Bargmann 表象 ,在 此 表象 利用 解析 整 旺 数理 论 .可 使 许 
多 问题 简化 . 可 将 (22.47) 式 中 由 一 化 因子 e “吸收 全 积分 测度 里 ,把 整 蝴 数 
元 作为 正 交 完备 基 的 空间 称 为 Bargmann 空间 . 

对 任意 相干 态 体 系 均 可 没 法 引入 这 种 表象 . 现 仍 以 一 维 谐振 子 为 例 ,通常 将 其 
能 量 本 征 态 表象 称 为 粒子 数 表象 ,或 Fock 表象 .在 Fock 空间 任意 可 归 - -人 态 和 拓 | 风 )》 
可 表示 为 


1g) = YC, 1n,, pl = > lc,l =1 
山 nl 


(xz| 0 = el yz) (22. 53】 
其 中 
blz) = Peaus(z), ul(z) = {22.54) 
nl 
或 引信 约 化 相 十 态 {reduced coherent state) , 记 为 
, a » 1 证 
1xz)=e = [22.55) 
而 标准 相 十 态 
jzy =e” 00 二 (22. 56) 
易 证 约 化 相干 态 ! z) 仍 为 a 的 本 征 值 为 z 的 本 征 态 
和 sz) 一 |》 (22.57) 
所 满足 
过 完备 ; 
[du (2) | zjt=z |= 1, dz) = 上 四 de {22.58) 
非 正 交 . 
[zz 一 es ~ Klz,z’) (22.59) 


| z )= [delz) | xz)(z lz ) = |dn(s)gGs 一 > ) 1 zy) (22.00) 


$22.3 一 维 谐振 了 量子 相 空 间 的 柑 十 态 表 述 Feock-Pargrnann 表象 ， 8677 ， 


本 


aksiits Iz ) -F(z—-2z)]=0 
FF 式 表 {zz )=e** 作用 于 bBargmann 表象 上 类 似 Dirac 5 阴 数 . 
忆 态 矢 | 必 在 Bargmann 表象 的 波 蝴 数 为 
pla) tz | yy) (22.61) 
而 算 子 as ' ,a 对 其 作用 可 所 为 
(a wr) la 1 二 
(es 1 = Ez) (22.62) 
在 Fock 空间 上 任意 有 界 算 子 上 = Ate ,cei 为 we 与 a 的 多 项 式 ,利用 (22.58) 式 可 
将 它 对 Bargmann 表示 的 作用 记 为 
(A Al yg- du(z A(z, yl) (22.63) 
其 中 
A(z,z)= {rz|Al2’) (22.641 
称 为 算 子 A 的 象征 (swnbol) , 基 算 了 站 对 Bargmann 表示 波 明 数 作 用 的 积分 算 子 
核 .而 两 算 子 积 的 象征 为 各 算 子 象 征 的 卷 积 , 称 为 Moyal* 积 : 
(AB)(z,2) = (xz|ABIx:’)= [dp A(z ,ad Bm, x’) 
={ABIlz,zr) {22.63) 
Fock 空间 中 任意 算 了 A=A(ta,a') 可 表示 为 


Ee > | mA nl A, = (1m 1 4 72) 
mr 人们 
其 在 Bargmann 表象 的 象征 
(z| Alxz')= > (z | plm | Altnl| ze’)= > un (2 A ) 
mn mn = 
= 人 A(z,2) (22.66) 
其 中 
一 - 2 
HE = 了 
满足 
【zs san = [da Ca) a, (x) uz) = 6 (22.67) 


由 (22.66) 式 看 出 , 算 子 A 的 Weyl 象征 A(z,x ) 是 算 子 A 存 Fock 表示 的 矩阵 元 
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= 1 有 A 0) 的 生成 胃 数 (generating funetion). 
注意 到 在 Bargmann 表象 , 基 矢 明 数 均 为 向 明 数 , 故 仅 需 注意 算 子 的 对 骨 韶 征 
A(t,t) = (tA) (22.68) 
利用 整 函数 特性 ,不 对 第 象征 可 由 对 角 象 征 导 出 , 即 注意 到 (?|418) 为 相对 了 解 
析 , 相 对 了 反 解 析 , 旷 
e HAC EE) =) (22.69) 
由 此 式 看 出 , 非 对 角 和 象征 (8 生态 可 出 对 角 象 征 A(5 ,5) 导 出 . 
本 节 最 后 介绍 算 子 在 相 十 态 表 象 的 三 种 表示 (PP 象征 ,QQ 象征 ,Weyl 象征 ). 
护 以 一 绯 谐振 子 为 例 , 其 Hilbert 空间 可 采用 Fock 宗 间 表示 ,以 粒子 数 本 入 态 舌 
1 天 图 基 底 , 其 上 右 界 算 椰 


ET 


及 二 Ala,a') 
可 表 为 a 本 .的 多 项 式 . 当 采 用 相干 态 表象 ,相干 态 
| 2) = ea | z) 
满足 过 宛 备 非 正 交 关 系 ( 如 (22.S8),(22.59) ,或 (122.45),(22.49) 蕊 ). 关于 算 子 
4 的 象征 ,通常 有 -= 种 表示 : 
]) 忆 象征 P, (3,x) 


~ ， 2 
A= [dz)P (zr.z) | 2) (ze 1=- EA lar} {22.70) 


例如 算 子 六 在 Fock 表象 采用 反正 规 序 


且 = YA a” (22.71) 
则 
PP (有 Ex) = DA (22.72) 
2) 总 象征 1z yz) 
QalE,2) = (| Al zy = Kgzz)fz 1 Alz) (22.73) 
当 算 子 4 在 Fock 空间 已 采用 正规 序 
A= MA,a' "a (22.74) 
则 
QalE,z) = VA, 2" (22.75) 


易 证 


$22.3 ”- 纵 谐振 子 ”量子 相 空 间 .:3 的 相干 态 表 述 ”Fock-Bargmann 表象 :679 ， 


Ql) = | EP tz 1 1a) = {de plE,t) 
{22.76) 


即 几 算 子 的 疡 象征 乘 以 单位 算 子 可 得 作用 于 Hilbert 空间 上 算 子 A, 而 由 算 子 A 
取 相 下 念 对 前 短 阵 元 可 得 算 子 的 忆 宜生 
p—A—*Q 

算 子 4 为 有 界 算 了 (为 a,a' 的 多 项 式 ) 的 必要 条 件 明 Qs 为 有 界 ,而 充分 条 件 是 
PP 为 有 界 . 

这 里 注意 ,由 十 相 二 态 过 完备 , 算 子 A 的 王 象征 常 非 惟一 ,在 某 些 情况 下 甚至 
不 存在 ,而 算 子 A 的 @@ 象征 是 惟一 的 . 

有 时 还 采用 上 节 对 量子 相 空 间 的 处 理 , 引 入 第 三 种 象征 ， 
3) Weyl 象征 你 ,fz) 

相当 十 上 节 (22.19) ~(22.21) 式 分 析 


A= [SD exalt) = | Ske yal&) (22.77) 
Watlzr) = | dber y(t) (22.78) 
其 中 
本 全 六 一席 
Xa( 4d) = | 和 oe "Watlz) (22, 79) 


称 为 算 子 A 的 特性 函数 ,由 它 可 完全 决定 算 子 A. 而 W(z) 称 为 算 子 和 A 的 Weyl 
象征 ,注意 到 (zy 一 zb) 为 纯 虚 , 故 Wa (xz) 与 ysfz) 间 为 通常 富 氏 变换 , 算 子 A 与 
其 Wey!l 象征 W,(z) 间 1-1 对 应 
六 — W,(z) 
算 子 的 Weyl 对 应 规则 相当 于 算 子 的 一 种 玉 eyl] 编 序 , 称 为 对 称 序 ,经 典 相 空 
间 肯 数 or 大 对 应 的 量子 力学 算 子 对 称 序 取 


] m im 1 ~ ~ ~ 
(3) 2 mn 2 (22.80) 
类 似 在 Fock 空间 , 当 算 子 A 取 对 称 序 
A= DAY, at (22.81) 


mm ! 
a Dy Te rar (22.82) 
一 他 


(二 
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则 相应 地 算 子 A 的 Weyi 象征 


Walz) = MAY ,ez {22.83) 


$ 22.4 样 的 陪 集 表示 与 推广 的 由 十 态 
模糊 球 Ss 的 矩阵 表示 


二 两 节 分 析 量 子 相 空间 几何 ,出 于 量子 化 , 相 空 间 举 标 xz ,pp 不 可 交换 ,形成 非 
艾 换 相 空 问 .其 上 观察 量 算 了 形成 不 可 交换 Heisenberg 代数 ,中 组 成 
Fieiscnberg-Weyl 群 , 几 群 表示 论 方 法 ,由利 几 相 干 态 来 实现 Weyl 群 不 可 约 表 人 页. 
下 如 相 空 间 为 H-W 群 流 形 的 陪 集 论 间 , 各 种 量子 力学 体系 的 Hilber 空间 岁 为 各 
种 量子 动 几 学 群 流 形 的 陪 集 空间 ,本 节 我 们 将 普 重 分 析 大 家 熟悉 的 三 维 空间 转动 
群 相关 的 号 旋 相 王 态 .利用 自 旋 相干 态 分 析 2 维 球 面 

S = SU (2)A(1) (22.84) 


的 非 当 换 歇 安 ,分 析 模 糊 球 5S3 的 几何 . 上 式 表明 S? 为 SUI{2) 群 作用 的 陪 集 空间 ， 
可 在 其 上 实现 SL(2) 群 的 相 十 态 表 示 . SU(2) 群 流 形 G 可 用 : 维 乏 下 矩阵 空 现 


= ae (22.85) 


其 于 如 =| -与 U1) 群 同 构 


为 对 群 6 的 表示 盾 阵 进行 遍 斯 分 解 ,可 将 G = SU(2) 向 入 在 复 化 群 G' = SL 
(2,°); 


_ ‘ [a Ba | 
SL{(2, 7%) = 1 = .detg = 1r (22. 86) 
7 日 。 
可 对 SLC2 站 作 高 斯 分 解 ; 
时 
一 一 时 | 月 一 pb， 号 _ 和 汪 Pa pb (22.87) 
7 个 
其 中 
eh 
1 一 | 站 一 | ， < 一 
“性 1) | 0 ce 和 | 


§22.4 ” 群 的 陪 集 表 示 与 推广 的 相 丁 态 ”模糊 球 55 的 什 阵 表示 “68] ， 


其 中 上 ( 下) 三角 和 矩阵 群 


d' 0 
i 二 {22.89) 
1 |) 


$1! 
B.= | 5- 1 ， | = ， 
0 分 


为 CG" 的 最 大 可 解 (solvable) 子 群 , 称 上 (下 )Borel 群 ,而 Z,， = ix: 1 称 台 的 最 大 等 
和 零 (nilpotcnt) 子 群 .而 群 GY 相对 其 Borel 子 群 也 -的 陪 集 


xX,= GB -XxX =- GB, (22.90) 
同 构 于 复 平 向 .利用 表示 的 芭 正 性 易 证 
eg 人 +igfg) | (22.91) 


由 于 高 斯 分 解 是 惟 一 的 , 群 G 对 其 , (对 外 -可 类 柱 分 析 ) 的 作用 很 易 由 高 斯 分 解 
得 到 


| 2111 | a art Bi | 
BF. 二 | | = = 
yy HO 11 ly XE+8) 
即 准 元 g = [ 引起 辽 集 空间 X， 的 变换 
gt = {tat tAB(yE + eo) (22.92) 


注意 此 变换 仅 含 a,8,7Y,3,| 作 不 含 其 复 其 思 , 故 为 复 变 量 & 的 解析 变 措 ,可 厅 助 解 


陪 集 空间 
CHS ~ KR. Ul%l| (22.93) 
此 空间 中 任意 元 素 均 可 用 3 维 单位 矢量 
n= (sindcoseg ,sindsing ,cosd) (22.94) 


表 小 .矢量 6 与 轴 及 n 撩 冬 自 , 将 空间 线 轴 5 转动 8 角 可 将 沿 z 轴 单 位 矢量 n. 
转 为 n 矢 ,转动 矩 阵 叮 写 为 

0 ne 
| 0 na 
Ha 一 exp 上 总 (- SI + cosgaz ) | = 


[sm ee” cos 5 | 
1 | 1 &| 0 
一 一 一 这 一 总 一 一 区 人 
VII 上 下 » lm 2.95) 


复 参 数 5 相当 于 对 球面 上 点 作 极 射 投影 ,建立 球面 与 复 平面 间 共 形 问 构 对 应 ,使 
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对 球面 9” 引入 复 坐标 , S 一 cp 为 一 维 复 流 
撒 , 是 SU{2) 群 作用 的 齐 性 空间 , 和 语 利 用 
SU(2) 群 的 双 正 不 可 约 表示 T(tg) 建 立 障 集 
5? 的 相干 态 表 示 , 称 和 白 旋 相 十 态 . 
SUI2) 群 的 生成 元 , sus 李 代 数 的 基底 
i 上 i 满足 
[os | = ll. (22.96) 


今 
" 1.= ,+j, 
1 上 对 易 关 系 可 表 为 
[J] = 土方 ， [= 2 
(22.97) 
而 Casimir 算 子 


PF THT TO Tht 1) (22.9%) 
由 群 表示 论 知 SU(2) 群 的 任意 么 正 不 可 约 表 示 T(g) 可 用 半 整 数 ; 标志 
T(g) = P(g), dimP = 2 +1 

可 用 相互 对 易 的 (J? ,J.) 的 共同 本 生态 |j ,wo 作为 表示 T(g) 的 表示 空间 基底 

jl = | jn), Tp =) jp (22.99) 

ty 

张 战 SU(2) 群 (27 + 1) 维 不 可 约 表示 Hilbert 空间 %#' 的 基底 . 而 /起 阶 标 算 子 作 
用 


Dj = tnt pn ntl) (22. 100) 
JAVA 
即 
JJ 一 六 = 站 
可 得 
1 jp = (oy yj, 7) (22.101) 


选 | 而 ;后 六 为 {27 1 1) 维 表示 % 中 某 固定 矢 基 ,通过 转动 矩阵 全 《gp ) 作 用 
得 自 旋 相干 态 
[n= Tg) ld, P(gs) = es!, Ox 


$22.4 和 群 的 陪 集 表示 与 扒 广 的 要 十 态 ” 模 崩 球 5S; 的 矩阵 表示 ，683 ， 


其 中 77 (g,) 为 作用 在 陪 集 空间 S*: 上 迁移 给 阵 , 按 上 节 记 号 也 语 记 为 
Din} = Plg,) 二 ely (22.102) 


满足 
万 (下 | 万 (9 ) = 门 (下 .Jexp1ja( Pi {22, £03) 

其 中 A(ni ,n,n ) 为 球面 S$: 土 以 ,#2 ,4 为 质点 的 测 地 三 角形 的 面积 . 

可 选任 意 矢量 1;, x) 作为 固定 矢量 | 各 六 所 得 相干 态 相互 等 价 .但 是 取 j= 
二 7 的 最 遍 ( 低 } 权 矢 ,Casimif 算 子 J 的 色散 《A 最 小 , 故 由 |j ,+ 7) 决定 的 相干 
态 体 系 是 最 稳定 的 相干 念 .以 下 选 | yo) = |, -y) 作 为 固定 基 矢 ,分 析 
ln = Tig) jo = TO TT ) 1, 1 = ENT(z,) 1 ,7 
其 中 NN 为 妇 一 因子 . 即 选 归 - 相 丁 态 

[从 二 NT 
其 中 | 切记 约 化 相干 态 
| 区 = Ti 


一 ~ (27 jl > yl 。 ， 
3 (5 -一 Sj (22, 104) 


一 TB (22. 105} 
即 


| 只 = 人 (7 


二 (27)1! 3 Tita 
u,(&) = [GT (1 +i 二 12 全 (22. 106) 


利用 球面 的 极 射 投影 5= - tan 了 e * ,上 式 也 可 记 为 


| ECO, PP = Du (0,¢) lp 


此 一 
一 1 3 | 0 7+ 8 -pr ta) 
和 (DG 这 Sn (oT) “et 
= di (Pe (22. 107) 


1) 相 十 态 |1 5 是 局 域 自 旋 本 征 态 , 故 称 自 旋 相干 态 . 
由 于 .jj ,一 j= 一 了 17, 一 了 ,而 
DinjJ Din) = 下 -= 了 
J 1 =-71 8 (22. 108) 
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注意 相干 态 | 经 不 再 是 固定 基 "淹没 算 子 ”7 的 本 征 态 , 贞 (22.106) 式 易 计 
Tl er = 0-4.) 1 8) 


ler= 1} 【22. 109 
在 S -上 作 点 导 = 引 op 可 取 活 动 标 架 局 域 基 
1. = smdeosgl, 1 sindsingl, + cosd. 
一 singter oj + es t ousd). 
eq 了 cosg(e 二 eain 全 . 
e， 二 2:(e -er ) {22. 110) 
1 ,ese, 1 组 成 $: 各 点 局 域 活动 标 架 ,ey.e。 足球 商 各 点 幼 场 的 局 域 基 
tere, E JS ), 而 J (SS) 
由 (we,) 可 组 成 
。 > 上 Ti .2 rts 。 
6 二 66 tie, eg 5 j. sin Ie Ti- sna (22.111) 
易 证 
e | 人 一 (22.112) 


即 相干 态 | 妇 为 最 稳定 的 局 域 上 基态. 
2) 相干 仿 | 区 是 Hilbert 空间 和 的 (27 + 1 个 态 的 营 训 ,满足 过 完备 . 非 焉 交 条 件 
+ 1 dt 


J (DOG, dah) = sy (22.113) 
(CELE = (+I ELD) (E+ EY) (+) (22.114) 

3) 相 王 态 | 由 是 使 Casimir 算 子 具 最 小 色散 的 稳定 态 ,满足 
CT+25 EI)l t=0 (22.115) 
CA) = + =) (22. 116) 


下 向 分 析 模 糊 球 S;, 它 是 通常 2 维 球 而 的 和 月 治 地 崎 变 , 其 上 明 数 代数 
及 = ALS5) 由 S2 的 互 不 变换 “ 举 标 ”| zx, 1 本 成 ,它们 满足 卜 面 关系 ; 


[zr = EL, vi 1 =p (22. 117) 


常 参数 六 标志 坐标 的 不 可 父 换 忻 ,r 表示 3 个 坐标 非 线性 独立 ， 存在 一 平方 约束 闫 
系 ,使 整个 模糊 款 $5 存在 SO3) 转 动 对 称 性 . ; 相当 于 模糊 球 S52 的 半径 ,注意 出 
坐标 iz | 生成 的 模糊 球 代数 4 = A(S2) 为 不 可 交换 代数 . 


$22,4 群 的 陪 集 表示 与 崔 ) 的 相 二 态 模糊 球 Ss 的 秆 阵 表 不 * 085 ， 


如 何 对 非 交 换 几 何 Ss 引入 类 似 于 通常 微分 几何 中 切 场 .微分 形式 等 概念 ,我 
们 熟悉 通常 流 形 好 上 和 丫 旺 从 区 MD 的 截面 集合 是 无穷 维 癌 晨 空 间 , 癌 着 共 人 箱 意 
截面 VC7)E MD) 习 以 M 上 任意 函数 x 所 六 MD)( 逐 点 莱 ) 仍 为 一 玲 耐 , 即 向 
景 从 截面 集合 是 模 . 如果 向 量 从 1M) 是 流 形 M 上 NN 秩 平 责 处 
IM Mr 
则 向 量具 上 AD) 称 为 自 i module) ,这 时 (MD) 的 截面 集合 同 构 于 所 MD) ， 
每 截面 可 用 N 个 函数 六 (x) 表示 .存在 Serre-Swan 定理 : 什 意向 量 从 都 能 砍 人 在 
高 秩 平 庸 处 中 ， 大 ea module), 地 群 流 形 均 为 可 平行 化 芒 形 , 共 
历 从 为 白 由 和 模 , 而 5S 流 形 不 是 可 平行 化 济 形 ,S 于 没有 处 处 下 零 的 切 向 最 场 . 切 
场 集合 非 月 出 模 , 仅 为 投射 模 . 5’ 流 展 为 SL{2) 群 作用 的 章 性 陪 集 空间 ,可 将 Si 
的 切 雪 上 典 入 在 SU(2) 切 其 中 ,作为 其 投射 从 进行 研究 ,可 通过 SU(2) 相 十 态 来 实 
现 S” 上 活动 标 架 表示 . 
模糊 球 代数 A{S4) 为 不 可 交换 可 结合 代数 ,作用 于 代数 A 上 的 线 忻 算 子 6: 
A 一 点 ,如 满足 Leibniz 规则 : 
人 Ce 一 【Be + adys (22.118}) 
由 称 全 为 代数 A 的 导 了 (fderivativc) ,用 Der{ S93} 表示 代数 AS 的 所 有 导 子 集 
合 , 易 让 导 子 的 邓 易 子 仍 为 导 子 , 即 导 子 集合 形成 李 代 数 ， 
由 于 代数 A=AtSs) 不 可 交换 ,4 中 任意 拒 素 aEA4 ,由 
ud = [a,A] (22.119) 
定义 的 4 上 线性 算 子 ad, 满足 Leibniz 规则 ， 
ad, € Der(S;) 
称 为 代数 A 的 内 导 子 .不 能 由 (22.119) 方 式 定 义 的 时 子 称 为 外 导 子 . 
异 糊 球 代数 44 5s) 的 生成 元 i.x, | 满足 (22.117) 式 ,可 引信 代数 4 的 内 导 子 


Er 一 ad, 人 


eA = 0] (22. 120) 
易 证 它们 满足 
[ee = ie (‘22.121) 
此 关系 与 su2 李 代 数 1J | 间 关 系 (22.96) 同 构 . |e | 称 为 4(39) 上 上 让 时 了 的 局 吉 
基 , 吕 如 (22.1100) 选 1 ,ej ,e, | 为 局 域 活 动 标 架 . 
下 面 利 用 SU{2) 群 的 所 有 么 上 玉 不 可 约 表 示 来 实现 模糊 球 代数 AtS;) |- 导 子 
的 相 下 态 表示 .证 意 非 交换 代数 A(S3) 与 通常 交 撞 代数 A(S?) 作 为 线性 空间 相互 
同 构 , 仅 乘法 规则 不 同 . 选 球面 上 球 谐 孙 数 vy (8,g)(0 坟 1 < 站 作为 基 薄 数 ,利用 
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相 十 态 的 单位 分 解 式 (22.113) ,可 得 作用 于 Hilbert 空间 #， 上 线 翌 算 子 


六 = 所 < 人 doy CO,¢) 1187,p)t8 gp) 1 dQ = singdbgde 
(22.122) 
可 取 算 子 Yi 在 六 的 基 矢 组 {1;, 31 间 知 阵 元 , 即 取 算 子 YY 在 Hiibert 空间 好 
的 智 阵 表 示 
(YH), = Gl Yh 1j,vy = a Dv21+1 " 
HR My, 
(22, 123) 
| 为 Wigner 3; 符号 ,而 
[a1 Wi pia, 
1 | 4 
i 7 (27 +1) 
wD Yt CD (Gry) 
(22.124) 


注意 到 
(21 + 1)= (2 +1) 


这 样 我 们 用 (2; + 1) x (27 + 1) 拓 阵 ( YY ) 来 实现 作用 于 Hilbert 空间 多 上 
(27 + 1)? 个 线性 算 子 Yi(m= 一 1 ,1;! =0,…,j). 

上 面 我 们 利用 球 谐 耳 数组 | y, (8,p)! 作 为 算 子 Y! 的 P 象征 ,由 它 待 到 作用 
于 罗 上 的 基本 线性 算 子 组 iY |. 下面 进 一 步 可 求 此 算 子 在 相干 态 表象 中 对 角 短 
阵 元 ,得 到 相应 算 子 Yi 的 己 象 征 


(O09) = 《Oo | 人 1608,p) 
= Yt “jdote'， pymlO ,gp EO, Pp) 8 人 EC) 
= sl0ug) (22. 125) 


即 算 子 的 中 象征 W969,9) 与 象征 (9,g) 可 差 常 系数 线性 因子 
(22.123) 式 实现 算 子 Y; 的 矩阵 表示 ,利用 算 子 的 矩阵 表示 ,可 得 算 子 的 乘法 
规则 . 可 利用 算 子 的 乘积 的 象征 决定 算 子 象征 间 Moyal x 积 ， 


3 (0.09) = (€(0,9) | 区 Y3, 1 €(0, 9)) 


= ang ,yg Yel0, pg) | 4 1 0,¢)). 


#22.4 群 的 障 集 表 示 与 推 / 的 相 十 态 ”模糊 球 55 的 矩阵 表示 :687 ， 


《8 | Ya, EC9,9)) 


= > ， 【一 1 Qi, car 21 十 |). 


dr 

1 ll, 
1) 人 (22.126} 
了 了 


1 加 a , 
? 抽 Racah 6; 符 避 .下 面 我 们 对 算 子 Y, 选 Weyl 象征 


上 
其 中 4 
J 
Yo(0,9) = uitv, (0,¢) (22 127) 
则 算 子 Y 的 Weyl 象征 到 (8,g) 同 Movyal * 积 为 
Yh x YS (0.9) = (1D207(27+1) 


“7 了 Hf ty {| 
| 4 AY, (8, 9) (22. 128) 
pm ny a | 了 了 


这 样 建立 了 模糊 款 S3 上 不 可 变换 代数 4(05S3) 间 乘法 规则 , 且 可 利用 Moyal* 积 的 
对 易 子 ,引入 作用 于 A(S2) 上 的 内 导 子 i a=+ ,一 | 


三 > 
LLY, (0,p) = DY + Dy ,YO,p) (22.129) 


四 (22.128) 式 串 算得 
J YB,.g)=v (tim+l( rm) Yu (0d, 9p) (22. 130) 
的) = mY (0,¢) 
我 们 知道 自 旋 相干 态 为 局 域 自 旋 J, 的 本 征 态 . (22.110) 式 用 iJ, ,es,e, | 组 成 
局 域 活动 标 架 , 这 时 法 矢 与 表示 空间 3 的 自 旋 指 标 ; 相关 
J slB, Pp)? = -i YO, wp)) 
使 与 4(S 引 中 所 有 算 子 Y 相对 易 . 
2 维 球面 S* 切 从 非 自 由 模 , 当 将 陪 集 空间 S = GIH 提升 嵌入 到 群 流 形 ， 
1 ,J.| 与 1e, ,J,! 形 成 在 SU(2) 群 流 形 上 左右 作用 标 架 算 子 .引信 SU{2) 群 流 形 
上 含 3 个 欧 勒 角 的 D 函数 ,ie, ,J | 为 活动 标 架 右 作 用 算 子 
er DaalasBsy) = (tut lt tn)D, (a,B,y) (22.131) 
TD Ca Br) = pe, (a,B,Y) 


这 里 我 们 虽 将 右 作 用 算 子 写 在 DD 果 数 的 正 边 , 介 它 仅 作 用 在 D 函数 的 右 下 指标 . 
利用 Moyal * 积 ,可 将 上 两 式 写成 作用 于 DD 象征 上 的 内 导 子 
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eDow = (Dn. Do I Ht + TD ge ,1 ] (22.132) 


模糊 球 S? 有 两 独立 自由 度 ,一 般 叮 选 活动 标 崎 中 x ,为 模糊 球 S; 上 两 独立 局 域 
坐标 ,注意 到 


e_ led,m) = 0, ev tp = (22. 133) 
即 xz. 均 有 零 模 ,无 相应 的 首 算 子 .但 对 Hilbert 空间 多 中 任意 态 矢 .在 + 作用 后 ， 
Yr_ ,有 北 , 即 存 存 算 子 
T = -= ， 了 一 二 (22.134) 
yr} I 1 
易 让 
Tj = yj, -41 — 0,.,) 
Tip = p11(1-8.,) 【22. 135) 
岂 


TT=1-1 六 疙 = -P 


TT=1-1j,—2,.-jI=1- PP, (22., 136)} 
二 是 可 让 
TTT = 了 了 TJTT = 了 {22. 137) 


了 与 了 称 为 Toeplitz 算 子 ,它们 在 组 成 类 绝 子 解 时 起 重要 作用 . 


$22.5 磁场 中 电子 气体 ” 磁 平 移 
位 Brillouin 区 ”IQHE 的 拓扑 理论 


2 维 平面 自由 电子 气体 ,在 垂直 平面 方向 加 外 磁场 B. 低温 强 磁场 ,电子 白族 
白 出 度 被 冻结 . 正如 22.1 例 206) 一 9) 分析, 选 对 称 规范 


A = Br (22. 138) 
KK， 二 -一 元 By， NX, = - i, + Br (22. 139) 
引入 无 量 纲 的 复 坐 标 
z= rtiy)v2ls, = Cr- iv)? (22.140) 
及 万 为 顾 米 共 堪 的 算 子 
= 1 司 1 一 1 加 _ 品 lpi qd | 
2 二 万 (+ 0) | = 5 人 9}, ] 王 部 = 关 (总 i 


\22.141) 
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满足 
[aa']=1 (22. 142) 
于 是 体系 哈密 怖 量 
H = = 4 = 和 (fate + 本 ) (22.143) 
选 基 访 站) 满足 :a10)=0,i:0:0)=1 
1 _ 1 了 配 1 
: M2 二 i 和 | DO; 
Hin)y=E,1n), FE, = hw (n+ 5) (22.144) 


能 级 取 离 散 值 , 称 Landau 能 级 . 

在 均匀 磁场 ,体系 有 具有 平移 对 称 人 性 , 故 Landau 能 级 无 穷 简 并 . 为 分 析 Landanu 
能 弘 的 简 并 性 , 需 分 析 与 哈密 顿 量 万 交换 的 算 子 ,可 引 人 与 x 复 共 四 的 磁 平 移 算 
FP 


P=P- ‘4, r= P+ (22,145) 
易 证 
x,P]=0 [IH,P]=0 
[PP = -rr ]= 沁 多 (22.146) 
在 对 称 规范 (22.138), 相 当 于 选 电 子 回旋 轨道 中 心 坐 标 
Cp __r 
zu = 了 一 nr- = (22.147) 
" 
[xosyu] 二 ， = ii? (22.148) 


即 422. 10). 罗 道中 心 坐标 与 五 对 易 正 体现 了 体系 的 空间 均匀 性 .可 将 它们 重新 给 
合用 无 量 纲 复 参数 表示 为 


p = (2 410), b= 方 (= 一 司 (22 .149) 
满足 
[pp j=1t, [pHI= [人 五] =0 (22. 150} 


平面 角 动 量 算 子 
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T= irod, = bb -aa 
与 五 对 易 ,可 选 它们 前 共同 态 . 基 态 满足 
al0 = pl0= 0, 010 1 


的 解 
Walz) = Le 2 (22.151) 
A 
, 一 - 有 a 出 一 nl ef 加 和 Je (22 152) 
RD Nan tl 和 


其 中 上 Li (xz) 为 推广 的 Laguerre 才 项 式 . 1320 + nn 宇 0. 对 于 无 窍 大 样 总 ,对 干 固 
定 的 Landau 能 级 ,相对 角 动 量 5" 的 激发 ,为 无 良 简 并 ,而 单位 面积 的 简 并 度 
B i 
da = he 7 2 
汪 样 品 的 面积 为 S ,通过 样 晤 的 总 磁 通 下 = B85 ,这 时 该 样 肯 Landau 能 级 的 总 简 王 
度 为 


(22.153) 


Ny, = 2 = Bly, (22.154) 


其 中 go = 代称 倍 通 景 子 ， 

下 向 分 析 Hail 效应 ,如 图 22.2 所 示 一 块 ( 半 ) 导 体 样 品 ,在 z 方向 加 磁场 ,在 
一 了 工 方向 如 电场 户 , ,使 电子 ( 民 电 敬一 ce 之 0) 消 x 方向 运动 ,速度 为 wv, 电 于 还 受 
Lorenitz 力 


F=-e(E+ TvxB) 


图 22.2 


带 负 荷 的 电子 将 向 正 y 轴 运 动 ,使 正 负电 荷 分 别 在 样品 边缘 维 积 ,最 后 会 建立 稳 
定 状态 便 * 方向 产生 电势 差 V ,产生 电场 ,>0. 达 到 稳 态 时 ,FF,=0, 上 ,一 8， 


设 样品 单 人 体积 的 电子 数 为 2 , 则 样品 电流 密度 


了 =-— ndew = oF, + oF, (22.155) 
故 样品 模 襄 电导 这 
J HGer 
— 二 工 一 一 -一 一 -一 27 
ah 二 天 让 (22.156) 


这 现象 1879 年 被 Hall 发 现 , 称 H 旨 效应 .如 样 曲 {半导体} 中 载 流 子 带 目 电荷 , 则 
样品 两 侧 电 势 差 V 改 号 ,Hall 电导 率 =,. 改 号 .故常 利用 Hall 效 应 判断 半导体 的 类 
型 . 

电子 气体 为 费 米 子 , 服 从 费 米 统计 ,电子 先后 据 最 低能 级 ,在 低 光 工 =0 时 , 电 
子 从 最 低能 级 直 填 到 费 六 能 级 FE ,在 EE; 以 下 各 能 级 均 被 填 满 . 

当 外 加 强 磁 场 ,电子 能 级 分 裂 , 设 样 筷 面积 为 $ ,每 Landau 能 级 的 简 并 度 为 


5S _ eBs 
一 5 一 一 22. 本 
9 【22. 157) 


中 = HS 为 通过 样品 的 总 磁 通 .go = 代为 撤 通 关子 . 击 样 咒 中 由 出 电 了 总 数 N 
N65, 这么 营 电 于 可 填充 Landau 能 级 数 


NN ne ‘3 
kb 二 N, op {022,158) 


称 为 Landau 能 级 填 侈 因子 . 当 增 蝇 磁场 时 ,每 Landau 能 级 简 并 度 增 大 . 赴 充 因子 
减 小 .而 出 (22.156) 式 知 Hall 电导 净 ( 不 计 负 号 } 岂 随 之 减 小 ,可 表 水 为 


0 = = (22. 159) 
妇 Hall 电导 会 随 着 填充 内 季 成 比例 下 降 . 

1980 年 Kiitzing * 任 MOS 电 效 应 管 (meraloxide silicon field affect 
transistors) 的 特殊 界 血 上 ,把 电 于 约束 在 约 S0nm 的 薄 层 内 ,把 温度 降 到 1. 5 , 逐 
步 增 强 冬 冬 磁场 B{(>17T) , 随 着 磁场 B 增 大 ,1 能 级 的 简 于 度 Ns 增 大 .使 填充 因 
子 ， 下 降 . 而 在 ， 经 过 4,3,2,1 等 整数 时 , 即 在 工 能 级 处 于 正好 填 满 叫 ,发 现 Hall 
电导 o, 相 对 B 的 变化 保持 不 变 , 早 现 出 一 个 小 平台 ,同时 级 向 电阻 窗 然 降低 全 接 
近 于 零 .这 种 量 了 化 现象 称 为 整数 量 了 Hall 效应 (IQHE). 


5 = Rg, R= 有 (22, 1504) 
五 


Ra 称 为 Flall 电阻 ,为 普 适 常数 ,QHE 实验 测 民 精度 可 高 达 10 以 上 ,从 1990 年 1 
上 开始 ,这 是 国际 标准 局 最 新 标准 电 队 
民 ; = 25812, 800 
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当 恩 定 电子 ( 载 流 子 ) 数 密度 , 随 磁场 增加 , 费 米 面 Er 下 降 , 达 到 某 工 能 级 E， 
时 ,第 nL 能 级 刚好 填 满 ,使 费 米 血 上 有 一 能 际 , 使 低能 量 激发 成 不 可 能 .但 由 于 
实际 样品 中 总 存在 一 些 获 质 , 它 们 会 捕获 电子 成 为 局 域 态 ,局 域 态 不 参 于 导出, 使 
L 能 级 扩展 为 能 带 . 当 增 加 磁场 使 费 米 而 E, 降 到 位 于 两 个 L 能 级 之 间 时 , 低 于 
;的 年 域 态 中 电子 旦 被 填充 ,但 它们 不 能 作为 载 流 子 参 于 导电 ,此 时 磁场 改变 仅 
改变 局 域 驴 的 填充 ,不 会 改变 Hall 电导 ,使 Hall 电导 出 现 平 台 , 下 面 对 此 IQHE 给 
以 粗略 理论 分 析 , 着 重 强调 它 与 非 交换 几何 关系 . 

在 晶体 中 参 于 导电 的 电子 气体 处 于 背景 周期 势 场 中 , 其 哈密 顿 量 


= 二 (Pi A) + V(x) (22.160) 
Vx) 二 V(x,y) 为 周期 势 


Vir+tiay) = V(r,y) = V(r,y+b) {272.161) 
蝇 格 平移 对 称 性 ,观察 量 为 准 动量 & 的 周期 连续 函数 ,由 于 大 袖 间 相对 倒 易 点 阵 
周期 性 ,形成 Brillouin 区 . 当 外 加 磁场 五 ,会 破坏 原 哈密 顿 量 的 平移 对 称 性 ,使 原 
Briljouin 区 改变 ,形成 非 交 换 Brillouin 区 ,下 向 分析 此 阿 题 . 


选 对 称 规范 ,4 = 地 BB Xr, 与 哈密 顿 量 对 易 的 磁 平 移 算 子 


= P+ 5 xB, T,= exp (Fx (22.162) 
这 时 虽然 ,与 了 仍 为 守恒 量 
LH,T,1 = [H,,]=0 {22, 163) 
但 二 者 相互 不 对 易 ,它们 仅 实现 平移 群 的 投射 表示 
TT, = expf2nripfo)， 的 = abB (22.164) 


平 称 粒 子 绕 闭 回 路 一 周 , 波 函 数 要 求 增加 相 因子 . 当 ofpn = hj ha 为 下 质 整 
数 ， 


TT, = TT exp(2ripg! go) = 开工。 (22. 165) 
这 时 相互 对 易 力 学 量 完 全 集 为 | 五 , 工 。, 五 上 ,可 找 它们 的 共同 本 征 函 数 
3 二 
n 表示 某 zL 能 级 ， 
Tog, (Ty) = eT (Ty) 
四 (22. 166) 
设 样品 尺度 为 长 Li = Nia, 宽 工 ;= Nb., 则 准 动 量 ,可取 下 列 离散 值 ; 


ww， 
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AN 
k; = 育 ry = OT, Ns -1 
由 Blech 定理 知 这 叶 波 函数 可 表 为 被 周期 函数 调幅 的 平面 波 , 即 可 令 
CT) = ea (ry) (22. 167) 


其 中 iw。(.z,y) 为 以 pa 及 5 为 周期 的 周期 咀 数 , 易 证 
(P+ TA)et 一 et 十 下 十 A) 
故 由 Hy 一 Eg, ke 可 导出 
Ht 2 ) 一 Fu a, (22. 168) 
其 中 
HA as) = (1 + SAY +V (22.169) 
称 为 等 效 哈 密 顿 最 . 
观察 量 为 准 动量 的 先 阵 值 周期 连续 函数 , 仅 需 分 析 在 第 一 Brillouin 区 情况 ， 
相当 于 2 维 环 天 .在 加 外 磁场 后 ,原平 移 群 对 称 性 被 破坏 , 需 分 析 其 非 交 换 几 何 ， 
分 析 非 交换 磁 brillouin 区 (MBZ) .考虑 低温 ,热力 学 极限 ,电子 间 互 作用 可 忽略 ,三 
撞 弛 好 时 间 很 长 , 当 费 米面 EE: 处 在 Landau 能 级 的 能 隙 ,可 利用 钱 性 响应 (jinear 
response) 近 做 计算 电导 .可 利用 Kubo 公式 , 它 是 基于 栋 准 的 微 扰 论 ,将 流 密度 看 
成 外 加 电场 的 线性 响应 ,其 结果 可 用 流 流 相关 函数 写 出 ,可 将 Hall 电导 表示 为 


2 

ef AN (vst vp ~ CU, ) ef v, )g 

一 一 一 一 ”一 1 -> 去 ,点 , 岂 ， 
和 本 


站 


Try 一 


(22.170) 
其 中 为 与 磁 平 移 风 交 换 的 速 虚 算 子 


态 二 [mr 加] = 


(oe = Ll tg > (RHI) (el HR 1 


HE, _ Ey) 3 Ia) (22.171) 
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= (St ] 7 5 
ee 
Ey 


Ny oe oy ou ou, 
1 门 皮 。 | 3 dk, dk, | 


注意 到 仅 对 处 于 延展 态 上 的 电子 对 电导 有 贡献 ,处 于 低 于 费 米 能 级 的 Landau 能 级 
延展 态 上 的 电子 对 电导 肌 献 , 故 


| 
& 
1 


or gg 如 gd 二 1 uk 此 ou 上 可 Et dik | 
| Dk Dk Dk Rk. | 
时 2 
= | dew x MAR = 一 (22. 172) 
TEL 


其 中 

3) 
好 i ,为 以 MHZ 为 底 空 间 (为 作 交 换 环 了 5) 上 的 CD) 从 截面, AAA:) 为 截面 
联络 ,VX 只 Ri 为 截面 曲率 , 政 上 式 中 被 积 元 为 MBZ 上 U(1) 外 截面 第 一 陈 
示 性 类 


ci = | 下 有 XLR ) = oh(P,) (22.174) 


hE 


为 从 的 第 一 陈 数 ,是 拓扑 示 性 数 . Pr 为 投射 到 低 于 费 米 能 F 的 Landau 能 级 延展 
态 的 投射 算 子 . 故 当 费 米 面 处 于 Landau 能 级 的 能 隙 间 ,磁场 的 微小 变化 不 影响 
UL(U 企 的 折 扑 未 性 数 , 故 得 Hall 平台 . 而 当 Hl 电导 由 一 整数 跳 到 另 一 整数 时 ， 
局 域 态 长 度 会 发 散 , 引 起 纵向 电阻 降低 . 


$$ 22.6 FQHE 与 Laughlin 波 函数 量子 Hall 流体 
与 非 区 换 陈 Simons 理论 

1982 午 举 替 等 出 更 纯净 的 (电子 迁移 率 出 高 的 GaAs-Al,Ga，, As) 蛋 质 结 界 
商 . 在 趾 低 的 温度 (0.48,1.00,1.65,4.15K), 用 对 高 的 磁场 强度 (六 10T) 测 时 ,发 
现在 ail{ 征 )= 子 , 邱 , 子 … 出 现 平台 ,同时 出 现 纵向 电阻 接近 于 堆 , 称 为 分 数量 
子 Hall 兹 应 {FQHE), Hall 电导 平台 精度 最 不 如 IQHE, 但 贝 能 达到 55 一 
10 5. 

三 然 对 1QHE 已 右 较 产 格 的 邵 论 解释 . 们 对 FQHE, 其 理论 解释 仍 不 十 分 满 
意 . IJQHE 有 两 突出 特点 ; (1) 当 费 米面 EE; 处 于 1.andau 能 级 能 际 间 ,处 于 大, 附近 


- 


i 


。 
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杂质 态 的 局 域 化 ,使 存在 Hall 平台 (Sop/on ~ 10 2).(2) 导 电 载 流 子 正好 填 满 第 
nLandau 能 级 ,具有 素数 性 .电子 态 为 非 活 换 NBZ 上 LI) 从 截面 ,具有 拓扑 根源 . 
而 六 理解 FQHF, 以 上 两 点 均 不 清楚 .在 极 强 位 场 情况 下 ,Landau 能 级 简 症 度 AN， 
大 丁 样 品 中 载 流 子 数 N ,导电 载 流 了 都 从 在 最 低 Landau 能 级 (LLL) ,填充 因子 
"= NjNs 为 分 数 ,为 何 会 存在 平台 是 不 清楚 的 . 即 然 LLL 只 是 部 分 被 填充 , 基 念 
高 度 简 并 , 需 考虑 电子 间 强 关联 以 消除 简 并 ,形成 特殊 稳定 基态 . 即 在 更 低温 , 具 更 
高 迁移 率 样品 ,电子 -电子 间 呈 作用 不 于 可 忽略 ,由 于 电子 间 存 在 库仑 排斥 作用 , 需 
考虑 N 个 电子 的 名 粒子 体系 ,其 基态 外 于 不 可 压缩 流体 状态 ,可 能 存在 类 粒子 ( 具 
有 集 4 天 -ee 的 准 和 粒子) 激发 ,而 当 qfe 为 某 些 分 数 , 蕉 粒子 的 存在 相对 微 扰 是 稳 
定 有 的 ， 

下 面 分 析 N 电子 强 关 联 体 系 ， 乓 哈密 岛 旺 可 表 沁 为 

用、= -也 (P+ EA)) + > V+ DD UOx-m)) 


2 li 


{22.175) 
这 里 假定 两 体 互 作用 仅 依 赖 粒子 间距 离 . 一般 很 难 介 , 可 比较 Landau 同 转 能 fw， 


自 旋 极 化 zeeman 能 gtz8, 屏 肛 库 仑 能 后 ，… 等 , 求 一 级 近似 解 再 逐步 微 扩 处 再 


上 节 分 析 低 温 强 硫 场 , 自 旋 极 化 被 冻结 ,是 强 磁场 各 > 地 - ,二 体 互 作用 可 微 拓 处 
理 , 可 先 采 用 单 电 子 近 似 分 析 . 由 于 填充 因子 v= vv, , 裁 流 电子 均 占 据 最 低 
Landau 能 组 (1L) .如 {22.152) 式 ,LLI 单 电 了 波 函 数 

g(r) re 2 /= 0,1,2,- (22.176) 


为 消除 LLL 态 的 简 并 ,可 加 很 红 的 轴 对 称 谐振 子 势 ,使 电子 先 填 满 低 角 动 基态 ,或 
设法 将 样品 限制 在 有 限 面 积 , 即 限制 ! 委 上 ,考虑 到 多 电子 体系 置换 对 称 性 ,多 
电子 体系 基态 可 为 LLI. 单 电子 波 函 数 的 Siarer 行列 式 的 线性 组 合 . 当 填 充 因子 
"= 电子 体系 刚好 填 满 LLL, 全 小 丙 数 芋 态 下 表示 为 


册 ( zi zy) = UG ed (22.177) 
其 中 


外 
上 (= 2) = der{(x,)*')= | (22.178) 
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称 Vandermonde 拓 降 , 为 N 变 元 jz | 的 方 NUN - 1) 阶 齐 次 多 项 式 ,是 最 简单 的 交 


替 阵 ,粒子 是 集中 在 面积 近似 为 2xNis 的 园 盘 上 , 盘 内 电子 密度 相当 于 每 位 通 量 
子 恰 分 配 一 个 电子 .由 于 波 蝴 数 (22.177) 反 对 称 性 , 任 烦 粒子 位 置 重 人 台 的 概率 为 
零 . 这 表明 存在 库仑 排斥 互 作用 . 由 于 这 时 LLL 怡 被 填 满 ,其 二 有 很 高 的 能 陈 
fw , 跃 到 较 高 L 能 级 的 概率 很 低 , 上述 N 体 基 态 波 函数 相当 于 不 可 压缩 液体 . 

在 更 低温 度 , 对 具 更 高 迁移 罕 样 吕 , 电 地 间 互 作用 不 可 和 忽略 ,在 LLL 被 部 分 填 
充 时 ,也 可 能 出 现 特殊 的 不 可 压缩 液体 状态 , 为 解释 FQHE ,Laughlin 提议 ,对 填充 


因子 ,= 二 情况 ,存在 下 形式 的 稳定 基态 


(21 1 Zw) = 1s ed (22. 179) 


称 Laughlin 波 函 数 . 由 于 要 求 位 置 置换 反对 称 ， 1 为 奇 整数 . 

Laughlin 波 函 数 在 分 析 FQHE 基态 及 其 低能 激发 { 准 粒子 ) 时 起 重要 作用 ,其 
形式 简单 而 具有 疼 刻 意义 ,有 一 大 类 了 哈密 顿 体系 以 Laughlin 波 哨 数 作为 精确 基 
态 ,例如 : 

1) 二 维 等 离子 (plasma) 体 系 
由 Laughlin 波 消 数 确 定 的 N 个 电子 气体 的 概率 分 布 


AR 


xp1 - > | 2 1 十 VY 2m In| zx — x || = expt— BAU) (22.180) 
-1 [EE 
这 里 B= x ， 而 势 攻 数 


U(z1 ,zs) = bbs -al sl (22.48D) 
1 J 世上 
满足 2 维 泊 秘 方程 : 
AU -rs 0) (22. 182) 
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其 中 A= bE 为 一 维 Laplace 算 子 . 上 式 相 当 于 二 维 等 离子 体 体 系 , 肯 电 荷 
9 二 ~- 1 的 粒子 间 具 静电 库仑 势能 


Vz — %) = -2in|lz— zl| 
而 (22. 人 与 止 电 均匀 本 底 作 用 ,均匀 正 电 本 底 密 度 


2) 一 维和 NN CEJ 


22.6 FQFE 与 Laughhmn 波 鸭 数 ”册子 Hall 流体 与 非 变 换 陈 Simens 理论 ”的 了 > 
1 2 [ ;| 1 «<n mim + 1) 22 183 
HH = 7 > (Pt gr 2 { 。 ) 


将 [aughlin 波 琐 数 看 成 一 维 位 团 坐 标 x, = R.z, 的 函数 ,是 Calogero 可 积 模型 的 基 
态 . 此 可 积 模型 有 具有 有 限 能 油 发 {折子 解 ), 将 各 激发 态 与 Laughlin 波 胃 数 的 淮 
粒子 激发 相对 应 . 
3) 作为 2 维 电 子 气体 变 分 波 消 数 计算 ,Laughlin 波 咕 数 是 能 量 稳定 的 基态 

强 磁场 二 维 电子 气体 , 零 级 近似 忽略 电子 间 芋 作用 ,日 y= NiN <<1, 电 子 仅 
能 填充 部 分 Ll.L, 零 级 近似 LLL 为 简 并 基态 (激发 无 能 路 ). 当 计 及 电子 门 强 关联 ， 
电子 间 强 关联 请 除 简 并 ,使 基态 不 再 具有 无 能 隙 的 激发 . 考虑 满足 费 米 统计 的 N 
个 电子 的 多 体 被 销 数 ,Laughlin 波 陋 数 可 作为 变 分 波 函 数 作 计 算 .注意 到 Laughlin 
波 函 数 (22.179) 式 除 mm 外 无 别 的 变 分 参数 ,考虑 当 改 变 mw = NAN = ljy, 可 固定 
N 而 增 大 散场 及, 数字 计算 表明 , 当 带 =1,3,5,… 等 奇 整数 时 ,每 电子 平均 能 量 
KIN 有 一 羽 小 值 尖 点 (eusp) ,表明 体系 在 此 时 具 机 对 稳定 性 , 即 形成 本 可 讨 缩 流 
体 状 态 ,这 古 当 电子 运动 约 昌 在 一 维 面 上 ,二 维 强 关联 电子 气体 的 特殊 稳定 基态 ， 
称 量 子 Hall 液态 . 

对 1QHF 可 利用 Kubo 公式 来 计算 Hall 电导 ,而 对 FQHE 还 没有 类 似 电导 计 
算 公式 .Laughlin 波 咀 数 为 分 析 FQHE 提供 好 的 出 发 点 ,但 FQHE 中 仍 有 许多 问 
题 未 和 解决. 最近 Susskind ”用 非 交 换 陈 Simonst NC-CS) 理 论 分 析 量 子 Hat 流体 
CQHF) ,表明 级 OICDNGC-CS 理论 可 与 填充 因子 ,= 二 的 Laughlin 波 上 所 数 所 得 
结果 等 价 . 非 交 换 场 论 - -方向 可 对 已 知 结果 提供 新 语言 新 观点 ,并 可 对 QHF 的 低 
能 量 激 发 ( 准 粒 了) 进行 深 一 步 分 析 , 得 到 更 细微 的 特性 .下面 先 简单 介绍 分 数 统计 
与 5 场 沦 , 使 对 用 CS 场 论 分 析 QHE 有 一 基本 了 解 ,然后 介绍 Susskind 提出 的 
NC-(S 昌 论 ， 

QH 分 析 在 强 磁场 约束 下 二 维 电 了 气体 的 运动 , 柑 当 于 N 个 电子 与 AN 个 磁 
通 量 子 (vorrex) 体 系 的 运动 状态 .下面 我 们 先 分 析 一 个 带电 荷 9 粒子 在 .个 磁 通 
景 了 go 周围 运动 .相当 于 大 家 熟悉 的 Bohnir-Aharonov 效应 ,在 中 心 磁 通 其 子 周 围 ， 


电磁 场 强 下 ,B 为 零 ,但 是 由 于 量子 磁 通 ys = 从 的 存在 ,周围 具有 不 为 零 的 失势 
4 ,可 选 规范 


Pol _ 
As = A =0 


或 用 r, 表 水 磁 通 量子 中 心 坐标 ,用 6 表示 和 球 自 于 径 向 的 单位 矢量 ,可 将 欠 扫 A 记 
为 
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4(r)= 甸 号 (22 .184) 


电子 绕 Vortex 运动 出, 电子 波 函 数 存 在 不 可 积 相 因 子 


a “ di = Rp = ZX 4 (22,1853) 


这 里 g 为 电子 与 Vortex 间 耦 合 常数 ,为 保持 电子 波 困 数 单 值 性 ,要求 gje 为 整数 . 

1977 和 牛 Leinass… 等 分析 二 维 多 体 问题 ,指出 可 能 出 现 介 丁 改色 与 费 米 统计 
之 间 的 分 数 统计 .1982 年 Wilexek ”提出 其 体 实现 分 数 统 计 的 模型 .分 析 2 维 面 
| ,如 带 电荷 9 交 带 磁道 @ 的 复合 体 , 称 为 任意 子 (anyon) ,NN 个 任意 子 体系 的 哈 
密 顿 直入 可 写 为 


™y 2 
a [ . 迪 20 hb 1 
H=»y 7 Alr, — x ) | {22. 186) 


其 中 “三 》) ,调和 撩 势 A 形式 如 同 (22.184) 式 ,而 


ep 


名 1 {xt x) 7 
ED Ts) (22.187) 


> A'lx, 一 xX.) 一 
下 


为 作用 子 第 j 个 任意 子 上 的 查 景 失势 , 当 两 任意 子 互 换 时 , 波 函 数 会 得 到 额外 相 因 
子 e*, 当 gp 二 nr, 相 因子 = 工 二 粒子 遵守 豆 名 { 竟 米 ) 统 计 . 而 当 gp = 8 天 mr 时 ， 
粒子 遵守 分 数 统计 . 

也 可 从 拉 氏 呈 出 发 ,分 析 与 背景 失势 _ x(x) 看 合 的 二 维 儿 粒子 体系 ,可 将 拉 氏 
量 记 为 


了 | ~ - | + | 
= DT th) AC) S| yw (v9, 人 


(22. 188 ) 

其 中 x, 为 第 粒子 的 平面 人 位置 失 二 ,A(.r) 为 背景 矢 势 ,可 将 矢 势 由 =( vt, 说 ) 与 

标 势 ”组成 二 分 量 的 统计 规范 势 , 上 式 最 后 -一 项 为 由 统计 规范 势 组 成 的 作用 量 ， 
是 通常 Abel 规范 场 组 成 的 阵 -Simons 卉 作用 量 ,在 变换 

CCy) to Aly) (22. 189) 

时 保持 不 变 , 即 具 规 范 不 变性 . 这 项 不 含 2 维 面 的 度 规 张 最 ,具有 尺度 (scale} 不 变 

性 .不 影响 经 典 粒 子 的 运动 方程 , 仅 决 定 粒 子 间 交 换 时 拓扑 相 内 子 , 下面 将 场 

(2 ) 称 为 CS 扬 热 . 
将 拉 氏 志 上 对 (a =1,2}) 变 分 得 


Nagi {y— 1,) = Fo (y) (22.190) 
了 


8 22.6 FQHE 与 Taughlin 波 函数 其 fF Hall [流体 与 非 变换 陈 Sons 理 论 。 -609 | : 


这 里 (9) =9 放 一 . 六 ,为 CS 场 强 .注意 在 拉 氏 量 中 并 末 仿 通常 规范 场 的 动 
力学 项 1 (Fr 六 3 故 这 让 小 基 上 通常 的 电位 场 . 而 是 具 拟 规范 场 (fictilious HAULEE 
fiecld) .出 {22.190) 起 看 出 不 为 零 的 6 人 S 场 曝 完全 定 不 在 粒子 的 世界 线 上 .这 由 不 存 
在 经 盟 的 Lorentx 万 . 
将 拉 氏 量 工 对 . 隶 变 分 得 约 东 条件 
tv 一 = ed, Fy) = go(y) (22.191) 
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对 整个 2 维 上 面积 分 得 
dN 二 cy = kB ‘22., 192) 


十 为 CS 上 场 通 过 样品 的 总 磁 通 红 , 而 每 个 粒子 平均 携带 磁 通 
WD 三 BiN = dr 

正 由 于 每 粒子 问 时 具有 荷 go 及 磁 通 gg = glx ,使 粒子 在 运动 中 互相 缠绕 而 得 附加 相 
位 ,使 此 多 粒子 体系 遵守 分 数 统计 ， 

由 约束 条 件 (22. 191) 可 解 出 CS 势 :#(y) ,当选 “规范 条 件 "9, .x = 人 0, 可 解 得 

7 

即 (22.187) 式 . 

为 对 QHE 引入 场 论 分 析 , 张 首 成 等 ”将 被 强 磁 场 约 束 局 域 在 二 维 而 的 电子 
气体 的 粒子 数 而 密度 otx} 用 -对 玻 色 场 &(r) 描 写 

nr) = (rig(ir) 
Cir) pty) | = Fr oy) 

用 下 述 哈密 顿 量 来 描写 Qt 正 体系 


闻 一 | | (z)| 元 - er) eAr)) t cA) |$(7) 


+ 3 ; |rd yp(2) V(r - y)8o(y) (22.193) 


其 中 Botx)= p(xz) 一 po 是 电荷 密度 p(x) 对 平均 密度 po 的 偏离 ,Sc (x )V(xr 一 
3)6p(3y) 是 电荷 问 展 蔽 库仑 作用 ,Atz) 与 A (x) 为 外 磁场 的 和 拓 势 与 标 势 .A(z ) 为 
CS 规范 势 ,类 似 (22.187) 式 可 表示 为 

= Eley Ty ry) (22. 194 ) 


世 旺 上 下列 微分 方程 的 解 : 


TOL 第 十 章 非 葡 换 几 何 及 其 在 量 了 物理 中 应 用 


站 Botr), dr)= 0 (22.195) 
张 首 成 证 明 ,对 于 作用 惠子 体系 ,丰采 用 与 时 间 无 关 的 U(1) 规 范 变 挤 
ALr)y rn ACr)+ .zr) (22. 196) 


串 将 它 时 射 为 共有 附加 规范 作用 ( 含 势 . (x )) 的 破 色 体系 ,每 个 $(x) 场 携带 有 1 
个 量子 磁 通 wr ,成 复合 玻 色 子 . 而 它们 癌 相 引 交 换 因 Aharonov-Bohm 效应 而 附加 


机 因子 
cxp[i |a "dij] = ee = 一 1( 当 mm 为 再 整数 ) (22.197) 


而 .的 矿 通 廊 向 正好 与 外 人 磁 通 方向 相反 , 屏 芒 外 场 ,使 能 产生 玻 色 . 爱 因 斯 坦 凝 
结 . 此 澡 茶 玻 色 效 结 的 Meissner 效应 会 导致 QHF 的 不 可 压缩 性 : 即 局 域 密度 的 改 
收 由 (22.195) 式 会 在 该 区 堪 产 生 净 通 量 ,Meissner 效应 表明 不 可 能 有 净 通 量 穿 透 
合流 条, 因此 科 守 度 度 保持 雹 多， 即 流体 不 可 斥 缩 . 


当 填 充 肉 子 "= 一 ,六 为 奇 整 数 时 ,可 相 成 相对 稳定 的 不 可 压缩 流体 状态 


(QHF) ,使 产生 Hall 中 四 pp 平台 . 正 几 于 存在 强 关 联 ,造成 在 LLL 内 没有 无 能 陈 
激发 ， 造成 纵 回 电阻 p,, 一 人 0. 

为 解释 FQHE .最 近 Susskind ” 曾 提 出 非 交 换 CS 理论 ,利用 非 交换 儿 何 发 非 
父 换 规范 场 论 来 分 析 FQHE 体系 ,能 得 到 淮 粒子 激发 的 更 细致 特性 , 下 而 我 们 简 
单 介绍 ， 

Susskind 将 粒子 xz, 用场 x,(y,t) (i 二 0,1) 描 写 ,y 相当 于 共 动 坐标 (co-moving 
coordinates) ,类 似 于 荡 论 中 韦 阵 模型 , 称 参 数 空间 y 为 底 空 间 , 场 空间 x 为 靶 空 
间 .y 空间 不 可 庄 缩 ,y 中 单位 面积 粒子 数 为 常数 m ,而 > 空间 粒子 数 密度 为 


下 ”人 3 
当 外 加 强 令 场 ,所 有 载 流 子 都 处 于 最 低 Landau 能 级 ,这 时 量子 Hal 流体 拉 氏 
量 可 记 为 


1 = = | ES 一 vp 3 


了 5 -Jix,, Aol | A | =Li+tL; (22.198) 


其 中 第 :项 hv {o, 9 了 产生 于 不 可 讨 缩 流 体 的 短程 万 ,导致 r 空间 粒子 


密度 平衡 时 为 cu ,映射 Jacobi 为 1. 拉 氏 量 工 , 在 y 空间 保 面 积 微分 同 胚 变 换 下 具 
规范 不 变性 , 即 设 


§22.6  FRGI 正 与 Laughiin 波 晒 数 量子 Hall 流体 与 非 交换 陈 Simons 理论 701 - 
六 TAO， 人 = 人 220.199) 
为 yy 宣 问 保 和 面积 变换 ,这 时 
or, HALy) 
Dy, dy 
这 里 A(y) 为 任意 规范 参数 . 对 运动 方程 的 稳定 平衡 解 ;x = y, , 作 微 小 偏离 可 表 
示 为 


2 
dx, ~ Ff LY) TE€ (22.200) 


《22 .201) 


注意 * 空间 函数 产妇 非 观 察 量 ,无 规范 不 灾 性 ,而 x 空间 上 晃 数 plz) 为 可 观察 
景 ,县 规范 个 变性 ,将 土 式 代 入 (22.197} 式 得 


p= po 去 wx (22,202) 
对 带 苘 粒子 和 相 至 动 ,在 外 骨 场 作用 下 ,按压 量 中 应 补充 与 外 伴 场 
互 作用 项 ( 取 对 称 规范 A, = Se ,Lr,) 


即 需 补充 拉 氏 量 
L = 全 | 由 sp Et {22. 203) 


拉 氏 量 应 在 保 面 积 微分 同 及 变换 下 不 变 , 存 在 守恒 其 ( 上 “表明 与 +, 其 轩 动 喇 , ~ 
Er, ) 


dr, oA 
By, oy, 


|a yr dr, = [yp € rs €, (22.204) 
守恒 的 规范 变换 牛 成 元 为 


1 a QT ) 1 ds, Oz, 
EA 


些 怡 为 映射 x 到 > 的 Jacobi, 即 pip, ,表明 在 共 动 点 y 流体 密度 是 与 时 间 无 美的 . 
当 在 其 子 Hall 流体 中 无 淮 粒 子 激发 ,可 令 此 守恒 生成 元 为 1, 即 运动 方程 应 补充 约 
束 


dr A 


了 区 Eu jy oy =! (22. 205) 


党 约束 体系 运动 方程 ,5 和 由 信 拉 革 池子 的 拉 民 生 时 册 可 将 此 拉 氏 乘 子 看 成 外 规范 
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热 的 时间 分 量 4 ,将 (22.203) 式 中 时 间 导 数 项 代为 适当 的 协 变 导数 项 ,可 将 它 表 
示 战 


] r 1 ， EE | » 
L: = Ee Su 2rpu Te so! | rw + Tr | (22.2061 


这 虹 ! ,i 代表 牢 松 括 弧 


dF qd{s 
IC GY)! =: €, (22. 207) 


二 是 得 公 在 低温 强 磁场 所 有 载 流 子 都 外 于 LLL 时 量子 Hali 流体 (QHF} 的 拉 氏 全 
(22.198) 式 .QHEE 是 不 可 在 缩 流 位, 由 具有 长 各 强 美 联 .将 (22.201 式 代 人 (22， 
和 


四 2 四 & 2 ; , 
上 = Pun" | d 小 Cc 地 5 一 WE ~ Es. ER 有 
k= 7 -二 (22. 208) 
< + 


此 为 通常 Abel 陈 -Simons 拉 氏 量 , 上 = 一 ! 称 为 (S 能 级 , 当 为 整数 时 为 稳定 基态 , 基 


LLI. ot 二 工作 时 训 得 到 区 定 基态 
面 分 析 QHF 基 仿 下 准 粒子 激发 ,而 CS 作用 最 会 控制 准 粒 子 的 长 程 行为 . 

ep 激发 ,可 先 分 本 流体 小 振动 的 线性 近似 .CS 规范 势 
影响 载 流 子 密度 如 (22.202) 式 ,守恒 率 要 求 在 每 点 CS 场 强 与 时 间 无 关 ， 当 存在 渴 
旋 {vortex) 激 发 

Vx #4= 2rd (y) {22.209) 

这 里 4 表达 涡 旋 强度 . 此 方程 的 解 在 库仑 规范 ， v= 人 0 可 表示 为 (参见 
(22,184) 式 ). 


1 


由 于 > “表示 流体 位 移 ， 上 式 表明 CS 涡 旋 实质 为 流体 径 向 位 移 3 革 ,使 在 涡 施 
处 电信 会 增 ( 扯 ) 


ew = Poge = 2rpolB = er (22.211) 
此 带 有 曹 的 涡 旋 即 Laughiin 的 淮 粒 了 
按照 (22.210) 式 CS 矢 势 在 滴 旋 处 发 散 .物理 上 为 分 析 接 近 原 点 的 行为 , 需 调 
整 约束 条 件 (22.205) 而 代为 含有 点 源 情况 


rr, 9 


1 Th OT ， 
7 EEw Dy By 1= ad ty) (22.212) 


§ 22. 6 FQHE 与 Laughlm 波 订 数 量子 Hail 流体 - 与 非 交 换 陈 Sinons 理论 703 


jl+ (22.213) 
在 y=0 的 主要 项 为 


二 , 
Vxiy) 


即 点 y=0 映射 到 半径 为 /的 赔 ,而 保持 在 中 心 有 全 洞 ,空洞 面积 为 g, 电 茶 


I 
fg ~ 之 0 


损 为 pgelm .这 里 注意 , 注 旋 在 ”空间 为 点 ,在 = 空间 为 半径 “全 ,时 面积 为 w 的 
空间 ， 
为 分 析 淮 粒子 多 重 激 发 及 其 相互 作用 特点 ,应 将 CS 作用 量 进 - - 步 扒 广 为 非 


交换 陈 -Simons(NC-CS) 作 用 量 , 即 代替 (22.208) 式 ,应 推广 为 


时 时 9A, _ 站 1 33 
L 一 zy Ep dy 3 IA, A, ,A [22.214) 


其 中 0- 元 为 每 载 流 子 所 占 耐 积 ,正直 于 等 载 注 子 在 vy 空间 占有 限 面积 ,使 y 


空间 存在 面积 单元 ,使 y 空间 为 具 非 交换 参数 8 = 7 的 古 交 质 空 间 在 非 交 换 空 


加 ,CS 势 的 规范 变换 (22.201) 式 应 代 之 汶 


让 od, 六 dA 


od 
一 2npo 可 - + EC 二 2rpn 5 十 8 4 (22.215) 


dy, 了 
Susskind 提出 的 QHF 的 NC- CS 二 和 Wi y 到 半空 间 z 的 映射 .> 与 x 
都 是 非 交换 空间 . 底 空间 > 空间 , 非 突 换 参 数 4= 区 ,代表 单 电子 所 目 面 积 ,是 
空间 基本 量子 ,造成 y 空间 非 交换 . 明 广 而 科 本 LL'(22.203) 式 看 出 ,x 空间 相 
当 于 量子 相 空 间 ,与 从 标 共 思 的 动 最 与 坐标 本 身 成 正比 ,办 比 x 空间 也 是 疾 交 所 
非 交 换 参数 - 太 ,表明 是 单 磁 遂 量 子 面积 .而 NC.CS 理论 挡 写 在 此 两 种 非 交 柳 空 间 


中 映射 .这 时 注意 ,vy 空间 是 不 可 压缩 ,定义 在 y 空间 上 函数 f(y) 非 规范 不 是 ,不 
是 观察 量 .而 在 x 空间 中 定义 的 量 , 例 如 


P(x) = pn 一 Vx a 
是 规范 不 变 的 . x 空间 上 函数 为 可 观察 量 . 
利用 NC-CS 理论 还 可 分 析 , 当 在 LLL 的 填充 因子 很 底 时 ,可 能 发 生 QHE 与 


Wigner 晶体 间 的 相 变 ,此 相 变 与 在 实 x 空间 保 面积 微分 同 有 是 装 称 变换 的 自发 玻 缺 
相关 . 
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对 称 与 对 个 (symmetry and quality 在 理论 物理 及 数学 物理 中 起 重要 作用 . 量 
子 群 是 经 典 李 群 . 李 代 数 的 基本 对 称 慨 念 的 推 1 .最 初 由 量子 可 积 体系 及 可 解 统计 
模型 中 供出 ,2 维 统计 模型 可 解 性 的 充分 条 件 杨 - Baxter 方程 ,Faddeevl” 等 将 它 解 
秋 为 最 子 群 的 facobi 条 件 ,Drinfeld ,Jimbo ”等 认真 分 析 了 量子 群 及 量子 代数 
的 具体 性 质 特 点 ,量子 群 与 非 交 换 几 何 .与 量子 对 称 性 …… 密切 相关 ,在 幅 沦 物理 
芭 数 学 物理 各 方面 得 到 广泛 应 用 . 基于 Connes% 对 非 交换 几何 的 -- 般 思 柱 ， 
Manin ,Wess 和 Zuminol 等 将 量子 群 销 成 量子 超 面 上 线性 变换 , 并 其 体 提出 在 
非 淆 换 空 间 上 微分 形式 ,外 微分 …-… 逐渐 建立 起 韭 交 换 微 分 几何 窒 保 ,并 从 本 间 观 
点 提出 各 种 w 规范 理论 :i .上册 于 量子 群 被 表示 成 Hopf 代数 , 需 用 适当 代数 语言 
来 表示 规范 理论 ,例如 ,规范 宣 换 的 规范 参数 如 何 表 示 ?Bernard” ,Watamura 和 
等 将 规范 变换 代 以 BRST 变换 ,用 办 零 算 于 表示 ,将 规范 参数 代 以 鬼 场 ,将 它 放 在 

与 规范 场 .物质 场 相等 地 位 ,组 成 了 4 贿 变 的 HRST 体系 .有 阿 害 零 算 季 d 与 人 ,可 
组 成 双 上 辣 涛 以 太 上 闭 链 系 询 (ooeycle hierarrhy) 

在 六 22.1 分 析 量 子 赵 疝 直线 性 变换 ,组 成 引子 群 G1 (2) 与 SL. {2). 利 用 满 
足 杨 - Baxter 方程 的 及, 矩阵 ,组 成 Hop[ 代数 4 及 其 对 侦 的 Hopf 代数 4', 即 刀子 
群 及 其 相关 的 量子 包 络 代数 . 进一步 引入 共 印 * 算 子 ,组 成 SD.(2) 及 其 量子 包 络 
代数 U, (su ) .在 82 分 折 量 子 群 SU, (2).F 妈 协 变 微 分 计算 ,用 g Clebsch-Gordon 
系数 将 基 耐 表示 及 其 共 因 表示 硝 合 得 直 积 表示 , 它 包含 伴随 表示 及 恒 等 表 朱 分 量 ， 
虽然 一 者 在 对 易 大 系 中 党 被 磷 合 ,我们 利用 gq 随 恋 Kilting 矢量 ,可 得 到 仅 含 件 随 
表示 分 量 , 在 83 用 q-BRST 体系 引 人 g 规范 理论 .在 本 章 最 后 ~- 节 ,分 析 9 畸变 
陈 关 ， 9 陈 Simons 等 问题 . 


$ 23.1 量子 超 面 上 线性 变换 “量子 群 GL, (2) 与 SU, (2) 


下 面 分 机 2 维基 子 超 面 ,其 "坐标 "(x ,vy) 满 足下 述 交 换 关系 ; 
Ty = or, gE {23.1) 
仓 在 相关 的 协 变 微分 计算 , 郧 存在 “形式 "(2,7) ,它们 满足 


$23.1 基于 超 面 上 线性 变 挠 ”基于 群 GL {2075 SL, (2) . 705 ， 


和 =- 天 =0, = 人 0 (23.2) 
当 g=1,7 与 y 对 易 ,& 与 了 反对 易 ,(E,7) 可 解释 为 (cy) 的 微分 , 即 可 邻 
$= 站 w= d$= | (23.3) 
.- 下 
量 了 上 超 而 上 举 标 "(x ,20 形式 “7 站 时 作 线 性 安 换 
a rr 1 a Bl'éi 
i 攻 -| | (23.4) 
wl yy llyl n YY Gln 


这 里 设 (a ,8,y,8) 与 (4,y,8,9) 相 互 可 交换 ,如 要 求 变换 后 (zy ) 与 (8, ) 仍 
满足 瑟 (r,y) 及 (&, 轨 7) 间 相同 的 关系 (23.1) 与 (23.2), 则 (ta,B,Y, 人 ) 间 必 有 关系 
opB= ga, ar= gq, B= 
YO = gdy, B= 0 的 9， a -a= (qo By (23.5) 
令 代 数 
A= Aa,B,y,8) ~ (23.6) 
为 由 Ca,8,Y,8) 生 成 的 可 结合 代数 , 且 满 足 关系 (23.5), 即 


a 月 
T= (TT)}= | |e GL, (2) (23.7) 
”8 
组 成 量子 赵 面 上 对 称 线性 变换 , 称 为 量子 群 GL, (2) 其 中 心 为 
C= dtT=000 -go = -gy (23.8) 


如 要 求 det, 了 = 1] , 则 称 为 量子 群 SL, (2). 
这 里 注意 上 述 变换 相当 于 对 满足 ( 反 ) 对 易 的 ( 费 米 ) 玻 色 子 同时 作 容 换 ,相当 


于 量子 超 面 的 “ 超 对 称 变 按 ”. 
令 了 二 T6391 ,T= 10T; ,关系 {23.5) 可 与 为 
Ro TiT, = T, TR,, (23.9) 
其 中 
g Ud 0 01 
Ri; = 9 100 ， 1 一 引 一 人 {23.10) 
0 a 1 
ID 0 0 a 
用 PP 表 水 两 张 车 因子 的 置换 ,可 邻 
9 0 0 0 
R = PR = E 419 ， (RY = (Ri )S (23.11) 
“ i0 1100 
0 0 og/ 
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(23.9) 式 也 可 记 为 


RTROT= TH IR, 
或 明 吕 和 邱 出 于 陋 元 : 
RiTT = TPR (23. 12) 
其 子 代数 A 的 乘法 规则 由 (5), 也 即 由 (9) 或 (12) 式 决定 ,R (或 RR,) 表 示 A 的 结 
构 常数 ,由 于 量子 代数 A 是 可 结合 的 , 要求 其 结构 常数 年 阵 R( 或 尺 ,) 满 足 杨 - 
Baxter 方程 
RaaRiR = RR (23.13) 
或 
(1 RICR TDIDR)= (RCDNIDRIR, BLD) 023.14) 
量子 代数 和 = 《a8y5)f 一 为 域 K 上 含有 单位 所 e 的 可 结合 代数 .内 可 如 下 引入 对 
偶 双 代数 结构 , 即 引信 


余 习 A: ACT)= TT (23.15) 
有余 单位 e: ef {23.16) 
倒 易 元 fantipodeyr : (CTY 1 7 sp (23,17) 
: antipode}yx :rt 了 5 一 HOT， oy po) 23, 
A 与 5 为 问 态 映射 :A(a8) = Ala}A(B) (‘23.18) 
ela} =elta)etd) (23.19) 
而 为 反 同 态 映 射 :x(a8)=x(P)kr(a) (23.20) 
它们 均 与 杨 -Baxter 方程 相 洽 , 即 满足 
ACRLT, T3) = Al re TRI2) 
Aldet,T) = det,T 0 del,T, 
即 量 子 代数 4 为 具有 五 种 代数 辐 态 运算 的 Hopf 代数 
ARAT™A-?-ADA 
K—A ‘*»k 
A—>A (23,21) 
不 仅 其 乘法 mx 为 可 结合 有 单位 元 ,日 其 余 秉 A 也 为 余 可 结合 
(i CAA = (的 过) 站 (23.22) 


和 有 余 单位 E， 
(id OeA = (eH id)A = ia (23.23) 


$23.1 量子 赵 面 上 线性 变换 ”量子 群 GLt2) 与 SL (2) 307 、 


倒 易 元 gag)A= Tb)]A=1758 (23.24) 
由 以 上 人 性 质 可 以 证 明 

Ar = (rk CO rx) PA (23.25) 

a(xtoa)) = ela) (23.26) 


fi 数 A 二 ACm,1,A,e,k) 具 有 以 上 性 质 , 称 为 Hopf 代数 , 前 面 引入 的 
GL (2) ,SL 2) 者 是 Hopf 代数 . 
进一步 引入 反 线 性 共 恩 算 子 


x 和 一 加 
{caB)’ = ea’, VaBEA, cE (23.27) 
ft 二 {23.28} 


余 乘 法 A 及 余 单 位 8 均 为 * 同 态 , 且 
(TPT) = 了 = 了 
当 我 们 对 量子 代数 加 上 入 正 条 件 ， 
T= 7 (23.29) 
晶 要 求 g 为 实数 , 则 得 星子 群 SU, (2). 
通常 利用 Hopf 代数 的 同 态 对 应 :Hom( A ,KJ)= 4 ,可 得 对 偶 Hopf 代数 4 
现 利 用 满足 杨 - Baxter 方程 的 矩阵 及 , ,可 得 全 与 SU, (2) 对 侦 的 其 子 普 延 包 络 代 数 
Us 《sw 7), 它 也 是 Hopf 代数 , 椰 在 与 (23,21) 式 对 侦 的 五 种 代数 同 态 ( 对 偶 相 当 于 
将 所 有 箭头 反 向 ). 部 可 如 下 引入 SU, (2) 上 线性 泛 阔 (L 居 
(LD) = ROE (0 (23.30) 
易 让 I 满足 与 (23.12) 式 类 似 的 杨 -Haxter 关系 
(CROCLENLI) = (L(Y) (RY 


、 、 (23. 3]) 
(民有 
当 A = SU,(2), 其 对 侦 Hopf 民 数 工 : EE 4 可 写 为 
F -1 1 
六 - | | 人 | (23.32) 
0 4 [BE : 
用 (23.31) 式 可 验证 |z ,EE ,FF| 间 满足 如 下 代数 美 系 : 
tt = 一 
起 = oF, :iF = ET 
[E,F] = 元 人 -t=[H], t= 4, [H]= 一 ~ (23. 33) 
ogo 


即 生成 量子 包 络 代数 U, (su; ), 当 9 一 1 即 得 通常 的 普 适 包 络 代数 Uf{su; ). 
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23.2 量子 群 SU,(2) 上 双 协 变 微 分 计算 


量子 群 上 直子 1 形式 集合 记 为 卫 , 它 是 通常 李 群 流 形 上 | 形式 空间 PC) 的 
4g 推广 .可 将 gq 畸变 外 微分 算 了 定义 为 由 A 刘 忆 的 映射 
:A > 站 
满足 Leibniz 规则 : 
8(ap) = (sa)81a8p8，YaBE NA (23.34) 
李 群 流 形 G 上 微分 1 形式 是 余 切 从 了 (0G) 的 光滑 截面 ,而 祭 切 从 所 有 交 淆 
截面 的 集合 是 EUG) 模 .类 似 , 王 为 4 双 模 (bimedule over A), 这 里 由 于 底 空 间 不 
可 交换 ,要 注意 区 别 A 中 元 素 是 左 乘 还 是 右 乘 , 故 特别 强调 为 A 双 模 . 癌 时 还 斌 
引入 对 厂 的 左 余 乘 A， 与 右 余 乘 An ， 
Ai 一 入 因 了 了 ， (ae68) - Ala)(iqd EIAR 
上 一 人 ARgfa6p3) = Afaf3 id) AP 
矿 中 元 素 。 与 p 间 张 量 积 与 4 中 元 素 a 相 乘 时 
atpWp)=opp, pOpP)a= pp 
Mp = 00ap {23.36) 
即 这 里 要 注意 不 可 交换 性 ,其 余 与 通常 张 量 积 相同 .由 (23.35) 定 义 的 A 与 Ap 
闻 , 易 证 有 下 列 性 质 : 
(ae id)A (tp) =p (的 这 )A = (id HW ALIAL 
(这 的 sagkp = ps, (lid AA = (Ar id)AR (23.37) 
{id CO Mg}AL = (A 0 ia) A 


\23.,35) 


当 1 形式 pE 古 满足 

Alp)=16p 
称 p 为 左 不 变 , 当 | 形式 pET 满足 

Arlp)= p01 
称 p 为 布 不 变 . 与 经 典 群 流 形 上 不 变形 式 分 析 类 似 , 右 不 变形 式 dg gs"! 是 左 协 
变 : 

La:dgg -radg gla’ 
当 我 们 在 下 上 选 右 不 变 基 了 
Ag{( 有 7)》 = OI, A(F})= Mo (23. 38) 

这 明 Mi 为 取 值 在 量子 群 伴随 表示 与 单 态 表示 的 矩阵 ( 见 (23.44) 式 ), 在 上 节 我 


$$23.2 量子 群 SU,12) 上 双 协 变 微 分 计算 . 709 ， 


们 曾 分 析 SU (2) 的 基础 表示 本 = (了 ){a,b=1,2), 而 当 我 们 分 析 量 子 群 上 双 协 
变 微 分 运算 时 ,必然 要 分 析 基 础 表示 与 共 共 萄 表示 的 直 积 

Mo = 了 (Te ) 【23.39) 
它 是 伴随 表示 与 半 态 表示 的 混合 , 为 了 能 将 这 两 种 表示 的 分 量 分 于 , 需 利 用 sg- 
Clebsch-Gordon 系数 , 即 引 人 a- Pauli 年 阵 


-人 
gq [2]? (oY) = gi2]i (oo)” = 一 后“ =E, = 本 | 
97 0 1 
上 
(og), = (ai =~ [2D73 " a 
-9 0 
0 
(oj = few” = lo i 
(gs Jo 二 ai” = 【23.40) 
日 OI 
这 里 5 数 [wj] 是 定义 为 
nj =, 2] gt+g! (23.41) 
yy 
日 令 
Co) Co (0) EP, (oo) = (go) Ey, (23.42) 
满足 下 列 正 交 关系 (1 ,J 一 个, 土 1,3) 
(oo) lor)”== 8/，( 重 复 指标 a,b 求 和 :0,1) 
(ta ) (ao)”= 这 5 ， (重复 指标 了 上 求 和 :0. + 1，- 1,3) (33.43) 
利用 g Pauli 算 阵 可 将 M 中 伴随 表示 与 单 态 表示 指标 分 开 , 而 记 为 
Mi = (23.44) 
和 而 
A = MD =0，M?=| 三 仅 取 1,3) (23.45) 


利用 g- Clebsch-Gordon 系数 可 组 成 投射 算 子 


109 -190I 
[2]0 -1 gw 0 
0 0 0 0 


{ Pa )% 一 (Coo) Co) 一 
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‘21 0 0 0| 
(} 


we 1! |0 a 
(Ps) 一 {o,) {or} 一 [2 0 gq 1 0 
0 0 0 [2 
而 R,=gP,—g 'P,, Rj'=g 'Ps — gp 


‘(23,46) 


(23.47) 


为 分 析 左 模 与 右 模 问 联系 ,可 在 对 偶 Hopf 代数 癌 直 人 着 积 * , 即 令 ,万 


4 ,为 上 上 线性 泛 画 ,可 按 下 列 方式 引入 人 上 算 子 上 * :A > 及 
era{id Ma) EA, YaCA 
xs Etiiaga) 
满足 
lax b= bExa) = (C0 AACa) 


当 对 量子 群 上 形式 集合 也 选 右 不 变革 1 和 上 , 即 对 任意 pET, 可 表示 为 


p= a = Wh, anB EA 
可 以 证 明 存在 线性 汉 了 Lk € A ,使 得 
oy = axLk), a€CALKEA 
双 协 变性 要 求 Lk 满足 
AlajAp (yy) = AR 人 Ace 
Ala)A (WF) = A A(a x Lh) 
上 式 第 ! 式 由 定义 知 必然 满足 ,而 第 2 式 要 求 
(Lu x oa)NM = Mi (a*1!) 


1 为 对 得 Hopf 代数 A = A (mm ,1 ,A ,e' ,KR') 这 样 一 些 元 素 集 合 


表示 为 
A(LA) = LEI, elLk)= A 
x CLL) 一 了 + 

LilaB)=L7(a}Li(B), ID) = 全 

(px 11)= {Li id)Ap 

(Li # p)= (id®LI) Aisp 
对 量子 群 SU (2), 可 如 下 选 ， 

Li = (oe (LL (oa,) 


(23,.48} 


(23.49) 


(23.50) 


(23.51) 


{23.52) 


,其 余 结 构 可 


(23.53) 


[23.541 


类 似 可 对 量子 1 形式 工 选 左 不 变 基 1 ! ,很 易 证 明 它们 可 用 右 不 变 基 ;yy | 如 证 展 


才 : 


$23.2 量子 群 SL,(2? 上 双 协 变 微分 计算 “711 - 


we = AN (23.55) 
易 证 如 上 引入 的 w 满足 
A (ow) 二 1 ao， Apl eo ) 一 wr EY gt ME) (23. 56) 
为 在 微分 形式 间 引 入 外 积 运 算 ， ee. TCOT 中 引 和 人 置换 算 子 
w= (23.57) 


满足 (对 rE PST) 

A{tar) = gaA{r), A{lra) = A(r)a 【23, 58) 
各 可 与 虐 子 群 的 左右 作用 可 交换 ,过 4 六) 仍 为 在 不 变 , 且 可 用 石 不 灾 基 二 7 
的 六 | 展开 


Alw = A BF, A = (MM) (23.59) 
在 (23.5$2) 式 中 令 ae= Ms , 央 吕 得 
ANMENMY = MME A (23.60) 


Oy oe, ', 则 其 左边 
Alay DI)= AF a IO = ACF Har Ll}y) 
= at 区 六 (wy 了 了) = A OF ax Lk*1!) 
而 其 右边 为 
ad OF) = oA va 
取 a = MS ,比较 上 式 两 边 得 


六 AAR 二 A AAV (23.61) 
此 恰 为 杨 -Baxter 方程 ,是 (23.60) 式 自给 的 充分 条 件 ,而 (23. 60) 式 看 为 在 伴随 表 
不 中 杨 -Baxter 关系 . 即 (23.60) 与 (23.12) 蕊 相当 ,(23.61) 与 (23,14) 式 相当 . 在 基 
础 表示 ,RR。 本 征 值 1 与 -gq ,满足 Hecke 代数 关系 

(R,— DD)(R, + gqg)=0 
而 在 伴随 表示 矩阵 4 本 往 们 为 1, 一 g ,一 g“ .满足 


(Atg)Aty tA-1)=0 (23.62) 
对 SU,(2), 秆 阵 A 的 非 零 分 量 可 如 下 表示 : 
Am 二 {站 名 = 
41 = AD = A = Ne = (A: + 1) 


AR = (AT = AR ne 
A (A = +t ff (23.63) 


. 712 ， 第 -十 = 章 量 了 群 4 规范 理论 4 陈 类 


其 中 ;= 一 f* 的 非 零 分 量 ” 有 
二 让 二 人 fi = 三; = 一 4 fi =- = 上 |， 33 二 久 
(23.64) 
(23.47) 式 曾 将 玉 . 用 投射 算 子 Ps 与 的 线性 组 合 表示 ,Watamural”i 兽 对 岗 张 
量 X2 与 了 2 间 引 人 期 下 形式 的 张 量 积 ; 
(X,Y = clo Xe Ra YYRE gor (23.65) 
则 盾 阵 4 = (4 上 可 以 表示 为 四 个 投射 算 子 的 组 合 
A= (R;,R)= {P,Ps) -gq (Ps Pa) yg (Pa,Ps) + (P,P,) 
A = RR) = Ps, Ps) — gi(Ps, Pi) gq (Pa, Pe) + (P,P,) 
(23.66) 
可 将 此 四 个 投射 算 子 重新 组 合 
Po — (PssPsd +t (PAsPa) — [2] 4+A + +2) (23.67) 
Pss = (Ps ,PA)+ CP ,Pe) = [12112-A-AT i 
P+ Pe =] (23.68) 
利用 算 子 4 ,可 在 了 的 各 元 素 癌 引信 外 积 
oAp = 一 DID -Atop ) 


7 (23.69) 
Pls Aw)=0 (23.70) 
恒 椰 在 仅 有 伴随 表示 分 绥 { 无 单 态 分 量 ) 的 投 有 时 算 子 
Da -1 
Paar = IA 2 = 一 《A 二 2) 1 斥 +1 谨 (23.71) 


满足 
(Pa (Po)E = (Po) 
(Pa 着 (站 有 = 下 了 
(Pa Mi fy = fn, (Ps fr =f (23.72) 
进 -- 步 可 以 分 析 与 不 变形 式 对 偶 的 空间 ,讨论 量子 群 上 不 变 向 量 场 ,其 大 矢 y, 万 
4 可 如 下 定义 ; 
ia = 有 (axyi (23.73) 
B87 = FA) = Hw iA = Ok OF (23.74) 
其 中 
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Cr = wl My) (23.75) 
Yj 万 A 为 在 群 恒 等 元 处 切 矢 场 的 g 类 似 . 对 上 式 进 一 步 取 外 微分 可 得 x, 间 对 让 
Sa 0 yloxy)— wy Md(le*y,) 
= xxx (ax) -TF AP(axy* yk) 
- Ca OFarx) -OF AR Fa * x) 


二 pd ey na * (Circ 一 XiXr 十 A XLXM) 


因此 得 
XX 一 AR = CHXE (23.76) 
此 即 3 畸变 李 代 数 , 将 它 作 用 Ms ,可 得 4 结构 常数 CI 满 是 的 gq-Jacobi 等 式 : 
CipCR 一 人 CC CR (23.77) 
对 SU, (2) ,Ci = x (Mi ) 的 值 为 
Cx Cm=0, Ch = ip, =- igfs (23.78) 
其 中 ,的 值 见 (23.64), 而 对 伴随 表示 分 景 
(Py )eCH = le (23.79) 
并 可 得 g- Mourer-Cartan 方程 i 


By = AH) OAH) EI ADI A (23.80) 
本 节 结 果 均 与 通常 微分 几何 相似 , 当 gq 一 1 可 得 到 通常 微分 几何 结果 . 


$23.3 gq-BRST 代数 9 规范 理论 


有 多 种 方案 组 成 9 规范 理论 . 汗 意 到 量子 群 为 Hopf 代数 , 需 用 适当 的 代数 请 
朝来 描述 规范 星 论 . 这 时 我们 仅 简单 地 介绍 下 Watamura” 建议 的 利用 g- BRST 
代数 来 描述 g 规范 理论 , 即 用 寡 零 算 子 5 来 描述 规范 变换 .而 用 鬼 场 w 来 表示 规 

令 囊 表示 物质 场 ,其 BRST 变换 


SB = HD) = ,Dl (23.81) 


这 里 7 为 本 中 双 不 变 元 ,可 用 它 来 定义 A 双 模 厂 的 导 子 运算 .物质 场 是 豆 色 子 
(或 费 米子 ) 决 定 [,]: 取 对 易 子 (或 反对 易 子 ). 9 为 鬼 场 , 它 与 本 中 右 不 变 基 底 具 
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相同 性 质 . 但 注意 ,这 里 假定 7 与 并 空间 坐标 扰 关 . 
有 两 种 曙 零 算 子 ;外 微分 算 于 d 与 BRST 算 子 3.d 生 在 BRST 变换 下 尿 协 变 ， 
必须 引 人 售 有 规范 执 A 的 兵变 微分 Y 


vo = dD tA (Dry) = do + EIA ,D] (23.82) 
在 规范 变换 下 , 含 召 势 的 协 变 微分 Y 中 与 物质 场 鲁 的 变换 规律 同 ， 
08 = fvB yy) = 本 [六 ,VB]: (23.83) 
正 由 于 要 求 上 式 成 立 , 要 求 势 A' 在 BRST 变换 下 按 下 规律 变 ; 
8A’ = dy + BNA + A'y) (23.84) 
上 述 分 析 是 经 典 规 范 理论 的 简单 推广 . 进 : 步 对 物质 场 取 天 次 协 变 导 数 : 
VY = dVE) A (VE 1) = FEB#y)) (23.85) 
即 
Y= dA! 且 [AD (23.86) 


称 为 gq 规范 场 强 . 
下 面 为 了 描述 协 变 对 易 关 系 ,对 每 个 场 了 ,d7 ,条 ,d4 ,| 人 指数; 


TT 
| 7 dy 


| - 
| | 
即 为 形式 阶 数 与 器 数 的 差 .这 四 种 场 形 成 BRST 代数 体系 #, 算 子 5 与 d 对 它们 
的 作用 均 满 足 指 数 x 阶 化 的 Leibniz 规则 : 
dXY)Y = (dX}Y + (—- 1)™XdY, X,YE., 
SCXY) = (HBX)Y + 一 TXT (23.87) 
其 中 nx 为 场 XX 的 指数 .d,5 满 足 
下 =0， 于 =10， d+ Sd=0 
且 它 们 在 左右 余 乘 下 均 协 变 , 即 对 任意 XE.#， 
AD 有) = (id OO a)A, (X) 
Ar (OX) = (6 C0 dA (KR), Ap(dX) = (qm ig}AR(X) (23,88) 
而 在 两 不 同 场 多 与 Y* 间 , 设 n, > n, ,自治 条 件 要 求 存在 下 面 协 变 交 换 关系 ，; 
C= KY = A YX (23.89) 


A dA 


由 (23.63} 式 知 
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(— 12 人 二 
ECYIX! 一 (19 = Ch YX (23.90) 


假设 规范 势 A' 具有 与 相似 性 质 :(23.70),(23.72),(23.80)( 下 面 为 简化 
符号 , 均 忽 略 外 乘 符 号 A) 


【 AFA) 二 人 (23.70a) 
CP HA A DY) = 由 {23.72a) 

ig 0 4 i 一 2 -le a 
(A AT +AAD) = A +2) CAA (23, 80a) 


日 由 自治 条 件 ,dy 与 dA 应 为 4 对 称 场 , 即 满足 下 条 件 : 

(Pa td 六 d 六 ) = 0 

(Ps 让 (daxsdAar) = 0 (23.91) 
进 - - 步 由 (23.86) 式 知 规 范 场 强 

FF = dA" 
FF =dA +{A +2) AA (23.92) 
它 和 满足 w Bianehi 等 式 
dF = (AF -FA = 有 1040d4 -da4149) = -CATdAK 

_ 


dF? = 0 
dF = 4 dA 一 人 Ad (23.93) 
Fy = 六 人 总 (23.94) 


而 在 g- BRST 变换 下 
SF = iga (CFF -FR) = Cyr 
训 
SF"” = 0 
BF = 一 机 六 下 十 人 下 [23.95》 
这 样 我 们 给 出 Y 9 规范 理论 的 各 基本 关系 式 . 


23.4 gq 陈 类 a 陈 Simons 


王 商 着 重 分 析 g 畸变 第 二 陈 类 , 它 具 有 如 下 形式 : 
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P= tr (F,F)= Pre (23.96) 
这 里 为 表示 简化 ,忽略 前 面 常 数 内 了 于. 陈 类 是 规 范 不 变 的 拓扑 示 性 类 , 即 刁 满 忠 
dP =0, SP=0 (23.97) 
可 以 证 明 ,如 要 求 满 中 上 两 条 件 ,g 畸变 Killing-Cartan 度 规 go 届满 中 
Og = A 条 (23.98) 


证 由 (23.95) 式 可 让 : 
SP= (BSES + PIOF ) gprs = igA CT EE - FSH ) gr 
= ga PE (Big ~ Ai Mv gns) 

即 让 (23.98). 目 由 (23.93) 式 可 证 (23.98) 也 保证 dP=0 口 

下 而 选择 满足 (23.98) 式 的 gj .注意 og Killing-Cartan 度 规 的 定义 式 中 ,gq 旷 
变迁 cr, 与 两 次 倒 易 匹 运算 相关 ,对 SU,(2) 的 基础 表示 K* (TY)= 访 T,(D "Yi， 
可 证 :站 =a 1 ,Di 一 g. 对 伴随 表示 

KIN) = DAMFCODOF, D-DD gq ,Deg (23.99) 
与 经 典 Killing-Cartan 度 规 类 比 , HH 要 求 满足 (23.98) 式 ,0 吕 选 


go — OCh = DACSCS, [23. 100) 
由 (23.78) 及 (23,99) 得 gy 的 非 零 分 量 有 
BM 一 一 BA 13] 
gy gi = 8 ,= gy g(a +12) (£23. 101) 


易 证 它们 满足 (23.98) 式 .于 是 可 得 到 两 种 9 畸变 第 _ 陈 类 
一 (2JFRFR + F+toy Fr 23.102) 
P= FE PP =- ga:F EE (23.103) 
其 中 仅 含 规范 场 强 的 伴随 表示 分 景 ,而 卫 仪 含 单 态 表示 . 
储 通 常 微分 几何 中 ,Zumino 引入 同 伦 算 子 二 去 计算 陈 Simons. 下 面 我 们 推广 
他 的 方法 去 计算 g 畸变 陈 Simons. 
首先 引入 实 和 参数 1,0 筷 11, 当 Y 由 0 上 收 变 到 1 ,规范 势 A! 由 0 改变 到 
= tA 


Fi = 00M + 是 (AAA = + g(t 0 D (Ana + AA') 


(23.104) 
引入 沿 上 的 9 畸变 导数 


yy 2 fa). fq i) 
Bat) rg) (23. 105 ) 


23.4 日 陈 类 4 陈 -Simons . 717 ， 


它 福 足 gq 畸变 Leibniz 规则 


六 ， - a 
A 二 2 ) (Ca) + Fat 2 (23,106) 
而 * 畸变 积分 可 如 下 定义 : 
| de = 0 gd gf gn) (23.107) 
-0 
这 样 定义 的 g 积分 ,最 少 对 于 多 项 式 ,为 畸 安 导 子 的 道 , 例 如 
Fr” = [rm] , | dr” = 1211 | (23.108) 


站 


进 - 步 引 入 沿 1 的 yg 畸变 李 导 数 
{23.109) 


及 4 师 变 余 徽 分 算 子 
LA = 0, LI = SA dtA 
Dg) = (i) go -TREECSgCt (23.110) 
这 里 ”为 了 的 指数 
可 以 检验 ,对 于 由 贞 , 瑚 组 成 的 形式 多 项 式 , 由 (23.110) 式 定义 的 算 子 二 上 
在 如 下 性 质 ， 


1 = 
ld+dl,= 8, =- dt 六 
Sl = 48,, d= dé, (23.111) 
利用 具有 以 上 性 质 的 算 子 2 ,可 组 成 同 伦 算 子 上 
有 一 | (23.112) 
满足 
& =0, dgk+1+Rkd=1 【23. 113) 
利用 具有 以 上 性 质 的 辣 伦 算 子 天 ,可 从 陈 类 P{F) 出 发 ,得 到 陈 -SimonsQ{A), 即 
PIF) = (Adk + kd}DP = dkP = dQ(A) (23.114) 


凤 陈 -SimonsQ@ (A) = kP; 将 同 伦 算 子 有 对 陈 类 P(F}) 作 用 后 可 得 陈 -Simons 
QA ,满足 4QtA)= P(tF). 现 划 合 参数 1 的 g 畸变 陈 类 如 (23. 102),(23.103) 
式 : 

P= 《FF 
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可 设法 利用 上 面 引 作 的 间 伦 算 子 对 陈 类 作用 以 得 到 陈 - Simons, 即 由 {23.102) 式 出 
发 ， 
LP,= CLF FY + P,P,) 
= dtltA,F) + PF, 1 Ay 
dt tT21 (A, dA) + iga 1 (2 + 2)HAA AT AA | 


1 


2 
= dtltl21 A,dA) + A tA, A A) 
其 中 
‘AAA = AAA gun = DeCH CEC (23.115) 
吉 9 陈 Simeons 


QCA) = kP, = | 2 = (A,dAy+ F(a, A,AY = (A,F) - 刘 4， A,A) 


(‘23.116) 
类 似 由 (23.103) 式 出 发 ,可 得 单 态 表示 的 9 陈 Simons: 


Bi 


QA) = kB, -| BP, =— 82ji2[3]AndAa (23.117》 
易 验 证 
dQ(A)= (dA dA) + HI(dA,A,A)— (AdA,A) + (A,AdA)i 
= (dA,dA? + (A +1) ldA,A,AY+ (A,A,dA)| 
= (dA,dA) + EI(dA,A'A + AA®) + (A'A + AA',dA)! 


= <F,F}Y=P 
县 易 验 证 
dQ (A)}= 户 
以 上 分 析 表 明 ,虽然 伴随 表示 分 量 与 单 态 分 量 在 v 畸变 BRST 代数 的 对 易 关 系 中 
会 混合 ,而 9 畸变 Killing-Cartan 度 规 是 去 看 合 的 ,使 得 9 陈 类 ,( 及 9g 陈 Simon:) 
去 耦合 ,而 仅 含 一 种 分 量 :伴随 表示 的 或 单 态 表 示 的 g 陈 类 (及 q 陈 Simons)， 


附 录 


A 集 人 台 论 若干 概念 简单 介绍 
AL 若干 基本 概念 与 定义 


集合 (set)S ,也 称 为 抽象 空间 ,由 若干 个 元 素 a ,5,c，,… 组 成 , 记 为 
S= lasb,ec,| 
其 中 各 元 素 也 可 称 为 点 ,可 表示 为 
ES 
称 为 a 属于 S$, 属 于 (用 符 导 © ) 是 集合 论 中 最 基本 关系 . 
子 集合 (subset} 有 A, 由 S 中 部 分 元 素 组 成 , 记 为 
站 C5 
称 为 A 含 于 S$S, 其 意思 是 ,由 
a EAmacs 
集合 $ 相对 其 子 集合 及 的 补 (eomplement) ,由 S 中 不 属于 A 的 元 素 组 成 , 记 
为 
S\A=lIala€ S,a 和 Ai 
集合 并 tunion) ,由 集合 5, 与 集合 5; 中 全 部 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 此 两 集合 
的 并 , 记 为 
SS=ialaE SS 或 4 和 5 
集合 交 (intersection) ,由 属于 Si 同时 又 属于 S; 的 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 此 两 
集合 的 变 , 记 为 
Si 站 SS 二 lula€ 5 并 要 求 a € SS;| 
当 两 集合 S 与 $: 图 无 公共 元 素 , 则 称 此 两 集合 不 相交 , 记 为 
S1 门 5: = 你 
这 里 他 代表 空 集 ,是 没有 元 素 的 集合 , 它 是 任意 集合 的 子 集 . 
集合 的 笛 卡 几 积 (Cartesian product)S, x S; 为 有 序 对 ta ,5) 的 集合 ,其 中 a € 
S10E 9,. 


S1 XS, 一 (a,b) | 由 全 Si,b ES,] 
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A2 等 价 关系 与 等 价 类 


在 集合 S 的 各 元 素 同 ,党 可 建 并 一 些 关 系 RCSxS, 当 (ta ,5b}ER, 称 此 两 元 
素 相关 ,可 记 为 -关头 系 只 具有 下 列 三 个 性 质 , 则 称 之 为 等 价 关 系 (rdquiva- 
lence relation) 
尽 ; .反射 性 (reflexive} 
a—u, Yats 
RR;， 对 称 性 (symmetric) 
a ~ bp- a, YadteSs 
BR;, 传递 性 (ransitive) 
a ra, Vabcts 
以 等 价 美 系 相关 连 的 元 素 a ,5 可 看 为 相似 元 素 , 可 记 为 
Q 一下 《mod 或 a -pb 
在 集合 5S 中 与 元 素 a 有 等 价 关系 的 所 有 元 素 集合 , 称 为 ae 的 等 价 类 (equiva- 
lent class) ,为 [a |. 
[la] = ES 一 总 | 
可 以 证 明 , 在 两 等 价 类 中 如 有 一 元 素 相同 , 则 两 类 必 全 同 .于 是 集合 5 分 解 为 各 等 
价 类 的 不 相交 的 并 .等 价 类 集合 称 为 商 集合 (quotient sel) , 记 为 
Si—= |[alla€ sl| 
当 将 集合 5 分 解 为 若 于 不 相交 子 集合 的 并 , 称 为 集合 5 的 配 分 (partition) .上 
分 析 表 明 ,集合 S 中 等 价 关 系 决定 了 S 的 - -种 配 分 ,反之 也 对 . 


A3 偏 序 {partial orderingj} 与 全 序 {total ordering] 


集合 P 一 个 二 元 美 系 oE 了 x 了 如果 满 中 下列 关系 则 称 为 是 一 个 偏 序 ， 

P, ， 自 及 性 (reflexiveyapa ， 

望 . 反对 称 性 (amtisymmetric】. 

a Hbrm=>a = 
P;. 传递 持 (transitive) 
a 上 pear 

非 空 集 王 连同 已 上 定义 的 往 序 关系 构成 一 个 序 结 构 (P,p) , 称 为 一 个 偏 序 
集 . 

俩 序 集 P 中 有 偏 序 关系 的 两 个 元 素 称 为 是 可 比 的 ,否则 是 不 可 比 的 . 如 果 偏 
序 集 (P,p) 述 满足 条 件 


太 上 集 合 论 若 十 概念 简单 介绍 ,721 ， 


P,, 对 PP 中 任 两 元 素 a ,5EP, 总 是 可 比 的 ， 
或 am， 或 Ba 
则 这 时 (5) 称 为 全 序 集 ,也 称 方 :个 链 (chain). 
例 1 ”是 实 数 集 , 委 是 普通 实数 问 顺 序 关 系 , 则 (: , 守 ) 是 一 个 偏 序 集 , 电 是 全 序 
例 2 ;是 群集 合 ,HCG 十 G 的 子 群 ,0 , 宇 ) 是 一 个 偏 序 集 . 
以 后 为 简化 符号 ,将 向 序 集 t,p) 中 偏 序 关 系 p 改写 为 去 ， 
21， 记 为 工 委 
而 
TS 是 工科 站 有 rn 
直面 考虑 偶 序 集 ( 了 ,去 ) 的 子 集合 S. 元 素 a EP 称 为 S 的 一 个 上 寞 (upper 
bound) ,如 有 果 对 -- 切 x 全 S 都 有 zr 扫 aa 
类 要 可 定 交 子 集 5 的 下 界 {]ower bound)5 毛 忆 , 当 对 一 切 rrES ,都 有 5 
没 偏 序 集 (P, 坊 ) 的 子 集 S 有 上 界 , 旦 上 者 集合 作为 P 的 子 集合 有 最 小 元 , 则 
这 个 最 小 上 上 界 称 为 S 的 上 三 界 {(supremum) , 记 作 SupS 或 YS. 
类 似 地 5 的 最 大 下 界 ( 如 果 有 的 话 ) 称 为 S 的 下 确 界 (infimum), 记 为 InfS ,或 
和 SS. 


A4 集合 问 映 射 {mapping) 了 ,是 普通 函数 概念 的 推广 
合 间 有 贞 射 了 可 表示 为 


f:S1™ 5 
a= /fta)atE si,fa)=pes, 
b= fa) 称 为 在 映射 下 a 的 像 (image) ,a 称 为 5 的 道 像 (inverseimage). S$, 称 为 映 
射 的 定义 域 (domain) ,S, 称 为 值 域 ,在 定义 域 S, 中 每 一 元 素 a 都 有 确定 的 取 
人 在 S; 十 的 像 = fta), 而 S, 中 所 有 元素 的 像 的 集合 
AS = 1p1lb= Fa 所 有 atSiICS; 
称 为 路 射 了 的 范围 (range). 如 FS)= S,, 则 称 上 映 满 Conto) ,否则 称 申 人 (intoy. 
集合 加 的 映射 主要 有 以 下 三 种 ; 
单身 (injective，1-1 into) 或 称 1-1 映射 人 … ,其 特点 县 
db (a) ¥ flb), Va,bp es 

满 肝 (surjective onto) ,或 称 映 满 ,… 

站 Si = 5, 
骏 射 tbijective 1-1 and onto) ,或 称 1-1 对 应 的 满 映 射 . 
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对 于 接连 是 次 钠 射 
上 :| 已 3 
BR:S) > 
可 定义 它们 的 组 合股 射 &: 


由 二 六 
当 映 射 8 的 定义 域 DC V，Y 为 映射 / 的 定义 域 ,是 对 所 有 a€ ,g(a) = 
fa), 则 称 g 是 了 的 限制 Crestriction), 沁 为 
g= flu 


B 拓扑 学 知 干 基本 概念 介绍 


为 了 在 集合 (抽象 空间 ) 中 建立 极限 , 收 伍 ,连续 ,等 概念 , 常 需 在 集合 S 中 建 
芯 拍 扑 结构 =, 使 成 拓扑 空间 (3,r) .在 拓扑 空间 可 定义 连续 性 ,点 列 收 伍 性 ,连通 
性 , 紧 至 性 ,…… 这 些 拓 扑 空 间 的 概念 , 常 是 我 们 熟悉 的 度量 空间 (S,p) 相 应 概念 
的 抽象 推 儿 .故我 们 先 简单 介绍 度量 空间 ,再 引 人 一 般 拓 扑 空间 及 各 相应 拓扑 性 
质 .在 最 后 介绍 度量 空间 的 Cauchy 系列 及 完备 性 , 完备 性 不 是 拓扑 性 质 ,但 很 重要 
且 常 用 ,故人 在 此 一 章 介 绍 . 


Bl1 度量 空间 lS,p}) 通 常 拓扑 (8sual topology) 概 念 的 引入 


在 集合 中 引信 蝶 离 范 数 而 形成 有 后 扑 结 构 的 几何 对 象 : 度 其 空间 .度量 襟 间 是 
普通 欧 氏 空间 的 推广 ,通过 它 可 以 很 自然 地 引 人 更 抽象 的 拓扑 空间 .下 而 我 们 首先 
分 析 度 量 空间 ,进一步 注意 到 连续 映射 仅 维持 邻近 性 而 不 保持 距离 ,通过 对 度量 空 
闻 邻 近 性 特点 的 分 析 ,设法 摆脱 距离 蝎 数 来 定义 开 集 ,而 得 到 更 抽象 的 拓扑 空间 . 
通过 分 析 易 痢 出 由 开 集 组 成 的 拓 反 是 分 本 连 续 性 的 最 自然 的 数学 结构 ， 

通常 函数 f(z) 的 连续 性 是 用 经 典 的 -6 来 表述 的 ,依赖 距离 概念 . 例如 ,函数 
乓 2 了) 在 氮 和 的 连续 性 可 表述 如 下 ;给 定 >0, 存 在 3>0, 使 得 当 |z -oa ,过 S 时 ， 
f(r}— fla)|<e, 

这 里 的 绝对 值 1z -al 与 |Fz)- Fa)1 利 用 了 实数 域 RR 上 的 自然 度量 . 

对 于 任意 一 个 抽象 空间 $= la ,6 ,…1, 恕 能 对 其 中 任意 两 点 a 与 5 定义 满 是 
下 阁 三 条 件 的 间 负 实 函数 pla,5)ER 
a. 恒 正 性 :pfe ,5) 之 0. 等 号 仅 寿 4 =6 I 时 成 六 ， 

b. 对 称 性 ,p(ta,b)=p(b,a). 
c， 二 角 不 等 趟 ,pla,B)+ plb cota,c). 
pta,b) 称 为 两 点 a 与 5 间距 高 ,定义 有 距离 晃 数 的 空间 (S,p) 称 为 度量 空间 
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【metric space). 
企 度 量 空间 {1S,o) 中 任 一 点 a 可 如 个 定 闵 舍 < 的 开 球 (open ball) 
Blase)} = 1hESI pad) < ee >0| 
这 里 为 任 … 正 数 ,在 度 其 空间 中 满足 不 等 式 p(x ,a)<<e 的 点 z 的 集合 .叫做 含 
4 的 开 球 ,又 叫 彼 a 的 邻 域 tneighbourhood). 
令 UCS 为 空间 S 的 了 集合 ,点 aE [如 有 开 球 BE(a,e) 志 1, 则 称 4 为 子 


集 品 的 内 点 . UU 的 所 有 内 点 集合 记 为 UU, 称 为 的 内 部 . 

点 ES, 如 点 5 的 任意 开 球 都 最 人 少 含 1 的 另 --- 与 #5 不同 的 点 a 所 局, 则 称 点 
上 为 上 的 极限 点 (immit point).U 的 所 有 极限 点 集合 称 为 U 的 团 和 外 ,i 为 [. 

集合 UU 的 边缘 3 定义 为 


9li= U\U 


当 = U, 则 U 称 为 开 集 . 
当局 = UU, 则 UU 称 为 闭 集 . 
例如 , 实 轴 … .上 下 述 两 区 间 : 
UT= i:ErIa<t<bi=(a.b) 


有 = 仁和 1 过 三 [az 


易 证 U=(a,5)= 咒 是 实 轴 : 的 开 集 
V =[a,5]= 癌 是 实 轴 F 的 闭 集 . 

即 开 集 5 是 空间 S 的 这 样子 集合 ; U 中 任意 点 都 有 邻 域 完全 在 已 中 . 而 草 集 YY 
是 空间 S 的 这 样子 集合 Y 含有 它 的 所 有 极限 点 ， 

这 种 开 集 ( 闭 集 ) 的 定义 ,是 利用 上 距 离 函数 来 定义 的 拓扑 .在 上 述 各 种 定义 中 我 
们 注意 : 子 集 U 的 极限 点 6 本 身 可 能 是 也 可 能 不 是 避 中 点 . 开 集 在 整个 空间 S 的 
补 集 是 闭 集 , 闭 集 的 补 集 是 开 集 . 开 球 是 一 开 集 ,有 限 数目 个 开 集 的 并 仍 足 开 集 , 空 
集 包 及 整个 空间 S 都 是 开 集 也 都 是 闭 集 . 

以 上 分 析 看 出 ,度量 空间 $ 中 所 有 片 集 的 集合 具有 下 列 性 质 ; 

(i) 任意 数目 开 集 的 并 仍 是 开 集 . 

(i 有 限 数 日 开 集 的 交 是 开 集 - 

Gi) 空 集 忆 及 整个 空间 $ 是 开 集 

这 里 特别 注意 条 件 (i) , 仅 允许 有 限 数目 的 开 集 的 交 .例如 存 实 轴 . 上 ,万 限 多 
以 点 为 中 心 的 开 集 的 交 门 B[ 8, 二] 得 点 5 本身, 而 点 5 不 是 :中 半 集 . 仅 为 闭 
集 
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以 上 分 析 表 明 , 在 度量 空间 避 利 用 是 离 消 数 得 到 度量 空间 的 拓扑 ,此 拓扑 称 为 
度量 空间 的 通常 朱 扩 (usual topology). 邹 方 面 . 对 任意 抽 象 空间 ,可 用 上 述 :条 件 
作为 空间 的 此 集 的 定义 ,这 样 定义 的 开 集 可 以 不 依赖 趾 离 滑 数 ,定义 有 满 号 上述 三 
条 件 的 升 集 族 的 空间 , 称 为 邦 扑 空间 .于 是 我 们 时 以 得 到 蝎 抽象 的 折 扑 空间 .下 而 
按照 通常 拓扑 学 教程 介绍 - 些 基本 概念 、 


B2 拓扑 室 间 中 车 干 基本 概念 


对 集合 S fa, 冲 ,…'| ,如 能 选 出 满足 下 述 条 件 的 子 集 旋 (eollection of xnbsel)r 
= | 有 A.B,…|, 则 将 子 集 族 工 的 成 员 呆 开 集 ,而 了 集 族 r 称 为 集合 S 的 搞 扑 . 

a， 集合 S 及 空 集 都 属于 =. 

b. r 中 任意 有 限 个 成 员 的 交集 仍 属 于 >、 

.+ 中 任意 有 限 及 无 限 个 成 员 的 并 集 仍 属 于 二. 
集合 S 与 它 的 一 个 哲 扑 = 在 一 起 ,{S ;TT 四 做 拓扑 室 间 {opalogical space) 
例 1 当 $ 为 N 个 元 素 集 合 , 选 + 出 $ 的 所 有 子 集合 组 成 ,有 2" 个 成 册 .r 满足 
上 述 … 条 件 . 称 为 S$ 的 离散 的 拓扑 (discrete topology). 
例 2 对 任意 集合 S, 可 选 c=} 名 ,Si, 满 足 上 述 二 条 件 , 称 为 $S 的 于 庸 拓 扑 (trivial 
topology ) . 
例 3 当 3 为 实数 域 . , 选 z* 击 所 有 片区 亲 (a ,十 ) 组 成 拓 折 其 ,并 日 窒 有 空 集 钙 ,tr 
满 是 上 述 二 条 件 , 称 为 的 通常 拓扑 (usual topology). 在 拓扑 空间 可 利用 小 集 来 定 
区 连续 映射 . 

上 

是 S; 中 任意 开 集 的 道 象 是 S, 中 开 集 , 则 此 上 晓 射 / 称 为 连续 映射 . 

集合 的 拓扑 可 看 成 判断 集合 间 映 射 连续 性 的 网 络 . 离散 拓扑 是 最 天 的 {lar- 
gestj( 其 开 集 成 员 最 多 ) .最 精细 的 (finest ) ， 也 戎 最 强 的 (strongest) 后 小. 向 平庸 拓 
扑 是 最 小 的 (smallest) .最 粗 的 (eoarscst) .最 别 的 (weakest) 折 扑 . 而 通常 实数 域 上 
的 连续 鸭 数 ,是 采用 实数 域 的 通常 拓扑 来 定义 的 . 

与 开 集 定义 相关 的 还 可 引入 入 域 . 财 集 等 概念 . 

邻 域 (neighbourhood) 集 台 S 中 一 点 a 的 邻 域 N 是 5 的 于 集合 , 它 含有 点 4 所 
属 的 车 开 集 4 ， 

注意 ,这 里 并 未 昌 求 N 本 身 为 开 集 .但 是 所 有 含 a 的 下 集 都 是 2 的 邻 域 . 

在 拓扑 空间 ,还 可 定义 其 子 集合 的 极限 点 . 设 A 为 拓扑 空间 S 的 子 集 ,点 4 的 
每 个 邻 城 旭 含有 A 一 1a! 中 至 少 一 点 , 则 点 a&€ 5 称 为 4 的 极限 点 (或 染 点 ) ,4 的 
极限 点 可 以 属于 4 ,也 可 以 不 属于 A， 
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闭 集 (elosed set) 开 集 4 在 集合 S 中 的 补 集 称 为 团 集 . 闭 集 包 含 它 的 所 有 极 
限 点 , 与 开 集 族 定义 相对 应 , 闭 集 族 有 下 列 二 个 性 质 : 
4a， 集合 5 与 空 集 是 闭 集 . 
b. 有 限 个 团 集 的 并 集 是 出 集 . 
任意 多 个 出 集 的 从 集 是 轩 集 . 
了 守则 S 给 出 满足 以 上 到 条件 的 财 集 族 =, 也 称 给 出 空间 S 的 拓扑 结构 LS ,a). 即 
当 给 出 S 的 满足 上 三 条 什 的 了 集 族 s, 取 o 的 所 有 成 元 的 补 的 集合 7+, 则 集合 站 
Wd 人 -条 件 ,(S,zr) 沪 给 定 拓 扑 结 构 的 拓扑 空间 . 
给 定 集 合 UU, 含 有 局 的 闭 集 可 以 有 很 多 ,它们 的 交 称 为 集合 L 的 闭 包 
(aoe 已 为 局, 即 闭 包 1 是 会 六 的 最 小 闭 集 . 


集合 的 内 部 Linterior) 是 UU 的 所 有 开 子 集 的 并 集 , 记 为 5 或 IntU ,好 U 是 
U 的 最 大 并 子 集 . 

拓扑 学 通常 被 看 作 几 和 何 学 的 推广 , 册 上 面 的 讨论 可 看 出 .拓扑 学 也 可 看 成 为 分 
情 计 算 的 排 广 ,在 折 扑 床 间 (sz) 可 讨论 连续 .极限 等 剖 题 , 仅 妆 集合 S 内 有 折 
扑 , 才 石和 集 , 财 集 .部 域 .极限 .连续 等 概念 ,使 集合 S 成 为 连续 “ i 

随 拓 扑 空间 间 同 腑 上 献 射 [horaeomerphic mapping) .为 1-1 对 应 的 连续 满 映射 ， 
且 其 逆 映 射电 足 连 续 的 . 

间 怀 眶 射 下 保持 不 变 的 人 性质 称 为 拓扑 性 质 ,如 并 集 . 收 伍 序 列 . 紧 敏 性 .分离 
性 .连续 性 ,连通 忻 等 都 是 折 扑 性 质 . 而 我 们 分 煌 这 些 宣 要 的 拓扑 性 夺 


B3 流 形 的 基本 拓扑 性 质 


4a， 紧 禾 性 fcompact) 当 流 形 M 的 每 个 于 覆盖 有 一 个 有 有 限 了 柳 毅 , 则 流 形 NM 

这 里 先 简 短 说 明 几 个 定义 . 

于 窗 放 (open covering】 流 形 M4 的 -组 开 集 

/= 1U,|, UL = 

则 称 开 集 集合 .7 为 M 的 开 竹 盖 . 

子 禾 靖 (subheovering) 为 开 矫 盖 i 的 … 个 子 集合 ,而 且 人 本 身 仍 为 M 的 

关 , 则 称 . ′ 为 上 覆盖 y 的 子 复 盖 . 

有 限 的 覆盖 (finitc covering) 当 .1 三 1 中 成 员 的 个 数 是 有 限 的 , 则 称 
为 有 限 的 窗 盖 . 

为 了 中 好 地 理解 紧 铬 性 ， 可 首先 分 析 下 -个 非 紧 化 性 的 集合 
例 1 了 欧 氏 平面 疡 , 服 为 于 径 等 二 工 由 心 为 整数 学 体 点 的 开 球 全 体 . 这 些 开 古 
的 集合 (有 夸 穷 多 个 ) 构 成 平 而 EF? 的 开 禾 盖 .如 果 在 .7 中 去 掉 -个 开 球 4 , 旭 剩 下 


726 。 附 录 


的 开 球 集合 不 是 以 覆盖 平面 ,内 为 上 的 中 心 这 不 F . 两 此 缆 钨 无 趴 子 覆 旧 ,更 没 
有 有 限 子 复 首 , 故 平 商 五 : 非 紧 致 .事实 上 在 三 中 所 有 有 具有 无限 面 程 的 集合 部 是 
非 紧 臻 的 . 当 我 们 选 升 集 集合 “= 六] ,其 中 所 有 U, 都 具有 有 限 面 积 , 因 为 主 何 
有 限 子 覆 盖 必 然 仅 能 覆盖 i 有 限 而 程 , 族 不 能 成 为 内 无 限 岛 积 流 形 的 肛 获 草 ， 


例 2 对 上 上 尝 位 扣 B= {ry | 上 有 过 可 如 直选 一 组 同心 辆 盘 .= 
i } 
=- 
: - - x +1， 
昂 证 
UL = 


即 . y= 1! 为 BB 的 开 覆 盖 . 各 守信 开店， /无 有 限 子 窒 盖 , 故 B 也 非 紧 致 .由 
以 上 两 例 我 们 看 出 ,EF* 中 于 集 M 为 紧 致 的 充 娄 条 件 是 : M 是 六 的 日 有 界 . 
定理 1 在 欧 兵 空间 中 的 有 界 集 的 堵 子 集 必 紧 致 . 其 仔 意 开 鞠 盖 必 和 包含 有 限 子 履 


i. 


定理 2 紧 致 流 形 M 的 开 覆 盖 成 员 数 必 多 于 1. 

紧 致 性 是 拖 扑 性 质 , 同 旺 映射 保持 紧 致 性 ,而 有明 进一步 可 证 ,任意 连续 的 满 映 
射 保持 紧 致 性 , 即 紧 致 空间 的 连续 像 必 紧 致 , 紧 致 空间 的 闭 集 必 上 紧 致 , 故 与 欧 氏 空 
间 有 界 集 的 册子 集 同 凸 的 流 形 必 紧 政 ， 

紧 致 流 形 县 有 一 些 突出 的 性 质 ,例如 , 紧 致 流 形 中 的 无穷 子 集 必 有 极限 点 ,对 
紧 致 流 形 有 下 述 重要 定理 ， 
定理 3 紧 略 流 撒 上 定义 的 连续 实 消 数 是 有 界 的 ,并 在 流 形 上 达到 它 的 上 下 确 界 . 

此 和 定理 是 紧 致 流 彤 的 重 册 特性 ,可 利用 此 特性 判断 渡 形 是 否 紧 致 ， 

局 域 有 限于 覆盖 ”对 流 形 上 任意 点 PE M ,有 邻 域 ,使 于 覆盖 /= 1 i 中 
集合 1 后 门 D 为 有 限 集合 时 ,此 开阔 盖 .y 称 为 局 城 有 限于 覆盖 

仿 紧 (paracompact) 若 流 形 M 的 侍 意 开 覆 盖 部 有 -个 局 域 有 限 的 子 敌 盖 ， 
则 M 称 为 仿 紧 的 . 

仿 蛇 的 折 扑 室 间 县 有 性 质 : 其 中 任 --- 点 均 有 这 样 的 邻 域 .其 闭 包 为 紧 致 . 此 特 
性 也 可 作为 仿 紧 空间 的 定义 . 
定理 4 微分 流 形 是 仿 紧 的 ,于 是 在 微分 流 形 上 可 以 定义 积分 . 

实 轴 上 闭 区 站 [0,1] 是 紧 致 的 ,而 整个 实 轴 非 紧 致 ,这 正 说 明了 ,为 何 册 区间 上 
纹 数 可 用 富民 级 数 展开 ,而 在 整个 实 轴 上 的 虹 数 需 用 富 氏 积分 展开 ,整个 实 轴 叶 然 
非 紧 臻 ,但 它 仍 然 共 有 很 好 的 行为 , 它 是 仿 紧 的 ,或 说 它 是 局 域 紧 致 的 . 
b. 连通 性 feonnectcdmess) 
定 尖 1 旭 迪 拓扑 空间 M 不 能 袁 示 为 亲 个 不 相交 的 非 空 开 集 的 并 集 , 则 称 折 扑 空 
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间 wz 旺 连 通 的 . 

如 拓扑 空间 M 不 是 连通 的 , 则 它 可 分 裂 为 一 些 连通 子 集 的 并 集 ,其 中 什 意 两 
个 子 集 相 豆 分 离 , 即 它们 的 闭 集 的 交 为 空 集 . 这 些 扣 相 分 离 的 连通 块 称 为 M 的 连 
通 分 支 . 拓扑 空间 的 连通 分 支 为 财 集 ， 

连通 空间 的 连续 蜡 象 是 连通 空间 . 连通 性 是 空间 的 拓扑 性 质 . 
定 兴 2 如 果 拓 扑 空 间 上 任意 两 点 可 以 用 一 条 道路 连接 , 则 称 此 拓扑 空间 为 道路 
连通 的 (path connected). 道路 连通 空间 的 连续 上 映 繁 也 是 道路 连通 的 ,道路 连通 性 
也 是 空间 的 拓扑 性 质 . 
例 3 群 (x} 中 任意 点 均 能 与 恒 等 光 e 用 连续 道路 连通 . 

群 O(a) 中 任意 点 均 能 与 +e 道路 连通 ,但 +e 与 ~e 间 没 有 道路 连通 . 

用 < zz] 表示 与 拓扑 空间 M 中 点 x 道路 连通 的 集合 , 易 证 

cletr)] = eix] 

如 cf[zj] 与 cy 相交 (其 变 非 空 集 ), 则 必 二 者 相同 . 

道路 连通 空间 必 是 连通 的 .但 其 道 ， 


不 一 定 对 . sin 
例如 见 左 图 ,讨论 在 FE 平面 中 
C=AUB 
4 -一 上 一 
A= iy EE -ly 所 1| ! 2 x 


B= ‘(zsin Fe E*|10<zrE2 


C 为 E* 的 紧 致 子 空间 ,但 不 是 道路 连通 
的 ,因为 不 可 能 用 C 内 的 道路 连接 有 A 内 
一 点 与 号 内 一 点 ,但 是 C 为 连通 的 ,因为 
8B 在 E* 内 的 闭 包 是 巨 = 避 ,而 巨 为 连通 的 , 故 习 为 连通 的 ,此 例 说 明 连 通 空 间 太 
一 是 是 道路 连通 的 ， 

上 例 中 [为 五 " 中 的 闭 子 集 . 可 以 证 明 , 欧 氏 空 间 中 的 连通 开 集 是 道路 连通 
的 . 

拓扑 空间 lM 内 的 一 个 极 大 道路 连通 子 集 称 为 M 的 道路 连通 分 支 .一 般 道 路 
连通 分 支 不 一 定 是 闭 集 (例如 上 例 中 的 BB), 而 拓扑 空间 的 连通 分 支 为 闭 集 .各 个 首 
路 连通 分 支 可 以 不 是 互相 分 离 的 {例如 上 赔 中 的 B 与 4 的 并 是 连通 的 } ,而 拓扑 空 
间 的 各 连通 分 支 是 分 离 的 . 
c， 可 分 性 { separation) 与 Hausdorff 空间 

为 使 拓扑 空间 中 收 化 性 有 较 确 基 定 义 ,日 使 空间 中 开 集 . 闭 集 具体 化 ,还 涝 引 
进 不 何 程 度 分 离 性 定理 . 措 述 空间 的 可 分 性 有 许多 不 同 说 法 ,我 们 这 里 侈 介绍 常用 


图 B.1 
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的 一 种 分 离 性 公理 : 
1]. TT 空间 ;空间 任意 两 不 同 点 中 至 少 有 一 个 有 一 个 邻 域 不 包含 为 一 点 . 
2. TT 空间 :空间 任意 两 不 同 点 各 有 和 邻 域 不 包含 男 点， 
3. 了 空间 ;空间 和 任 两 不 同 点 有 不 相交 的 邻 域 . 显然 了 空间 的 叙述 是 可 分 性 公理 
中 较 强 的 一 个 ;下 空间 必 是 全 ,了 空间 必 是 TD ,但 反之 不 -- 定 ， 

TT 空间 交 称 为 Hausdorff 空间 .在 微分 儿 何 中 常 采 用 条 件 最 强 的 Hausdorff 空 
间 . 具 有 通常 拓扑 的 实数 域 是 Hausdorff 空间 . Hausdorff 空间 中 点 都 是 闭 子 集 , 且 
可 证 在 Hausdorff 空间 其 每 一 紧 仇 子 集 必 为 闭 集 ， 

仅 在 本 书 最 后 部 分 在 分 析 不 可 交换 几何 ,分 析 代 数 往 时 ,采用 Zariski 拓扑 ,这 
是 种 很 弱 的 扩 扑 ,一 般 仪 满足 Th 公理 .在 厂 空间 ,系列 极限 不 一 定 惟 ,日 存在 
不 是 闭 集 的 单 点 .在 过 到 这 种 情况 时 我 们 将 会 特别 指出 并 认真 分 析 其 特点 . 
d. 乘积 空间 的 拓扑 

两 个 焦 人 台 $, 与 S$, 可 作 笛 卡 儿 积 (Cartesian produet) 

SxS = 5= (apilat SE SS, 

它 是 所 有 有 序 对 (a ,5) 的 集合 ,其 中 a ES,bES,， 

芮 个 折 扑 室 间 (Sr 与 (S;,r;) 可 相 乘 而 得 到 一 个 新 的 拓扑 空间 (SS.r) = 
(Sj xsSa,rixra), 部 作为 集合 本 身 , 它 是 两 个 集 台 的 笛 卡 儿 积 ,而 其 拓扑 

rr 一 rrlXr = (Ux TV) (UEr,VeEr,) 

由 所 有 开 集 对 笛 不 儿 积 组 成 . 

到 积 空间 $, x S$; 的 搞 扑 性 质 (如 分 离 性 , 紧 致 性 .连通 性 等 ) 都 可 出 S 与 5， 
的 相应 件 质 来 表示 ,有 如 下 --- 些 定理 : 

乘积 空间 S|, x S$, 为 Hausdorff 空间 ， 当 有 目 仅 当 SS, 与 $5, 为 Hausdorff 空间 ， 

乘积 空间 Si x S; 为 紧 致 ,当日 仅 当 Si 与 S; 孝 紧 致 

两 连通 空间 的 乘 各 是 连通 的 . 

两 道路 连通 空间 的 乘积 是 道路 连通 的 . 

B4 ”Cauchy 系列 与 完备 性 


在 度量 空间 (S,p) 中 Cauchy 系列 是 指 存在 这 样 一 个 无 限 多 点 系列 
| >。 ? 查 =1,2,…，,co|l ,满足 条 件 : 
im dr ,1 二 必 
也 就 是 说 ,对 于 预先 给 定 -个 小 正 数 。>0, 总 可 找到 足够 大 的 整数 N ,使 得 当 ，， 
me 六 入 ,相应 两 点 1， 与 x 间距 离 d (x as)<e 
下 面 介 绍 完 备 性 Ccompleteness) 概 念 . 
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定 六 ”度量 空间 (S,p), 如 其 每 个 Cauchy 系 名 都 在 空间 S 上 具有 收敛 点 , 则 称 为 
是 完备 的 
注意 , 实 轴 上 半 开 区 问 


[9.1 不 是 完备 的 
L0,ee 是 完备 的 
两 者 相同 肛 , 表 明 完备 忻 不 是 拓扑 不 要 性 质 .下 而 列 出 几 个 常见 的 相关 名 词 ; 
Frechet 空间 :为 完 项 的 可 度 规 空间 ， 
Banaceh 空间 :为 完备 具 模 (normal) 疝 量 空间 . 
Hilbert 至 间 : 汶 完 备 具 上 积 的 空间 ， 
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儿 何 与 代数 帘 切 相关 . 
这 里 我 们 对 本 书 常 过 至 的 一 些 代 数 体系 作 简 单 介绍 , 先 列表 C1 表明 各 代数 
体系 的 特点 .然后 按 表 中 方 框 左下 人 角 字 坪 秩 序 途 个 介绍 . 
表 &i 若干 代数 体系 主要 特点 


一 | 丁 充 册 部 证 算 成 化 灼 件 条 


* 代数 


fo 


齐 州 空间 欧 空间 


计 工 S+ 
人 | 站 | 
了 +- 
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Cl 含有 二 元 合成 运算 的 集合 : 群 . 环 、 域 
t， 群 (group) 为 集合 5 ,其 内 部 有 :- -种 元 人 台 成 运算 ( 称 为 乘法 ) 
XH rr 
(Cah) ab 
此 运算 满足 结合 律 ,有 异 等 元 ,有 道 元 .含有 这 种 运算 的 集 台 称 为 群 . 
如 所 含 运 算 还 叮 对 易 , 则 此 群 称 为 Abel 群 (Abelian group), 或 称 伙 换 群 ,对 
Abcl 群 , 相 应 二 无 合成 运算 常 称 为 加 法 ,这 时 相应 术语 作 相 应 改变 ,如 表 (2 所 示 
闪 C2 二 元 全 成 运算 所 采用 的 两 种 术语 


' ” 恒 等 元 族 运 算 4 的 道 元 
群 的 " 潍 污 "这 算 < .， 单位 二 = “除法 ” a 1 
Abel 群 的 "加 法 "运算 1 ， 堆 元 0 “减法 ” “a 


b. 环 (ring) 为 集合 S$, 且 其 内 部 有 两 种 二 元 合成 运算 ,第 -种 运算 { 称 为 加 法 + ) 满 
足 Abel 群 运算 规则 ,第 二 种 运算 ( 称 为 乘法 x ), 仅 满足 结合 律 , 且 相 对 第 一 种 加 法 
运算 满足 分 配 律 


dxtp+i+e)=axp+axec 
(C.1) 
(b+rjxa=bxat+cxa 
含有 上 述 性 质 的 有 两 神 内 部 运算 的 集合 称 为 环 ,例如 整数 环 Z. 
如 环 的 第 二 种 运算 有 蛋 等 元 , 且 除 第 一 种 运算 的 零 元 外 ,所 有 元素 有 相对 乘法 
的 道 元 , 则 这 代数 体系 称 为 域 (fieldq)， 
进一步 如 第 二 和 神 运 算 可 对 筋 ( 用 符 导 :) ,由 称 为 可 易 域 ,例如 实数 域 ,复数 域 
一 有理 数 咸 .等 均 为 可 对 易 域 ,而 凹 元 数 域 ”为 不 可 对 易 域 . 


C2 带 算 子 集合 , 齐 性 空间 


c， 带 算 子 集合 ., 即 设 作 用 于 集合 S$ 上 有 一 算 子 集合 侣 ， 
= leBy, "|,S = lab,c,l 
存在 有 映射 NxS=5 
(oa,a)>auEs 
0 中 元 素 称 为 $ 上 算 子 . 
如 对 任意 a ,5E S, 均 存在 aE 了 Nn 使 
ad 衬 而 


则 算 子 集合 只 称 为 对 S 传递 作用 (act transitively). 


[若干 代数 体系 简单 介绍 四 


进 - 步 出 
BS 
由 作用 的 传递 性 知 存 在 YER 使 
Ma 
这 样 在 算 了 集合 内 定义 了 -个 可 结合 和 运算， 
7” 应 


月 有 恒 等 算 子 及 道 算 子 , 故 算 子 集 合 品 为 群 , 称 为 3 上 上 的 变换 群 心 . 
你 群 蕊 作用 于 S$ ,这 时 S 可 称 为 (; 空间 . 

d.， 齐 性 空间 (homogeneous shace) ,是 有 算 子 群 GG 和 作用 的 室 间 , 卫 归 求 G 对 空间 作 
用 传递 (transitive) ; 邯 空 间 S$ 中 任意 两 点 a 与 5 间 均 中 通过 群 中 元 未 作用 联系 : 
a=ab (a€ tt) 

这 时 称 SS 为 齐 性 空间 . 
当 5 为 G 空间 ,点 pES 的 G 作用 轨道 . 
O,= lap€E Sla€ ei 
为 G 齐 性 空间 ,而 整个 空间 $ 为 各 点 轨道 的 并 , 即 任意 G 空间 为 6G 齐 性 空间 的 
并 ， 


C3 环 上 模 域 上 向 量 空间 域 上 代数 


e. 模 (modute) 为 Abel 群 ,日 其 FF 有 算 子 环 (例如 整数 环 ) 作 用 ,日 算 子 环 2 与 Abal 
和 群 S 间 适 算 还 满足 结合 律 :a ,hE S,a,PEN. 
(a+PB)a = aa + 应 
(ap8ya = al fa) {C.2) 
ata + hb)= ea 二 地 
具有 上 述 性 质 的 含有 单位 元 的 算 子 环 口 = 1a ,8 在 用 的 Abel 群 SS 一 ep 
称 为 模 . 具有 算 子 环 如 作用 的 环 S 也 称 为 模 , 记 为 2- 模 . 
f 线性 空间 (linear space) 又 称 为 向 量 空间 (vector space)S ,是 一 种 模 , 且 其 算 子 环 
昌 为 算 子 域 ( 例 如 实数 域 ). 即 算 子 域 0 上 Abel 群 S 称 为 线性 空间 (例如 实数 域 上 
向 量 空 间 )， 
线性 空间 $ 中 元 素 1aj 称 为 向 量 , 向 量 间 定 义 有 加 法 运算 (满足 Apel 群 规 
则 ) , 算 子 域 2 中 元 素 ;el| 称 为 数 ,向 量 与 数 间 乘 法 运算 满足 分 配 律 与 结合 律 ( 见 
(C.2) 各 式 ). 
在 线性 空间 中 , 向 量 是 否 线 性 相关 是 一 重要 概念 .我 们 说 w 个 向 量 。， 
ad 线性 独立 , 即 其 中 任 一 个 向 量 都 不 能 表示 成 其 他 疝 量 的 线性 组 台 . 或 者 


”732 附 东 


说 它们 之 问 有 性 扶 : 如 任 在 等 式 


> ea, = 
则 必 导 煞 所 有 系数 a 二 0 否则 上 关系 起 不 成 下 
线 忻 空间 中 线性 独立 问 暴 的 最 高 数目 称 为 线性 空间 礁 数 . 企 于 维 线性 尝 问 
中 ,Bf 选 5 个 基 矢 1e,| ,线性 空间 中 任意 向 量 a 均 可 表 为 基 矢 的 线性 和 ; 


~ 


Qa 二 ee (CC .3) 
系数 or 称 为 问 明 6 的 党 标 ,这 时 向 量 a 岂可 本 为 
@ (ala eve {7.4) 


实数 域 R 上 维 线性 空间 记 为 R" ,其 中 每 个 向 量 4 可 用 ;个 实数 a' EE 民 表示 ,如 
(C4} 式 所 未 . 
g. 代数 (algebra) 为 丫 基 空间 ,并 在 向量 空间 定义 有 第 二 种 内 部 二 元 合成 运算 "“ 乘 
法 {服从 分 配 律 ); 
axtbh+te)=axhiaxe 

也 中 以 说 代数 为 具有 算 子 域 ( 实 数 域 ) 作 用 的 环 ( 实 数 域 上 代数 ), 有 性 质 

和 人 Xe) 【有 

代数 也 可 与 癌 蜡 空间 类 似 定 义 基 底 与 维 数 . 基底 的 乘法 规则 是 


EP 二 fe (0.6) 


系数 A 称 为 代数 的 结构 常数 , 它 决定 了 整 个 代数 的 结 
当 分 析 代 数 体系 的 结构 时 , 沉 将 它 的 每 人 个 元 素 用 线性 训 上 的 算 子 来 表示 , 即 
将 所 讨论 的 代数 阿 态 对 应 于 作用 于 线性 空间 上 的 算 子 代数 , 称 为 代数 4 的 直 示 . 
作 用 于 线性 罕 s 间 上 的 算 子 代数 ,又 称 为 六 模 (A-module), 它 基 向 量 空间 M ,有 具有 
AxM— MM 
ae 一 EM 
对 所 有 ua ,5E 4A,zryE 邮 ,具有 以 下 性 质 
(a bro= atp) 
ad pr artphr 
例如 ,微分 流 形 M 上 向量 场 集合 , 常 称 为 AAM) 模 . 
代数 4 内 如 允许 斜 线性 对 合 变 换 * (x* x* 一 ja) 
* :A 一 A 


(车 二 代数 体系 简单 介绍 四 


具有 王 述 性 质 :(a PEAapE ) 
ij (la) =a 

BY ah)y =p a 

ii (oa 上 部) -aa 二 助 . 

如 此 代数 4 称 * 代数 . 


C4 赋 范 代数 (Banach 代数 ) 与 CC "代数 


h. 赋 范 代数 A 是 其 每 个 元 素 4 都 具有 范 数 上 a | 的 代数 . 范 数 a | 为 非 负 实数 ， 
.满足 : 
(eei| 冯 0. 且 促 当 we=0 时 | 下 = 
ti) aal= ola aE.. 
(uy) ee | 总 | 
{iv} arp liall:|sd 
条 件 (3) 称 人 角 不 等 式 ,条 件 (4) 称 乘积 不 等 式 . 

利用 典范 使 代数 4 有 拓扑 结构 ,和 浆 为 -- 致 哲 扑 (uniform topology}. 即 对 此 素 
4 可 引信 合 < 的 开 集 

Uae)— ipEAILIp- a: <<ele>D: 
(” 代数 是 个 完备 的 赋 范 * 代数 ,日 满足 
laral = al, Ya€A 
由 此 性 穆 及 炭 范 的 乘积 不 等 式 , 可 以 证 明 
la | = lal 


C5 欧 空 间 (Fucliden space] 


对 向 量 空间 “, 吕 有 很 多 种 办 法 定义 出! 高 晴 数 . 当 采 用 抵 氏 距离 质数 , 即 对 “ 
中 任意 两 点 
a 一 See ， b= Vpe, 


1 r | 


可 如 下 年 浆 踊 离 卫 数 ( 隐 包 度 规 }: 


pla,b) DA -pF (COC.7) 
易 让 它 满足 路 启 丙 数 的 个 条 件 : 
PA), 竺 导 和 仅 丰 a 一 上 时 成 立 . 
Le 下 一 站 Der 
GE 


37 引 4 ， 附 某 


i. 欧 氏 空 间 (Euclidean space】 
按 {C.7) 式 定义 距离 是 数 的 5 维 绥 性 证 间 称 为 7 维 浴 氏 空 间 人 Euclidean 


shace). 


D 和 群 同 态 正 合 系 州 ” 子 群 自 积 与 六 直 各 

DI 和 群 的 同 态 与 周 构 
定 六 1 册 个 焙 避 与 GG 间 维持 群 的 乘法 结构 的 映射 站, 称 为 同 态 映射 [homomor- 
phism). 即 在 两 群 间 存在 映射 /;G 一 G 满足 条 件 : 

SI = flg) flgs), Yaeger {13.1) 

如 进一步 觅 射 了 还 是 1-1 对 应 的 双 射 (hijective) , 则 称 为 同 构 (isomorphism). 

当 群 如 与 上 如同 存 让 同 态 台 射 六 ,那些 映射 到 避 的 单个 正 e 上 的 无 素 集 合 称 为 
此 同 念 映 射 的 核 , 记 为 Kerf 


Kerf = ‘ag E GI FE) 一 ee 人 0D.2) 
并 可 定义 闻 态 映射 的 像 ImfCG 
Imf = ig Ef lg = f(g) 对 有 所 有 gE (LD), 3) 


存在 关于 群 的 同 态 映射 的 基本 定理 . 
定理 上 各 两 群 间 存 在 同 态 映 刚 


六 
则 问 态 核 kerf 必 为 G 的 正规 子 群 ,H 商 群 G/Kerf 必 与 同 仿 像 Imy 同 构 
CEKecrr ~ mf (7).4} 
证 明 在 同 态 映射 中 ,G 的 恒 等 元 e 的 像 必 为 G 的 醒 等 元 e', 即 
e Ee kerf 


且 易 证 ,如 gEKerf, 则 gg EKerf, 即 是 证 Kerf 为 G 的 子 群 ,并 可 进 -- 步 汪 明 
Ker 为 G 的 正则 子 群 , 即 如 gE Kerf( fg) 一 e), 则 与 g 共 辊 的 全 部 元 素 均 属 于 
Kerf 
fa ga)= fla efla)=e (a€ Gg EE Kerf) 
有 Kerf 为 群 6 的 正规 子 群 inormal subgroup) ,相应 陪 集 GiKerf 形成 商 群 quo- 
tient group) ,片尾 意 陪 集 aKerf 映射 为 GG 中 一 个 外 索 
flaKerf} — fta)e = fla) 
故 像 Imf 与 商 样 (iKerf 辐 构 . | 


中 群 同 态 止 会 系列 ”于 群 直 积 与 半 直 积 四 


D2 群 的 同 访 系列 


1 ji I 
人 一 (DD.5) 


即 在 群 系列 GG .GG,;,… 间 存在 同 态 映射 矿 
fe tr re, 
如 在 此 问 态 系列 中 ,每 - - 问 态 映射 的 像 等 于 其 次 同 态 映 射 的 核 
TI 六 = Kerf,., (1).6) 
岂 称 此 同 态 系列 为 正 合 系列 (exaet seguence) ,有 下 列 定理 . 
定理 2 如 存在 由 下 列 四 个 群 组 成 的 正 合 系 列 


i 门 fa 
一 (1.7) 


基 中 = 为 只 有 一 个 恒 等 元 组 成 的 平庸 群 , 则 同 态 广 作为 G 与 GG; 间 的 同 构 对 应 . 
证 有 明 出 上 上 合 过 列 


Hm 加 
oer) —> (0, (D.,8) 


知 fi 的 核 为 fi 的 像 , 即 为 G, 的 恒 等 元 , 同 态 核 为 恒 等 元 ,此 同 态 上 映射 作为 1-1 对 
应 映射 , 即 六 为 1-1 对 应 爱 射 . 
再 注意 到 止 合 系 齐 


i fi 
GI (, “re (D.9) 


G, 的 全 体 成 元 均 通 过 映射 f, 映射 为 恒 等 元 ,Kerf, 为 G; 全 体 成 元 ,由 条 列 正 侣 
基 ] 
Kerf, = lm 
故 广 为 满 映射 ， 
因此 , 当 存 在 正 合 系列 (D.7) 时 ,fi 为 1-1 对 应 的 满 同 态 映 射 , 即 为 同 构 对 应 . 
定理 3 如 存在 由 于 绚 天 个 群 组 成 的 同 态 映 射 正 人 台 系 刘 


了 1 
ea» CG -一 = 站， ,一 G, -ee (1).10} 


则 
Gy ~ {10, (CD.11) 
妈 Ci 必 为 局; 的 正则 子 群 , 旦 商 群 ,1G 与 G; 同 构 . 
证 明 南 正 全 系列 堪 端 知 万 为 1-1 对 应 人 射 
GI = Im CG,; 
由 正 合 系列 右 端 知 f, 为 满 射 : 
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0 = JJ 六 
日 由 系列 中 部 为 正 合 知 Imfi = Kerf 为 局 的 正夫 子 群 ,相应 商 群 与 vf = GG， 
同 构 , 即 
GO, = 0, 了 
D3 子 群 的 直 积 与 半 直 积 
在 物 昌 党 场 伦 咎 党 需 讨 论 四 维 时 空 平 移 及 转动 群 ,又 称 Poineare 群 .i 为 P. 
四 维 时 空 平移 玫 了， 是 Poineart 样 的 丁 群 ,而 引 是 共 正 规 子 群 ,相应 商 群 是 Laurentz 
和 SEC2,，) .lh 
PiT, — SIL(2, ) 1D. 12) 
表明 存在 正 合 系列 
e> TS.2, ~e 
六 方向 和 道 Lorentz 秤 出 为 Pomeare 群 的 寺 群 , 存 并 SL (2，} 和 到 PP 的 入 射 , 芭 jf 
合 系列 应 补充 为 


eT, > PeSL (2, Je (1). 13) 
此 系列 表明 PP 为 Lorentz 群 与 平移 铬 的 半 直 积 ,nj 硼 示 为 
P = SL 02，) 攻 .小 0 141 


其 中 让 号 区 。 表 承 号 半 摧 称 ， 
下 而 我 们 分 析 (C3) 样 与 SI3) 群 间 关 系 , 存 林 如 下 正 合 系 列 ， 
eA O(N 3 {1.15) 
即 引 合 系列 的 所 有 箭头 掏 可 反 导 ,SO(3 与 -都 三 O063) 的 正规 子 冬 ,ODO(3) 称 为 是 
SOC(3) 与 .- 的 自 积 , 记 为 
O(3) = SO(3) 2, (1D.16) 


EE 交换 群 (Abelian group) 的 若干 基本 性 质 


流 形 的 阿 调 群 茂 高 阶 同 伦 群 部 是 秋 换 群 .由 于 它们 在 分 析 流 彤 拍 扑 忻 质 讨 笠 
中 的 重要 性 ,这 里 骨 简 单 介绍 目 它 的 -… 些 基本 性 质 . 
群 的 概念 大 家 者 很 熟悉 , 群 内 定义 的 “死人 台 成 运算 
Pi 一 
RisE2 > 7 


通常 称 为 群 内 乘法 运算 , 当 此 乘法 可 交换 , 即 g,g; = gg 则 称 该 群 为 交 搞 群 ,或 
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Abel 烙 . 这 时 , 群 内 定义 的 运算 可 交换 ,故常 用 + 号 表示 ,各 种 术 请 需 适 当 改 皮 , 如 
下 表 所 改 : 

群 的 " 冬 法 "运算 术语 

。 恒 等 元 单位 元 e， 多 一 此 


北 运 算 ， 降 法 ， 道 元 
连 习 ,g 的 次 格 ，8" 


To 


减法 ， EE 
的 rm 信 ,mg mE. 


即 对 于 交换 群 恕 ,由 于 群 之 问 运 算 可 对 易 , 故 常用 + 号 表示 ,而 群 的 候 等 式 即 零 
元 , 记 为 虽 , 礁 二 gEG 的 逆 元 , 记 为 -, 寿 邢 8 的 站 次 利 记 为 mg ,于 是 对 Abael 
群 ,可 以 定义 群 元 问 "+ "法 与 整数 的 乘法 .这 点 与 向 其 空间 类 似 , 仅 需 将 向 量 空间 
定义 中 几 实 数 恬 改 为 用 整数 乘 , 则 得 Abel 群 . 于 晨 我 们 对 Abel 群 ,也 可 引入 线性 
相关 ,及 定义 群 的 维 数 (Abel 群 的 牧 ). 为 分 析 此 问题 ,我 们 先 分 析 Abel 群 的 生成 元 
及 由 生成 元 所 生成 的 子 寿 . 

由 群 G 的 某 元 素 g 可 牛 成 全 的 子 群 : 

{pI = Jngn€ | (EF.1) 

如 =4g87 有 即 G 可 由 一 个 生成 元 生成 .G6 称 循环 群 (eyclic group with genera- 
tor &) ,此 御 环 群 内 所 含 元 素数 p, 称 为 此 循环 群 的 阶 ,而 g 电 称 为 p 阶 群 元 . 

无 限 循 坏 群 Lp = o0) 称 自由 群 (free Abelian group) 

如 群 G 有 两 个 以 上 生成 元 , 则 其 牛 成 元 的 整 系 数 线 性 组 合 仍 为 牛 成 元 ,这 样 
就 有 无 限 多 生成 元 ,为 区 别 此 点 ,我 们 讨论 群 元 的 线性 相关 . 对 群 G 的 -组 元 素 
ig,! ,如 存在 不 全 为 零 的 整数 。 ,使 


> vaig， = 0, qa, 七 Z {E,2) 
则 这 组 元 素 叫 和 作 钱 性 相关 , 理 则 叫 作 线性 .万 关 ， 
如 在 群 G 内 存在 一 最 大 线性 尤 关 组 } yp ! 
和 (E.3) 


即 它们 相 呈 线性 无 关 , 群 G 中 的 任 一 样 元 g ,与 集合 jg :线性 相关 , 故 所 有 群 元 都 
可 表 为 ig, 1 的 整 系数 线性 组 合 ， 


g= Vag, (E.4) 

当 各 ig, ;i 三 1,…,r| 线 性 无 关 ,G 任意 群 元 gE 6 惟一 地 表达 如 (E.4) 式 ,出 

群 G 称 为 由 ;g, 1 自由 地 牛 成 ,而 集合 ig,i; 称 为 自由 交换 群 G 的 一 组 基 . 当 生 成 
元 g, 的 数目 有 限 , 群 G 称 为 有 限 生成 群 .对 有 限 生成 群 ,基底 中 线性 无 关 生 成 元 
数 ” 称 为 群 G 的 牧 , 记 为 p02)= ,例如 ;如 果 群 G 的 每 个 元 素 的 阶 都 有 限 , 则 其 


秩 p{G) =0,w 个 无 限 循环 群 的 直 和 的 秩 为 mn 个 无 限 循环 群 与 个 有 限 循 环 
生 的 真 和 的 秩 仍 是 ”， 

莽 G 的 所 有 有 限 阶 元 率 组 成 的 于 样 , 称 为 群 G 的 挠 子 帮 (torsion , 它 对 群 G 
的 秩 无 页 献 . 

Abcel 群 G 的 子 群 五 必 为 局 的 止 则 子 群 . 商 群 GH 与 群 五 都 是 Abel 群 ,它们 
的 秩 问 有 
定理 1 ( 佚 的 条 加 性 定理 ) 


ol} = pt HY + plGIH) ‘FE.5) 
下 面 我 们 先 举 些 今后 常 的 于 用 的 合 卫 
交换 群 局 的 子 群 
= 18 1ge Gr: ,为 各 群 元 澡 从 你 的 集合 
as Egg=0Oi 为 壮 司 映射 的 核 的 集合 .是 由 六 阶 元 素 组 成 .为 0 的 
控 于 群 . 
Go = GG, 全 G6 G0 =0. 
例 i 用 下 水 整数 加 群 ,为 秩 1 的 自由 和 群 ,其 子 群 为 
mm ”也 为 秩 1 白 由 群 ,与 间 构 . 
”为 模 jm 同 余 类 群 ,为 mr 阶 循环 奉 、 
例如 ，。 = {0.1,2,3,4,5) ,次 六 阶 循环 群 
:61 二 (人 0,3), 与 2 同 构 ,一 般 可 证 
a m= 
其 中 (m,n) 表示 正 整 数 za 与 4 问 的 最 太公 因子 . 
今后 我 们 十 要 讨论 有 限 生成 的 群 , 即 群 G 的 每 个 元 农 g 都 可 表示 为 G 内 有 限 
个 元 素 的 集合 5S=1g,,7=1,2,3,…, 上 | 的 整 系数 线性 组 合 


上 
区 (g ESaE ) 
:1 
胃 方 而 ,如 存 男 -- 组 群 到 集合 S = 和 


b= yasg, a E (E.6) 


=] 


[i 移 这 组 元 数 | 1 , 当 且 仅 、 系数 广 阵 入 二 a, i 是 各 模 整 数 方 阵 , 这 时 14， i 订 
为 群 殷 的 晨 -个 基底 .下 和 面 分 析 有 限 生成 样 的 基本 性 质 , 即 与 基底 选取 元 关 的 性 
原 . 注 意 到 父 换 群 基底 变换 都 是 几 整 数 箱 阵 作 用 , 故 下 面 着 重 分析 束 数 敌阵 . 
定理 2 设 4 为 ?xm 昔 数 生 阵 , 秩 为 >. 则 可 存在 一 个 么 模 阶 方 阵 N 与 一 个 
么 借 六 和 阶 方 阵 邮 ,使 得 

B = NAM 


F_ 向量 衬 间 间 同 态 映 射 ” 张 量 代数 .739 . 
具 右 对 角形 式 ; 
B = (6,) — diag(di,,d,), 

号 务 d, 可 吾 除 &., | ,这 样 的 B 岂 做 A 的 典范 式 ,而 这 个 of 叫做 上 的 不 变 因 子 . 
证 明 ( 简 述 ) 将 个 阵 行 间 置 摸 ,此 两 行 相 加 (或 相 减 ), 均 相当 于 左 乘 入 止 方 阵 .类 
位 ,将 和 矩阵 询问 置 摸 ,及 两 到 相 加 (或 减 ) ,由 当 于 右 来 么 下方 阵 . 方 阵 4 的 这 种 变 
换 , 称 为 初等 变换 . 这 些 初等 变换 不 变 A 的 秩 , 并 可 把 矩阵 4 变 为 典范 式 睛 .可 这 
样 分 析 : 

命 4--{a,) 牧 为 r>0, 在 及 中 人 征 选 : 非 零 元 素 , 经 过 行 与 列 的 互 换 ,可 把 它 
移 到 (1,1) 处 , 称 为 元 素 eu .这 时 如 第 - 行 革 元 oa,, 不 能 被 as, 整除 , 即 ay/au 有 一 
余数 ae ,可 把 第 j 列 加 (或 减 ) 第 1 列 ,使 在 (1,j) 处 儿 素 变 成 a, 再 昌 换 第 1 与 
第 到 ,将 ai 移 至 (1,1) 处 ,这 样 鸽 第 1 行 所 有 元 素 均 可 被 a 整除 .在 第 到 中 
如 有 元 素 不 能 被 e 整除 ,也 可 类 似 处 理 .这 样 便 41.1) 处 元 素 的 绝对 倩 逐次 变 小 ， 
这 样 经 有 限 次 初等 变换 后 可 使 第 一 行 及 第 -- 列 全 体 元 素 部 能 被 (1,1) 处 元 素 { 这 时 
记 为 di) 整除 . 然后 再 将 第 一 行 ( 列 ) 的 适当 倍数 加 到 其 他 行 ( 列 ) 上 ,使 第 一 行 
( 列 ) 的 元 素 除 (1,1) 处 的 qi 外 都 是 等 .这 时 新 矩阵 如 有 一 元 素 ua, 不 能 被 整除 ， 
可 经 行 相 加 减 将 它 移 至 第 - - 行 而 不 灾 dy ;然后 类 似 前 述 作 初等 变换 使 (1 ,1) 处 元 
率 绝 对 值 再 次 减 小 , 调 新 矩阵 中 每 元素 都 可 被 {1,1) 处 元 素 ( 这 时 记 为 4 ) 整 除 ， 
日 第 1 行 { 列 } 中 除 外 部 是 堆 , 这 个 新 矩阵 记 为 A .进步 将 A 的 第 1 行 ( 列 》 
划 去 得 年 阵 A. 

注意 由 4 一 4 可 经 4 的 初等 变换 达到 .而 4 的 第 1 行 ( 列 ) 除 4 外 都 是 零 ， 
点 4;, 的 任 一 初等 变换 都 可 由 A“( 及 4 ) 的 初等 变换 实现 .于 是 当 A 的 和 >1 ,可 
用 类 似 初 等 灾 撞 得 到 A 和 ,使 其 @ >0,d 是 A 中 全 体 元 素 的 因子 ,日 a, 所 在 
行列 其 余 元 素 为 零 ,而 且 4 可 被 4 整除 .继续 用 此 办 法 可 得 A 的 典范 涉 BB. 

利用 此 定理 ,可以 证 明 ,对 于 有 限 生成 交换 群 ,存在 下 述 基 本 定 埋 ; 
定理 3( 有 限 生 成 交换 群 基本 定理 } 任 一 有 限 和 后 成 交换 群 G 均 能 分 解 为 下 述 子 
群 的 直 和 : 


G = H+tZ 十 和 (E.7) 
其 中 Hi 为 乒 秩 自 由 群 , 而 其 余 分 景 为 挠 子 群 . 整数 工 ， 之 1， H. 世 ， 可 整除 r 1. 群 {7 
的 秩 数 ;与 各 挠 系数 1c, | 是 群 G 的 不 变量 完全 组 . 也 就 是 说 ,如 果 群 C 有 两 个 这 
样 的 直 和 分 解 , 则 分 解 由 这 两 组 数 相 同 . 
F 问 量 空间 间 同 态 观 射 ” 张 量 代数 
Fi 向 量 空间 VW 上 线性 函数 ”对偶 空 间 V* 
设 Y 为 实数 域 上 维 向 量 空间 ,可 定义 V 上 的 实 线性 函数 /, 即 向 量 空间 
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V 与 实数 域 : 间 同 态 映 射 
fiV 
a Fe) 人 
间 态 映射 即 保持 线性 结构 的 蝇 射 ,满足 
fla + BY = of (la) + BF(D), ddE VadEe.- 
六 是 问 量 空 间 VY 与 间 同 态 有 映射, 记 为 
FE HomY, )} 
易 证 线性 两 数 和 仍 为 线性 函数 ,线性 函数 与 数 乘 仍 为 线性 盟 数 , 即 如 /, gE 
Homt Y，) apE- 则 
ar + BE Hom(V,..) 
故 Y 上 所 有 实 线性 函数 集合 也 形成 向 量 空间 , 称 为 与 原来 向 量 空 间 V 对 偶 的 向 
量 空 间 , 记 为 WY， 
了 和 ”= 一 mw, ) 
如 (fe, ) 为 向 量 空 疝 Y 的 一 维基, 任意 向 量 a€ VW 可 用 此 组 基 矢 展开 


ad 二 Soe ， 人 
一 上 
则 
fla) = > aftle,) 


即 所 有 线 件 函 数 了 均 可 由 它们 在 基底 a。 上 所 取 的 值 (6 ) 决 定 , 记 
Fateye: 


称 为 对 偶 向 量 上 的 分 量 , 可 将 FE WV ' 记 为 

了 二 Spo 
其 中 8 EV ' ,为 回 量 空间 中 满足 下 列 条 件 的 线性 嚼 数 ， 

0 (ei) = 名 
易 江 这 组 线性 函数 相左 独立 ,它们 形成 WV' 空间 中 -组 基 矢 , 称 为 与 基 失 |e,1 对 
偶 的 基 矢 . 对偶 空间 V’' 也 为 » 维 向 量 空间 ,日 冠 间 VV 与 有 互 为 对 个 . 

向 量 空 间 V 及 其 二线 性 函数 空间 V* 是 两 个 重要 概念 ,为 帮助 熟悉 它 的 含意 ， 

下 面 用 物理 学 家 熟悉 的 Dirac 符号 肯 简 单 报 述 - -下 .采用 Dirac 符号 ,向量 空间 VY 
中 元 素 a 可 用 右 矢 记 为 la), 基 大 组 ie { 记 为 || i201， 


la 一 | i) 


F ”所 量 空 间 间 网 态 有 映射 ” 张 量 代数 "741 


这 旦 仍 采 用 重复 指标 求 和 约定 . Y 的 对 偶 空 间 ( V 虐 所 有 线性 函数 空间 )V' 中 元 
大 广 记 为 sf|, 基 失 组 iF 1 记 为 17|: 
‘f= fi 
甘 矢 看 | 由 它 对 整个 向 最 空间 V 的 作用 决定 
‘lj 二 他 
这 上 旦 请 注意 ,VY 与 W' 鬼 为 线性 罕 间 ,在 与 V' 间 可 定义 标 积 
fia?= fa Er- 
但 是 在 VY{ 或 WW“) 内 部 并 没有 定义 两 个 向 虹 的 内 积 . 
F2 向 量 空间 间 线 性 映射 p 友 其 对 侦 映 射 p 


若 在 两 向 量 空间 VW 与 W 间 存 在线 性 映射 


pV W 
V 与 W 的 对 偶 空 间 记 为 VW 与 W', 邻 gEW’ 
gs:W-*- 
人 
| wR 
、 


利用 9 与 g 可 给 出 Y 中 元 素 六 六 
二 Ca) 
由 上 分析 看 出 , 当 给 定 元 素 g& 三”, 则 如 出 映 射 q 可 得 到 了 fE WV ' , 则 可 得 到 映射 
9 :YE 
即 
Pp (gilta) = Fla = glp(ta)), YaEvV 
或 用 Dirac 符号 
PP ga) = (fa = ig, eu) 
注意 ,对 于 线 件 空间 V,W 间 映 射 p: V 一 W 在 其 对 应 的 对 偶 空 间 诱导 的 映射 p”: 
W”V', 即 对 企 陕 射 反 转 了 映射 方向 . 
F3 双 线 性 函数 与 向 量 空间 的 张 量 积 


向 基 空 间 的 笛 卡 儿 黎 V x W 到 实数 域 上 了 映射 
蝎 : 了 X 儿 一 及 


{ar} jase) EE :, EE Ve yw 
如 它 对 其 每 个 宗 量 者 是 线性 的 
yaa t Be) = opta,r)} +t Bib,e) 
tiarac + BI) = aflac} + Bhita,d) 
(a.pE Ve de WedEt } 
则 称 洋 为 VxW 上 双 线 性 汕 数 . 
如 已 憩 WW 上 线性 函数 EV ,及 已 知 W 上 线性 汕 数 gE W ,可 如 下 定义 VV 
x W 上 的 并 线性 函数 宣 = fiSpgEHom{ Vx W; ): 
Fiascy = fla) g(r), FEV ,gE WW 
称 为 线性 函数 /与 g 的 张 量 积 , 其 集合 仍 组 成 线 忻 空间 , 称 为 V' 与 WW' 的 张 量 积 
守 间 VBIW .和 巾 弘 性 函数 定义 知 ,如 所 ,f/f;E VV" ,如 
‘Caf + Ba} gga} = {afi(a) + Pf.(alde(e) 
即 张 其 积 运算 相对 其 各 内 于 是 线性 的 
(Caf + Bf) 人 区 Bi. Cg 
felan +R) = of Dg th Og (gg € WW) 
当 向 莉 空 间 克 中 送 基 舌 :e 一 二 2 i,W 申 选 基 和 天 ie ,j==1,…, m1, 此 相 
应 对 偶 空间 WV ' 选 某 矢 18 = 1,…,#| ,和 W' 选 基 秋 ;后 ,j=1.…, mm; , 则 张 量 积 空 
间 V9W' 可 选 基 突 和 以 G =] =1.…y 黄 , 共有 wp 个 基 大 ,尾音 一 
个 双 线 性 涌 数 $V x 丈 一 都 可 下 成 1 全 0 的 线 忻 组 全 , 即 如 
KEV oOW’ = HomVx W: ) 
则 可 将 KK 表示 为 
K= Ke mH 
类 似 可 定义 张 晤 积 帘 间 
VeoW = Hom(V’ x WW', ) 
其 基 矢 可 选 为 ; ee si=l ,a =, VW 为 nm 维 线性 空间 ,其 
中 任意 元 素 可 表示 为 
KR = Ke Se, 

可 以 证 明 张 基 积 运算 多 满足 结合 律 ,于 是 可 以 定义 任意 有 限 多 个 向 量 空 间 的 
起 积 .得 到 多 重 直 积 空 间 , 可 以 称 向 量 空 间 V 的 重 直 积 空间 为 > 阶 道 变 纺 量 空 
问 

T= VeoV--V 


称 Y 的 对 偶 线 性 空间 Y 的 重 直 积 空间 为 阶 协 变 张 量 空间 : 


F 向 堂 空间 间 同 态 映 射 ” 张 量 代 数 | 3 


T= OV 
并 可 定义 (r,s) 型 混合 张 基 空间 
=TOT= VO OVOVY Sm mV 
称 为 > 阶 赣 变 : 阶 协 变 张 量 空间 , 当 VW 选 基 炙 1e ,i 一 上,-…,nn| .日 VW' 中 对 偶 基 
天 (8 =1 72) , 则 (rs) 型 张 量 空 问 中 任 :- 张 量 氏 可 表示 为 


1 > ™, os, my ,i 
K Ke Oe RP YD 
4 


F4 向 量 空间 的 直 和 ”向 量 空间 + 上航 张 量 代数 

有 时 还 用 到 线性 空间 的 下 和 (direct sum), 用 符号 守 表 示 . VW 为 wy 1 m 维 线 
性 空间 ,其 基底 果 选 为 

El ye ,Ee 4e ee 
即将 Y 与 W 的 基 谋 按 - 定 次 序 排 列 就 是 其 良和 空间 的 基诺, 贞 和 空 站 所 奉 是 
,EVEWw 
直 和 各 元 素 间 可 定义 加 法 ,为 对 应 分 量 相 如 ,也 可 定义 此 各 元 素 与 数 a 的 乘法 ， 
alatc)= or ae 


线性 空间 直 和 与 其 相应 集合 的 箔 卡 儿 积 相当 , 直 和 裕 间 维 数 等 下 各 组 成 访问 维 数 
的 和 ,和 例如 ， 


A 了 
a oae, + He 


In 十) 9 = . 人 
" 就 是 的 1 重 直 和 襟 阅 , 为 #4 维 线性 帘 间 . 
下 面 分 析 向 量 空间 Y 上 各 种 类 型 张 其 空间 的 直 和 空间 
T= TT 
为 实数 域 : 无穷 维 线性 空间 ,可 以 定义 其 中 任 上 药 元 素 的 加 法 (为 相应 同类 型 张 
量 分 别 相 加 ) ,及 任 一 儿 素 与 数 a€ : 的 乘法 (为 相应 各 张 最 分 别 张 数 a). 壕 - - 步 
可 在 过 间 工 中 引入 任 两 元 素 的 张 量 积 , 使 空间 了 成 为 实数 域 上 可 结 介 代数 , 称 为 
问 量 空间 V 上 的 张 量 代数 . 
对 于 r,s 之] 的 (7 ,s) 型 张 量 , 还 可 进 - - 步 引信 缩 并 运算 ,使 (7,;} 坦 张 量 映射 
到 (7 一 1,s- 二 卉 张 量 
CT 
或 用 张 其 分量 表示 


| | 


™ 7 rm 
(CE) 小 1 = SK 1 
ty 
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G 可 除 代数 ”四 元 数 与 八 元 数 : 
GI 可 除 代数 (division algebraj 


域 0 上 9 量 空间 V, 当 VW 于 还 定义 有 向 量 问 双 线 性 乘法 运算 , 则 称 为 域 2 上 
代数 A. 
当代 数 A 中 有 单位 元 1 ,满足 
l-:a=ar]l, YatA 
则 称 4 为 具有 单位 元 代数 . 
具有 单位 元 的 代数 4 ,如 其 什 意 非 零 元 ecEA 都 有 逆 元 a EA4, 即 有 
站 


由 此 代数 称 可 除 代 数 . 
用 Na 表示 代数 和 中 雹 素 aE4A 的 模 , 具 有 如 下 忻 质 ， 
Niah} = NgaINibY, NaiE (0G.1) 


Nia) ~ Ua = 0 

可 以 证 明 ,其 有 模 革 满足 上 述 条 件 的 可 除 伐 数 仅 有 四 种 :实数 : ,复数 ,四 元 数 ， 
与 不 歼 数 . .其 中 ， 可 交换 ,可 结 人 台 . 四 元 数 不可 安 换 .可 结合 .而 八 元 数 不 
可 交换 吕 不 可 结 台 .存在 这 四 种 可 除 代数 是 月 然 界 可 能 对 称 性 分 类 的 最 根本 的 原 
央 ,四 类 半 单 李 群 : 正 交 群 , 么 正 群 . 辛 群 . 例 外 群 .它们 分 别 是 相应 代数 . ，，， 
的 紧 性 和 白 同 构 群 ,这 点 我 们 将 在 附录 ”中 认真 分 析 . 

单位 模 实数 是 S*= 11, 1;=2,=O(]) 

单位 模 复数 是 S' 宇 (1). 

单位 模 四 起 数 是 S3 一 SU(237 = SP(1) 

单位 模 术 二 L 数 是 S57 六 Spin;/G,， 

S ,5 ,5 是 群 流 形 , 其 中 S1 与 5’ 是 李 群 流 形 . 5S',S; 与 97 都 是 可 于 行 化 
流 形 , 但 由 于 入 元 数 不 可 结合 ,单位 八 元 数 S$7 不是 李 群 流 形 , 作 元 数 自 同 构 群 为 
例外 群 G; ,而 S” 微分 同 胚 于 Spiny!G，,. 


G2 四 元 数 (quarternion】 


四 元 数 相 当 于 实 4 维 代数 ， 日 其 基底 je = 上 1 1 满足 如 下 关系 ， 
ee, = ,+ eer (C7, 2) 
任意 四 元 数 wx ”可 表示 为 
六 二 He,， WH EE- (Ci.3) 
且 其 共 轰 去 可 表示 为 


G 可 除 人 代数“ 四 元 数 .: 与 八 元 数 "745 ， 


Hw Se, ({7.4) 
& 的 模 | zz 定义 为 


| 下 = ua = Hu = Sw (GG. 3) 


具有 性 后 ( 即 (G.1) 式 ) 
a voi = awl), Yav Et 
而 4 的 道 元 可 表示 为 
au! = ii | (GG.6) 
因此 四 并 数 代 数 ” 为 可 除 代数 ， 
有 共有 性 质 (G.2) 的 四 元 数 代 数 基底 1e, 3 可 如 下 用 Pauli 矩阵 e 实现 


e 二 ig, (0G.7) 
代 和 人 (GG,3) 式 , 即 每 一 四 元 数 可 用 2x2 短 性 实现 
3 站 
一 让 一 i pe 三 叶 和 {0.8) 
7 了 1 HH uy HH ， 


G3 A 八 元 数 (cayley number}) . 


从 元 数 工 E 可 用 一 对 四 元 素 表 示 x = (a ,5), 且 要 求 其 潜 法 规则 如 下 : 
{ab (ed) = tac— dodat te) (C7, 90) 
如 此 定义 的 乘法 不 可 交换 ,日 不 可 结合 . 可 如 下 定义 太 元 数 x = (at 的 共 斩 元 素 
,因而 定义 .r 的 实 部 及 虚 部 如 下 : 


T= (a,— #6) (G.10) 
Re(r) = Fr+7) ata)e 
In(r) = 3(r -7) = (aa EE (G.11) 
趾 在 八 元 数 间 定义 内 积 (x = (a,b),y= (c,d)) 
(ry) = Re(z = F(a ractadb tadb)e. (G.12) 
于 是 .x 的 模 呈 7 定义 为 
z=) = ++ 刀 1 WD)E€ 
满足 (G. 1} 式 
ry = ryl, Ya (G.13) 


表明 这 样 定义 的 八 元 数 为 不 可 交换 ,不 可 结合 的 可 除 代 数 . 
当 用 和 1 天 | 表示 中 元 数 的 基底 , 则 从 元 数 的 茜 底 可 用 eg = (1,0) ,及 另外 ?7 
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个 匹 素 |e 时 表示 
(C20), CF ORD ,01,0,7),(0,7),(0,8) 


这 了 个 基底 满足 
eep =—1, Ee,=-e, 
ep" eg =— 6 :epAg (GO. 14) 
它们 的 乘法 表 可 用 下 图 体现 ， 
即 : 
ee = eyel el ~ eel ve6h 一 一 3 
Py ed 二 eereal Es = 
ee 一 E1103 eg —— ee (0 15) 
其 他 ese, 可 由 上 述 各 式 循环 置换 导出 , 即 
ep fo errey * Pr = epye, en 二 el 


” 且 注 意 , 上 述 基底 中 任 丙 元素 生成 ; 的 子 代数 与 ， 
同 构 , 即 八 元 数 的 仅 由 两 个 元 素 生成 的 子 代数 是 可 

结合 的 .相应 普 适 包 络 代数 可 生成 例外 群 G，, 它 是 八 元 数 代数 的 代数 自 辣 构 群 
下 面 将 基底 !e .8 的 乘法 表 列 在 下 面 以 供 参 改 


未 标 出 部 分 相对 对 角 线 反对 称 .此 代数 不 仅 不 交换 (为 反 交 换 ), 目 不 可 结合 . 
正如 可 用 四 元 数 虚 部 表示 :33? 中 叉 乘 , 可 用 八 元 数 虚 部 表示 .:” 中 义 乘 (eross 


7 了 
Droduct X). 即 令 = Yrxe, Y= ye 
1 1 


G 可 除 代 数 ” 四 元 数 … 与 信 元 数 . 747 ， 


XY=— ory +t Oyee = (X,Y + XXY (G.16) 
1 


由 CG.14) 式 知 
里 注入 二 {G. 17) 
日 
(XX Y= (Y,Xx Y=0 (OG. 18) 
但 注意 ,由 于 八 元 数 椒 可 结合 ,出 从 元 数 运算 表示 的 中 叉 乘 ,具有 -- 些 特点 , 例 
如 ， 
在 中 .x:，=0, 则 -…，-，,: 必 线性 相关 ,在 2 中 ,XxY'Z=0,X,7,Z 仍 
可 能 线性 无 关 . 在“, 有 等 式 : 
XI Xx}=( :0) (G.19) 
(x x rd (0) 
日 存在 Jacoli 等 式 ; 
Xx jrix{t x y+ x(x.)=0 
在 “, 由 于 八 元 数 不 可 结合 ,上 述 涉 及 三 不 同 数 相 乘 关系 一 般 不 和 成 立 , 仅 存在 : 
三 数 叉 点 乘 时 循环 关系 仍 成 立 
(RX Y).Z=(Yx ZF) X= (x KI. YY {OG. 20) 
旦 由 于 从 元 数 中 , 仅 由 两 个 元 素 生 成 的 子 代数 是 可 结 台 的 .使 得 (G. 19) 趟 中 有 些 
特例 仍 成 立 , 例 如 


Xx(XxY)= (XxX. YX (XxX. XY (G.21) 
(Xx YI KATIEXX TX RY XXXXY).Y 
(21) 


一 一 LS YX- xX. X)Y].Y 
— (XX. XY YT) (X.Y) 
妈 
IXxYl =IX|l Yl -| YY (G. 22) 
下 和 面 利用 中 尺 乘 分 析 :-” 中 单位 球 Ss 的 近 复 结构 ， 
SEE 
在 TxS" 定义 自 同 态 
JR 了 = 大 X 站 和 To(098) 
则 
JxY= J {XX Y)= Xx(Xx YY) 
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(a 
XXKYT) KX. YY)+ NX, YX 


= (XX)' Y=-(X,X)Y =-Y 
即 入 = -1, 对 应 久 一 J 定义 张 量 场 J 满足 J? = -1, 结 果 使 S 介 许 近 厄 米 结构 : 
是 JZ) = g(Y,Z), Y,ZE Tu(S’) 
5" 为 近 复 流 形 . 
总 之 ,从 元 数 口 相当 于 实 8 维 代数 


, 
区 二 x 十 vie, = Rel.r)+ mt.r)= .十 其 
-| 


失 汇 数 是 定 尽 有 平方 型 模 的 做 维 空 间 .8 . 上 从 开 数 中 心 即 其 实 部 为 实 1 维 . 虚 部 为 与 
中 心 实 部 相关 模 正 安 的 七 维 空 间 .“”. 此 中 可 定 交 归于 , 而 例外 群 C; 为 “的 保 
F 述 叉 乘 结构 的 正 变 变换 群 , 即 后 ; 对 S* 相 用 传递 . 


HHopf 映 映 不 变量 Hopf 从 
HI Hopf 映射 不 变量 
Hopf 分 析 两 不 同 维 数 的 球面 间 光 祖上 映射 ; 


站 ‘H.1) 
令 z 为 3 的 归 一 体积 元 ,为 闭 一 形式 满足 
| = 1! (H, 2) 
已 


当 通 过 映射 将 + 拖 加 至 S™”', 巾 于 SS™*™ "的 阶 同 伦 群 z,(S*” 站 二 站 j, 贱 形式 
六 工 糙 为 目 合 形式 , 记 为 
dw = 广 藉 工 (HH. 3) 
w EAM I(S™!) 
称 直 式 为 映射 了 的 Hopf 不 变量 三 ( 方 ; 
Hi(f) = | 本 由 do (H.4) 
可 以 证 明 , 同 伦 映射 具有 相同 Hopf 不 变量 , 且 可 让 ， 


中 Hop[ 不 变量 与 wm EA (S71) 的 选择 无 关 , 即 没 ww EA" (SS*” 1!) 也 满足 
de = Ff¥ = , 则 d{w—w })=0 


| 中 iw A do -| wm A dw = | ,oo -wm) A dw 


1 
en 


| ao- wow)Aw)=0 OH.5) 


忆 Hepf 映射 不 变量 ”Hopf 从 - 749 

加 如 为 奇 , 则 Ht 让 =0 

证 如 #5 奇 , 即 忆 EA" 1(S™” 1 为 偶 形 式 , 故 
daAw)=doAwtofde = 2w A dw 

故 


HD= | eeAd-5l dw Aw)=0 DH.6) 
六 
映射 为 S” 到 S” 的 连续 光 汪 映射 ,表明 5" 的 (22 一直} 阶 辣 伦 群 x，, (5S") 的 
值 , 即 Hopf 不 变量 给 辣 访 跨 射 
五 :my 1(S -ww 、 

实际 了 上 Tlopf 不 安 量 常 为 整数 .可 由 映射 了 的 两 不 同 正 则 值 p.g 的 原 像 六 5 开户) = 
站 与 广 r(9)=B 的 连接 数 (inking nomler) 给 出 ,下 面 以 第 一 Hopf 从 映 映 为 例 进 
行 分 析 

Se 
映射 六 的 两 不 同 正 则 值 p,9 的 原 像 /71(p)= 有 与 
了 “(9)=B 均 为 1 维 问 路 ,在 5S: 上 边缘 为 A 的 光滑 曲面 


咯 , 而 B 与 让 模 截 ,连接 数 
link(A,B}= S141 (H.7) ” 


Dn 
其 中 交 数 + 上 1 号 按 通常 右手 习惯 ,如 右 图 所 示 . 而 蛇 射 f 有 
的 Hopf 不 变量 可 注 为 这 接 数 ， 


H2 Hopf 从 

下 面 四 个 纤维 从 : 
Se Si— ‘plo Ss 实 Hop[ 从 (H.8) 
Si 5 一 > Pl = 9S: 复 Hopf 从 (H.9) 
SS Pl = S+ 由 元 数 Hopl 从 (H.10) 
S 一 S55 一 > 1 = 5: 八 元 数 Hopf 从 (H.11) 


它们 的 纤维 S",S',S?,S' 分 别 为 单位 (+ ，,,:.，“}t 数 .而 总 补 间 5S',S?,S7， 
SS" 则 分 别 为 "两 维 : 球 ”， 
| 二 | 而 | 二 1， agapEeE.* 

而 底 空间 为 相应 投射 空间 P' . 这 些 民 球 SS.S7 ,SS 的 纤维 化 相应 于 投射 映射 

TS 二 52,3) {H.12) 
称 为 Hopf 映射 . x;s_,(S*) 含 有 秩 1 自由 群 . ,相应 拓扑 不 变量 称 Hopf 不 变量 .其 
中 (9) 与 CH.10) 的 纤维 S! 与 5S 为 李 群 流 形 , 相应 的 拓扑 孤子 即 熟 知 的 UU(1) 
单 极 与 SU(2) 瞬 子 .在 理论 物理 中 得 到 广泛 应 用 , 常 称 为 第 一 与 第 二 Hopf 从 . 
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TI 推广 的 Kronecker 8 符号 
Il 定 区 
0 ee 2 
Ba = :Gk = 1 n) 
| 6% ee ow 
Il 当下 指标 为 上 指标 的 偶 轩 搁 
= 4 -1， 当下 指标 为 上 指标 的 奇 置 换 (I.1) 
0, 其 他 情况 
例 
Be 有 吕 | 
交 晤 二 = (1.2) 
1 12 0% i 2 2 


这 样 定义 的 广义 了 符号 对 上 指标 完全 反对 称 ,对 下 指标 也 完 爹 反 对 称 .利用 它 
们 对 流 形 上 上 微分 形式 进行 分 析 很 方便 ,下 面 讨论 其 性 质 . 


I2 n 阶 曾 符 号 的 缩 并 运算 


人 2” 二 #1( 重 复 指 标 求 和 ,下 间 ) (1.3) 
nm = (nD! (1.4) 
6 {1.5) 

或 
Oi = st (1. 5a) 


1 P 阶 3 符号 的 缩 并 运算 {p 委 站) 


人 (1.6) 
BF 一 kt {1.7) 


| Cx — pyi 


"pls 一 1 i jr 
中 (1.8) 


加 


1 推广 的 Krownecker 间 符号 


8 dl ns 
人 


_ ln-p+s)! 
Tp 


(I.8a) 


14 在 坐标 实 换 下 p 阶 8 符号 高. 各 为 T; 型 张 量 ,可 与 张 量 指标 进行 缩 并 运 


算 , 结 果 得 到 完全 反对 称 张 量 . 例如 
人 dr 


Si dr dedrs = driidridr? det A dr? A de’ 
人 生态 


Sdr = dr dr - da 


A 让 


1 ds A 


如 末 4 原来 相对 其 指标 为 完全 反对 称 , 则 


BA 


三 1 g | ,g = det(g,) 为 度 规 张 量 行列 式 值 
6 = Oa 


1 


2 


1 = Th 
Eg, 


= dett Bg" ja. | g 1 = sgn(g) | ga | SL 


= p A 


1， en 
+ 二 | 和 i 


l'n 
Et 


| 
一 111* 
二 1 


-4 ; ， ，， 
et: a sgn(g) | 区 | El eil i 一 他 


在 坐标 变换 下 


By 下 


g = det(g ，) = 小 


可 dr 


Dr dr eu 


| 1 
g, lg lI2*=J|g|? 


其 中 
T= RF) 
dtr Ts, ) 
可 证 
”dar 2 
1 dr 7 人 dr dr'™ 和 轴 
RR 
二 人 oe | 


即 这 样 引入 的 i el 


» = J6, 


:多 di 三 dr 多 dr dr A dr 


(1,9) 
(I.10) 
(I.11) 


(1,12) 


{1.13) 


(I.14) 


(1.15) 


(I.16) 


(1.17) 


(1. 18) 


1 
| 如 站 


(1.19) 


，352 ， 附 承 


Ce SEN{ 8 ) 1 间 (I.20) 


] 


对 x 5 的 知 阵 A = (ct 可 证 
de = 汪 人 和 oh (1.21) 
det(l + A}=1+ Sa, + 216 a a 1 和 a te (1.22) 


通常 Levi-Civita 符号 


仅 为 张 量 密度 ,在 坐标 变 搞 下 
E = Je,, (1.24) 


1 ” 上 ? 


这 里 ,我 们 取 推 广 的 Levi-Civita 符号 ,= |g17 ,本 身 为 张 量 分 量 ,使 许多 
计算 简化 . 


] 具 附 加 结构 的 向 量 空间 及 其 自 同 构 变换 群 
经 典 李 群 及 其 表示 


由 于 对 称 变 杭 在 物理 中 的 重要 性 , 群 论 已 成 为 大 学 物理 的 必修 课 , 大 家 郁 很 熟 
巧 .由 于 它 对 分 析 流 形 及 纤维 从 的 特性 及 分 类 的 极端 重要 性 ,这 里 对 常 直到 的 经 典 
李 群 及 其 表示 再 简单 介绍 下 . 


J1 一 般 线性 变换 群 GL(N ,KI 与 SL(N,K) 


这 里 用 天 代表 实数 域 … ,或 复数 域 ,或 四 元 数 域 .:. 
”为 域 上 N 维 线性 空间 ,其 直 非 奇异 线性 变换 集合 形成 K* 上 - 股 线性 
群 
GLAN,) = JA Hom 人 >) 由 非 奇异 1 (J.1) 
任意 经 典 李 群 都 是 它们 的 子 群 .GLCN , ) 流 形 非 连 遂 ,市 含 恒 等 元 的 连 首部 分 形 
成 其 子 群 . 下面 着 重 分 析 它 们 的 连通 子 群 . 
SLON ,=14EHonms(: deta==1 =N 一 | (J.2a) 
SL(N,)= IAEHom( ,ldetA=1i, dre=2(N:—1) (J.2p) 
SLUN )= iAEHom,( ,deteA=1}, 四 =4N2 -1 {.2c) 
这 里 2 表 水 相应 李 群 的 实 维 数 ,说 时 相应 李 群 流 形 局 域 像 .“. 李 群 的 局 域 性 质 ， 
由 eu 维 实 李 代数 决定 . 


} 其 附 加 结构 的 向 景 空间 及 其 自问 构 空 换 群 经 典 李 群 总 其 表示 754: 


下 面 站 合群 的 表示 芝 问 分 析 经 典 李 群 的 由 体 表 示 . 用 表示 实 N 维 向 量 空 
间 : =; 几 W 表示 复发 维和 癌 二 空间; 久 = ;进步 分 析 上 有 附加 结构 的 同 
量 空间 名 其 日 同 构 变 搞 群 ,它们 都 是 全 .2) 式 各 群 的 子 禁 . 

J]2 具有 附加 结构 的 实 向 最 空间 (下, * )} 
(1) 共度 规 结构 的 4Y .sg 即 Y 中 任意 由 向 量 w .um 间 可 定义 对 称 双 线性 内 积 


px 一 


HT 
当选 量 尖 5. 店 , 回 量 坟 - va .Jt 全 
”具有 日 然 村 称 性 正 欧 氏 度 霓 :g -- (5.,), 了 即 


(Ceesd = OO, 
(ast) 一 人 > 8 一 Mu 已 (J 3) 


保 此 度 规 的 变换 0 称 正 交 变 柳 , 满 是 
【Da yp) = (n,n) 
满足 此 恬 质 的 正安 变换 集合 形成 紧 致 李 群 称 正 父 和 群 , 忆 为 O、 
0 =OE (NOD= 上 人 dmo、 = FN(N -1) 0.4) 
这 里 [ND) 一 Mat(N，) 为 实 NxN 第 阵 ,O"F 为 的 转 置 第 阵 ,7 了 为 NxN 单位 
年 阵 . 
(2) 其 闻 结 构 的 风量 空间 (Yo) ,对 VW 中 什 两 向 量 可 定义 其 反对 称 内 积 


iV 


Ho row = wu,n) 
(0) 一 有 = wle,,e,) :-— Wy, (Cj.5) 


当 朗 求 此 反对 称 内 积 非 简 并 ， 即 dett oo DD, 这 上 时 ( Vw} 称 为 辛 空间 , 必 侦 维 定 问 
dimVY= N=2m 可 选 基 失 1!e 1 使 


=, (J.6) 


出 此 标准 蕊 人 欠 表 示 . 
wu) om bs da oa, (] ,7) 
保 此 辛 结构 的 变换 A 称 辛 变 换 ,满足 
四 【同村 Av) = wl{n,u) (J.&) 
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满足 此 性 质 的 变 接 和 集合 形成 李 群 称 实 辛 群 , 江 为 


Spftm, }= | 和 ESLI 1 (J.9) 
(3) 内 复 结构 的 疝 基 空间 (V ,1 .向 量 空间 V 上 存在 实 线 性 自 间 构 映射 】 
js:v rv, Hr=-id {J.10) 


易 让 这 时 Y 为 个 维 实 向 量 完 间 .V= "一 ” 
利用 了 可 在 空间 了 ,及 片 选 基 基 | BL, ;| CLs Je, : - 这 时 自 同 攀 J 可 
表 为 


0 
四 0 | 
这 时 V 的 与 了 可 变换 的 线性 变换 
4 4 tJ.11) 
常 可 表 小 为 
Ia 一 了 | 
和 二 ‘i€E 2M), apEe Cm) 
(ph a 
这 时 可 将 
(a tavas{u thv -lu€E {fm)= Mat(m,) i(. 12) 
满足 全. 12) 趟 的 变换 集合 , 即 保持 (J. 13) 式 定义 的 复 结构 的 连通 李 群 
SLIP， 1) {AE (ww) .detA=1| ‘J.2b) 
= AESLV I A = JAdeA -1!, d=2m -1 


(J.13) 
(4) 具有 四 元 数 结构 的 实 向 量 空间 CV;],K) 
这 时 要 求 VY 为 N=41 维 实 空间 ,用 存在 两 个 相互 反光 换 的 复 结 构 ) ,天 .满足 
-KEK =-id, JK+KI=0 (1.14) 
利用 几 , 攻 可 使 V 成 为 右 ” 模 , 即 对 任 四 元 数 
如 一 
拓 中 ( ，，) 为 四 元 数 代数 基底 ,满足 关系 ! ,2).1, x ,wz 为 实数 ,是 o 的 分 量 . 
这 出 对 任意 大量 "所 Y ,可 如 下 定义 与 四 元 数 g 的 右 积 
了 
使 得 
BT ge {J.15) 
卫 


】 雁 附 加 结构 的 店 量 空间 及 其 自 同 梅 变换 群 经 典 李 群 有 其 表 址 ”15 


(vt we = ww + oto = og0), Yo Vt 
这 时 满足 与 也, 开 交换 和 的 V 的 线性 自问 构 变 换 A;: VV ,detA=1. 
A = JA,AK = KA (].16) 
如 保持 Y 成 为 右 “ 模 的 变换 集合 ,可 形成 保 四 元 数 结构 的 连通 李 群 , 记 为 
SL(f, ): 
Si, )=iAESLV I RA = A,AK = KA 
= 1AE (i) | detA = 1i 维 数 坟 = 417 一 1] (].17) 


43. 具有 附加 结构 的 复 向 量 空间 (W，, *) 
这 里 设 W 为 复 N 维 同 量 空间 环宇 “. 
(0) 具有 正定 厄 米 度 规 的 复 向 量 空间 (W ,#) 
即 同 量 空间 WW 中 任 两 向 量 re 有 同 林 定义 厄 米 对 称 双 线 性 内 积 
:WW 
uv hu rn) = (vn) [了 18 ) 
具有 性 质 : 对 后 - -因子 为 线性 ,而 对 前 一 因子 为 共 辆 线性 . 即 
由 [Me 一 Ahluso), hlusov + ta) = hluv)+t+hlu,v.) 
由 (AT 二 
进 -- 步 要 求 此 庙 米 度 规模 正 , 即 对 W 中 所 有 向 量 x&€ W .可 定义 模 : 
lull = hu ,un) 0 (1.19) 
且 仅 当 w=0 时 其 模 才 为 等 .定义 有 恒 正 厄 米 度 规 的 空间 称 为 厄 米 空间 (0 空间 ) 
【上 
与 ” 辐 构 的 复 向 量 空 间 丈 , 具 有 自然 的 厄 米 度 规 , 即 可 选 ie 1X ,全 (ee ,6 ) 
=6, ,这 时 对 W 中 任意 向 量 a ,wv€E W 
中 (am 一 Dd, 二 Di 
保 厄 米 度 规 的 变换 T 称 么 正 变换 ,满足 。 
la Uv) = fu,v) 
满足 此 性 质 的 变换 集合 形成 紧 致 李 群 称 LU 群 , 记 为 U、: 
UU = UE Hom MD) (Uv, Ue) = {for}), Yo “| 
= UE AN)IU IU= I!, dis = N’ (] .20) 


这 里 《NN) 为 Nx N 复 拓 阵 , UI' = 0' 为 牛 阵 的 转 强 复 共 应 矩阵 . 
{ii) 复 空间 的 实 形 式 (W ,CC') 
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对 于 复 N 维 向 坡 空 间 玉 ,可 以 建立 与 之 对 记 的 实 癌 量 军 癌 , 好 各 量 轴 法 伟 按 
原 定义 ,但 身 涝 与 数 乘 仅 限 3 只 与 实数 绞 , 这 时 0 与 -12 为 线性 独 妆 的 问 基 ， 
于 是 

di WW = 2din W 
妈 W 富 衬 . 六 , 选 一目 可 将 WW 表 为 十 个 实 N 维和 癌 量 空间 的 直 和 ,下 其 实 郭 W 
与 虐 卓 W 的 直 和 和 
Wo— WW (1.21) 

这 种 分 樟 称 为 给 向 量 空间 W 附加 实 结 椅 (W,C). 下 面 分 析 此 问题 

复 身 量 空间 WW 中 可 以 定义 向 量 加 法 ,及 向 量 6 与 复数 ;的 习 法 .下 而 引入 与 
W 对 侦 的 复 共 妖 向 明 空 间 到, 氏 作 为 向 卉 集合 与 玉 同 , 满 是 相同 的 问 景 吉 法 运 
算 , 但 它 与 共 施 复数 4 相 乘 . 易 看 出 镀 作为 复 向 量 空间 与 WW 同 构 . 

复 向 量 空间 W 的 分 裂 (J.2) 给 煞 以 附加 实 结 构 ( 二 .00), 妈 在 W 与 内 间 存 
在 线性 上 旺 射 入 与 廊 : 

CW— W, CW rwW 


使 满足 
CO = 过 (22 
这 时 对 W 中 任 - 回 量 :Eee ,可 写 为 
dra) 
而 其 集合 形成 


W = 和 
W 均 为 N 维 实 库 量 空间 , 肌 存 在 映射 


Kw»=W 
1 对 v - ] 7! 
KK 为 同 构 映 射 , 即 
dimaW ’ = din.W = dim.W= NN (J .23) 


注意 ,对 于 拙 象 的 复 向 量 空 间 W, 是 寿 存在 分 裂 到 = 多 + 镀 - 表达 的 实 结 构 呈 
-整体 (Global) 问 题 .例如 2 维 球面 S: 的 切 从 T{ S?) ,在 球面 每 点 p€ S: 的 切 空 
间 713 ), 为 2 维 实 空 疗 . 绕 外 法 线 转 90 的 转动 为 切 从 TT(S) 的 自然 复 结构 ， 
因此 切 从 TS ) 为 一 维 复 切 从 ,此 一 维 复 切 从 并 不 区 许 有 光滑 的 实 结构 . 开 则 , 利 
用 此 实 结构 可 在 $ 上 每 点 得 “ 光 请 切 场 ,但 是 ,由 于 S 的 Fuler 数 X0S =2 非 
零 ,S 直人 不 他 在 处 处 非 零 的 光滑 切 场 , 族 复 一 绯 团 从 了 (S:) 不 存在 光 清 的 实 结 
构 . 


] 上 附加 结构 的 向 莉 空 间 及 外 自 癌 构 变换 疼 经 典 全 群 及 其 表示 | * 757 - 


[iiy》 复 向 其 空间 W 上 的 四 元 数 结构 ( 王 . 和 站. 设 在 复 向 虽 空 间 W 及 与 上 其 同 构 的 玉 
间 存 在 线性 映射 7 W->W 
满足 与 吊 .22) 不 辐 结 构 
Fi i (] .24) 
则 称 室 间 CW, 站 具有 四 元 数 辣 构 . 对 上 式 同 边 取 行 询 式 知 殉 作为 复 个 维 : W 全 
2 . 吉 以 让 时 这 时 ( 亚 , 和 且 有 右 模 的 四 元 数 结构 . W 其 有 复 2 维 , 相 当 于 其 
有 实 4m 维 向 量 空 间 结 构 , 可 如 下 年 羡 三 的 两 实 白 同 态 / 与 K :WW. 
f= fv 
Ke eK 
二 易 证 它们 满足 度 变 搞 关 系 :J 关 二 只 =0 
表明 W 作为 实 4 维 向 量 空间 上 上 存在 四 元 数 结 
(iv) 定义 有 由 元 数 结构 的 复 偶 维 向 量 空间 ,注意 到 WW 与 W 相互 同 构 , 可 以 定义 自 
然 的 厄 米 结构 上 及 与 它 相 容 的 复 结 构 CW, ,让 中 保 此 四 元 数 结构 的 变 提 集合 
形成 紧 敏 连通 字样 . 称 [L' 亲 群 ,i 为 
Sp, = USp, = pt, 0 U2m) (1.25) 
Sb = AE 2 A=TD,.,AVY.Aa = ,| (J .26) 


dimSp, = mwl2m + 1) 


J4, 经 典 紧 臻 单 李 群 及 其 定 六 表示 


不 会 不 变 5 下 地) 李子 拜 的 李 群 称 单 (simple) 李 术 . 李 群 的 局 域 性 质 由 实 李 代 
数 决 定 .不 含 不 室 哩 想 的 李 代 数 为 单字 代数 . 单 李 群 的 李 代 数 为 实 单 李 代 数 .在 对 
单 李 焙 分 类 时 依赖 对 其 对 记 实 单 标 代数 的 分 类 .出 于 实数 域 不 封闭 ,借助 对 实 单 李 
代数 的 复 扩 充 , 对 复 单 李 代数 分 类 更 方便 . Dykin 将 复 单 他 代数 分 为 则 个 经 典 系 列 
GAB ) 及 妖 外 匡 个 例外 他 代数 (6, Ei ,Es, 瑟 ,G2), 可 以 让 其 每 种 复 
单 李 代数 中 仅 有 一 种 紧 致 实 形式 (参见 [H] 82.2), 对 序 有 一 种 紧 致 连通 单 李 群 , 它 

们 的 一 - 些 特性 可 参见 表 8.1 ,我 们 这 里 仅 着 重 分 析 经 典 紧 致 单 李 群 及 其 定义 表示 ， 
度 规 空间 紧 致 团 集 的 变换 群 称 紧 致 李 群 ,例如 前 面 介绍 前 O、, LU ,Sp、 都 是 

紧 狂 李 群 ,它们 对 应 的 李 代 数 为 紧 致 李 代 数 . 利用 群 同 态 正 人 台 系 列 知道 

ODO = SOGOUN ) 因 地 (] .27a) 
U, = SUCN 因 CID ( .27b) 


(入 的 不 变 子 群 ,= 0 〇 (1) 是 离 肯 群 , 故 一 般 仍 称 O、 为 单 他 群 .但 0、 不 是 连通 本 
群 ,有 两 个 连通 片 ,其 中 与 醒 等 元 连通 的 部 分 为 其 不 变 子 群 
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SANT=SLIN Te = IO€ (VIIOO= HI,detO = 1| 
(] .28) 
尼 足 紧 致 连通 单 李 群 ,但 不 是 单 连 通 (xfSOCN) = 2,), 其 普 拓 覆 羔 群 Spin、 我 们 
将 在 下 - -附录 中 介绍 . 
U、 是 紧 致 连通 李 群 ,但 不是 单 李 群 . 其 不 变 子 群 SU(N) 是 紧 和 化 ,连通 , 单 连 
通 、. 单 李 群 : 
SUCNY = SL(N, NU IUE (NIU DT= ,det = 1 
d=N -1! {] .20) 
注意 SU(N) 具 有 中 心 、, 在 二 述 定义 表示 中 ,是 由 对 角 所 为 lexp (2ni 避 )1 
i 一 0 ,1 ,NN 一 1.! 的 单位 窜 阵 组 成 ,2Z、 也 是 1) 的 中 心 .融通 常 特 可、 的 分 解 
式 仆 .27b) 记 为 
Ui = SU(N) x TFTDHZ、 .30) 
这 是 因为 SUCN)x UL(1) 作 用 在 .“ 与! 的 直 和 空间 : “名 ! 一 :*! | 上 ,其 定义 表 
示 是 N+1 维 .| 而 UU 的 定义 表示 NN 维 , 作 用 在 “上 .当下 SU(N)xU1) 的 入 N 
维 表 示 , 将 SUCN) 与 (1) 都 作 册 在 :于 ,它们 有 共同 中 心 、, 故 表示 成 (, 30) 
式 . 
而 由 {J.26) 定 义 的 SP， 为 其 致 ,连通 . 昔 连 通 . 单 李 群 . 


K Clifford 代数 及 其 表示 
Kl Clifford 代数 CI(F,g) 


令 V 为 实 n 维 向 量 空间 ,具有 度 规 , 即 定义 有 对 称 些 简 并 双 线 性 型 4 一 (8,). 
当 在 V 中 和 任 两 向 攻 # oo& YY 问 定义 可 结合 乘法 wwEV 满足 
ut + vu =— 2tu,v}1 (KK.1) 
则 称 此 会 大 单位 元 的 可 结合 代数 为 Clifford 代数 , 记 为 CI(V,g). 
当 在 Y 中 取 正 交规 一 基底 |e,1?， 


{ese) = ,=+ 人 6, (K.2) 
则 CE V,g} 是 由 竺 成 元 i1 ,ee ,…,e,i 牛 成 的 ,满足 如 下 双 法 规则 的 可 钳 全 代数; 
Pe + ee, =— 2g, {K.3) 


当 ( Vg) 为 #n 维 欧 氏 空 间 E" ,其 度 规 恒 下 ,yg = 他 相应 的 lifford 代数 CT Vg) 
可 简 记 为 


K Cliftord 代数 及 其 表示 759 - 


C1, = CFE’) 
当 (VW,g)= 为 订 欧宝 间 , 即 =fr(+),s (一. 则 相应 Clifford 代数 可 简 记 
为 
CI, ,= OE"™’) 
注意 Clifford 代数 CXCV,g} 是 出 满足 约束 (KK.3} 的 牛 成 元 组 i,e ,…,e,| 所 
小 成 的 可 结合 代数 .而 作为 向量 空间 ,其 基 和 天 是 由 下 列 尼 式 单项 式 组 成 : 


ee ee 站 (K.4) 
这 里 不 =0 相 庙 于 单位 无 1, 而 志 二 7 相当 于 手 征 元 (chirality element) ,i 为 
Pr = Pe Ps {K.5) 


具有 | ] = 2 个 六 矢 . 即 CLCV,4) 为 2 维 线性 代数 , 令 4"(V) 表 示 册 向量 宰 


则 Y 上 外 积 形 成 的 外 代数 .作为 向 量 空间 ,CCV ,gg A (VD 条 构 , 剖 是 2” 维 
线性 空间 .但是 作为 代数 ,CCGV,g) 与 A"{V) 完 全 不 同 ,除非 令 g 一 0. 可 以 说 
CCV,g) 是 A (VD) 的 量子 化 ,或 说 时 A TV 的 畸变 . 
Chfford 代数 C7, 可 作 向 量 空间 直 和 和 分解: 
OC, = Ci OT C00 (K.6) 
其 中 Co%™ 是 由 侦 数 个 e 的 乘积 组 成 ,为 C7, 的 2" ! 维 子 代数 . 易 证 明 《ze 与 
C07, 辐 梅 ， 
俩 秩 Ciifford 代数 097,, 与 奇 秩 Clifford 代数 CY ,其 结构 有 很 天 不 问 要 特别 
注意 . C3 的 中 心平 良 , 仅 单位 元 的 实 信 和 数 1 市 Cy 的 中 心 韭 平庸, 是 :1 多 
当 将 实 向 量 空间 VY 作 复 扩张 ,即将 所 有 系数 改 为 复数 ,这 时 得 到 复 Ciilford 代 
数 称 为 原来 实 Gifford 代数 的 复 扩张 ,所 为 
OC = CW = CC ) (K.7) 


注意 


(CC (K.8) 
即 甩 有 实 Clifford 代数 C7，,， ,一介 ,1 ,…,n) 的 复 扩张 相生 同 构 . 


K2 和 揽 Clifford 代数 的 矩阵 表示 


注意 到 育 . 侦 秩 Clifford 代数 的 结构 有 很 大 不 同 , 需 分 别 讨论 其 矩阵 表示 。 
【1) nn 一 2 万 
注意 到 避 ;; 的 中 心平 唐 , 其 复 扩 张 


CO, Ca 
为 复数 域 ,上 单 代数 (simple allgcbra) , 故 它 与 2 Xx 2 复 算 阵 代 数 (2 ) 同 均 . 仓 在 
满足 下 条 件 的 2: x2* 丝 阵 y(e)(i=1 ,7 ,2k8):Y(e)€E 《2"). 
yle jyte) +t yie jrte,) | {K.,9) 
此 即 Clifford 代数 的 基本 定理 . 由 它 给 出 《7 的 不 可 绝 岂 实 表示 .在 本 附 有 最 后 
8 KK.5 将 利用 Clifford 代数 对 外 代数 AT 的 作用 可 上 县 栖 实 现 这 种 表示 . 
出 盾 阵 17,, ;7 生成 的 实数 域 虐 滤 阵 代数 由 是 07 的 忠实 表示 (是 实 (7 代数 的 
复 表 示 ) .表示 空间 S 也 称 为 C3 和 模 , 表 韦 空 间 杯 身 是 2* 维 癌 星空 间 ， 
(2) n=2k11 
注意 到 (7 的 中 心 非 平 谭 , 其 复 扩 张 
Clo = Cr! 人 
为 系数 域 上 两 个 单 代数 的 直 和 和 
Cy 2) 2°) (K. 10) 
其 在 2 上 的 表示 不 是 忠实 表示 . 
由 上 述 分 析 表 明 , 复 Clifford 代数 有 两 种 类 型 的 短 阵 表示 


C5 ST {2°) (K. 10a) 
Ch ~ 2) 2) (K. [IOby》 


K3 实 Clifferd 代数 C. ,的 矩阵 表示 


用 尺 表明 ; ，， 之 一 ,K(n) 表 不 短 阵 元 腾 储 域 民 二 的 nx 后 阵 代 数 , 易 
让 
Kin}) 人 TT (nu) K (K.11a) 
{nn ,Cn ) (K.11b) 
线性 代数 中 心仪 恒 等 元 的 , 称 为 中 心 代数 {eentral algebra) ,作为 实数 域 上 线性 
代数 ,2 和 《oa) 都 硅 中 心 代 数 ,但 ”aa 不 是 ,1 的 中 心 是 :了 四， -1 上 . 
注意 到 偶 维 Clifford 代数 是 中 心 代数 , 收 Ca 的 矩阵 表示 必 为 (71) 或 
0 划 . 耐 奇 绯 (fifferqd 代数 中 心 非 平庸 , 故 基 第 阵 表示 党 为 人 fn (x)， 
或 af 10) 型 .下 面 从 低 维 吉 逐渐 找到 各 阶 Clifford 代数 的 具体 矩阵 表示 
很 易 验 让 


(7 = l,i = CK.12) 


Cn 一 11,,0| = (+) 3 他 二 | CK. 13) 


KK TTifford 代数 及 其 表示 .761 : 


{on 一 | ,rok 一 【长 . 14a) 
] 0 
《in = 1 esrl = . (2), T 二 | | (K. 14b) 
(站 一 ]， 
3 了 11 (2) 0 1 (K. 14e) 
( 一 | Ly i = ' = 1 一 。 [ 册 
1,1 2+T,E] E 1 0 | gt 


为 得 到 高 秩 实 Clifford 代数 揭 扼 阵 考 示 ,可 以 利用 下 述 定 商 ; 
定理 1 存在 下 述 同 构 


人 CT 【K.15) 
人 (K. 16) 
OO ~ Ct {K. 17) 
Cl 的 人 二 人 (K. 18) 
Ol Clo ~ ,3, (K.19) 

证 今 Cho= leryye Cn llo,r| 

则 令 

H, = €, (ar, i 一 | 六， w= 1 de, za = 1 OI)r 


则 努 验 证 11.2 as 条 或 Clifford 代数 C15, ,3 ,好 (CK.15) 式 被 让 明 . 完全 类 似 
夺 证 由 (KK.16) 式 .关于 (K.17) 式 的 证 明 是 如 十 验证 ; 今 
OC =i ,es ,ef ft! 
(i = ll,r,el 
则 令 
二 eg er， v= fer, i= 1, r=), 
ul = 0 e, tw 三 18 r 
则 于 yy 17) 式 被 证 明 , 奖 似 可 证 明 
(K.18) .(K. 197) 式 ， 站 
庙 用 上 述 辣 构 , 可 以 得 到 
C= OO NN. = Ch 人 NC (2) 2) = 4) 
即 
人 = Hom:( ， .)}) 二 :i(4) (K.20) 
重复 应 用 (长 . 1) .(K.19).(K.20) 可 以 得 到 
人 21) 
人 的 016) {K.22) 
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注意 (K.,17) 式 ,LY 的 抵 阵 才 示 的 类 型 仅 依 赖 于 (r - sy) = 7 市 ({K.22) 进 一 步 表 
下 它们 位 依赖 


{i=r $s md8 
周期 为 8, 这 与 正 交 群 的 同 伦 群 周期 为 8( 称 为 Bort 周期 ) 密 切 相关 . 而 复 Ciitlord 
代数 的 矩阵 考 示 岗 期 为 2, 与 么 正 礁 的 同 伦 群 周期 为 2 密切 相 关 , 见 89.4 与 89.5 
的 分 析 . 
已 千 | 优 维 Clifford 代数 结构 (KK, 13),(K., 14) ,再 重复 应 用 各 同 枸 关系 ,可 得 各 
阶 实 Clifford 代数 的 表示 结构 , 列 如 表 K.1 


囊 玉 .1 CY, ,的 矩阵 表示 类 草 


注 总 ,代数 去 示 的 类 型 由 rs tmod8) 决 定 , 如 上 所 示 , 而 整个 代数 的 维 数 
d= 2 
可 出 蕊 淡定 表示 插 阵 及 CN) 的 阶 NN ,例如 
Co = (2)，C = (2),o = 16 
《ti = A Cys = 2) C2),d = 32 
Ceo = .(8), Clye = .:(4),d = 64 
Co = 8) O78), Ch = A8),d = 128 
为 方便 查找 , 现 将 Co ,Clo ,以 及 它们 的 复 扩 充 C5 的 答 阵 表示 列 如 表 民 .2. 
表 天 .2 Cig,Ciho ,及 人 F 的 替 阵 表示 


6 | 7 8 
RR) (BD) | 10) 


-8) 
SC SY 


‘16) 


. [2)0. (2) . 
Td | A | dB) 


:| 2) | SDDA2) .416) 


K4 CCL, 的 子 代数 电池 的 算 阵 表示 
杉 面 {K.6) 式 曾 指出 ,任意 阶 Qlifford 代数 C7 都 能 分 解 为 二 和 
Ot = OO BC {K.6) 
其 中 C 是 由 偶数 个 生成 无 的 乘积 生成 的 子 Chifford 代数 , 维 数 为 2”! 维 .很 易 


K Cliflord 代数 必 其 表示 ， 3763 ， 


证 明 CY 二 C7 1 同 构 .现在 我 们 要 进步 证明 
定理 2 存在 十 述 同 构 ， 


Ci 《7 (K.23) 
证 C7. 其 有 个 成 EYe,;; .先是 vo, 二 1. 可 如 下 选 偶 子 代数 生成 下 的 
了 让 (其 有 r+s 1 个 ). 
IF = Fe ,jr 
中 凡是 加 记 们 本 成 Clitfford 代数 CY ，. 这 时 因为 向 晤 空间 WW= 天 :一 
对 托 : 回 量 mE Van 一 之 wE, ,可 以 证 明 


DW" 二 Nv ‘{ Ee }( Ee,) = ae- Eee, 
Te. re 
一 Spe, = 一 (rr | 
光 伺 可 以 证 遇 
Ci (KK.24} 


往 利 用 志 多, 1 ;可 将 G2*Y 的 绩 阵 表示 的 结构 类 型 列 如 表 KK.3. 
K.3 ls 的 矩阵 表示 类 型 


:0 


【CT i 


由 表 也 二 看 出 ,相对 人 一 中 , 表 左 而 对称 , 即 (7 未 结构 类 现 和 仅 
ymed8) 有关. 


K5 Ci, 展 数 矩阵 表示 的 实现 醋 是 阵 民 数 
前 面 指出 Clifford 代数 07( 作为 身 晤 空间 与 A Y 同 构 , 妈 


CY) SA SAY 一 MT) 


但 作为 代数 运算 二 者 不 间 构 . 当 Y 为 n 维 欧 儿 里 得 向 量 空间 ,可 i CCW)= 00,， 
世 是 2” 维 向 量 访 间 上 可 结合 代数 ,此 代数 中 的 可 道 元 {单位 区 1} 可 组 成 
DoSOCn 力 群 的 双重 槛 靖 群 Pin Can) {Spin(a1 匀 群 . 订 利 用 C27, 的 去 示 得 到 
Pintn0(Spin(n)) 群 的 表示 .这 时 我 们 破 特 别 福 意 OY, 的 单位 起 集 从 ,注意 CY 的 
于 集合 CL, = VY, 它 是 维 欧 几 里 得 空间 ,可 选 正 交 规 一 基 失 |e,17， 
ee 一 人 (K.25) 
这 里 堪 问 为 Clifford 代数 乘法 ,下面 选 这 些 某 矢 的 反正 米 生 阵 表 示 ， 
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yie— Y(e,) = iy, (K.26) 
由 上 两 式 { 或 (K.9) 式 ) 知 要 求 年 阵 1 x,; 满 中 
PY¥, TY = 26,, 7!' =¥,= (i ,sn) (K.27) 


如 此 引 大 的 yY 什 阵 即 是 厄 米 窜 阵 又 是 名 正 捧 阵 ,其 集合 组 或 算 阵 料 . 利用 Ci- 
ford 代数 的 这 种 矩阵 表示 ,可 得 公正 艾 群 (Ofoa ) 与 SO(z 妨 的 旋 量 表示 ,它们 在 物 
理 党 中 得 到 广泛 应 内, 故我 们 在 这 里 简单 介绍 下 如 何 实 现 各 维 本 和牛 阵 群 的 表示 . 
正如 前 面 $J.2 分析, 注意 到 C4, 的 复 扩 张 C7, = Cly 的 为 复数 域 - 王 单 代数 ， 
故 它 与 {2* ) 惩 阵 代数 同 构 , 如 (KK.9) 式 .也 可 服 x(e))=iy, ,本 i 到 可 生成 人 
的 忠实 表示 . 表示 空间 本 身 是 2: 维 向 量 空间 , 称 为 旋 量 空间 ， 

Ca 的 复 扩 张 非 单 代数 ,我们 可 着 重 务 析 CS 全 避 ; 的 不 可 约 表 水 .出 对 
Ca 可 将 Cs 的 不 可 约 表 示 的 生成 元 于 补充 

Yl = YI Ya, yi = 1 

:yi 可 生成 Cs, 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表 示 . 均 非 忠 室 表 示 , 其 直 和 为 心 实 表 
Ty. 

下 面 我 们 分 析 0, 第 阵 表 示 的 具体 实 声 , 即 以 外 代数 A Y 作为 CAVY) 模 , 定 
名 (对 4 的 CTord 代 数 作 用 .4 7 本 身 为 2 维 向 量 空间 , 记 为 S$. 其 
基底 可 由 集合 


i A A 
张 成 . 回 量 空间 5S 到 S 的 同 态 映射 集合 Hom(S,S) 果 形成 可 结合 代数 ,CY, 的 下 
录 就 是 引入 C2, 到 HomtS,S) 的 同 态 人 射 . 可 如 下 定义 变换 ; 
enS- (K.28 
其 中 
凡人 (K.28a) 


vi AAB > St- D0 A AB A (K.28b) 
其 中 6. 表示 忽略 掉 . 易 证 如 上 引 人 的 e; 满足 如 下 关系 ; 
le ,ei:| =+28, (K.29) 
Ee, + ee = 0 
令 V'=Homy(V,. ), 而 V' ,为 V 上 复 值 实 线 件 泛 师 论 间 , 可 分 解 为 
VA VD VY! 
即 分 解 为 揽 线性 与 复 反 线 性 泛 果 ( 复 结 构 j 的 本 征 值 为 +i 的 空间 ). 令 S=A: 


KK Cifferd 代数 此 此 表示 + 765 ， 


V… 为 2 维 向 量 空间 ,C5 = Cl 的 与 End,(S) 和 出 有 代数 同 构 . 并 可 由 这 代数 回 
构 ,可 得 实 Clifford 代数 ;在 SS 惟一 的 ( 仪 差 相 刁 等 价 ) 不 可 约 复 表 示 , 即 作 同 
态 映 射 : 
prt * Fnd (Ss) 
pte) El 二 了 一 下 ‘K. 30) 
fei =ig ry), =， 
易 证 相应 上 表示 知 | 蛤 满足 (K.27) 式 
例 上 7; 的 表示 ; 
在 Y 中 选 止 交 归 一 墓 底 (e,,e;) ,作为 (7, 模 , 选 表示 空间 S=( A”,A")= 
11,0,1 
Pei 一 p+ 


ple3) = in — 1) 


易 证 
iD) 1 
Pie) = (8,0) = 00) 中 -aoc 
. 0 一 ji 
pfezjl:. 2 = 0, DD = ,0 0 《2962 
洛 
51 og;3=1,, Ta =— go = iga (K.31) 


满足 2 维 厂 姑 隆 关 系 . (7, 可 由 4 个 2x2 矩阵 11,6, ,oo | 来 实现 ,这 四 个 矩阵 
绪 人 性 独立 ,是 忠实 表示 . 
例 2 0; 的 表示 . 
对 Ci; 的 生成 元 el ,ea ,再 补充 ey= 4 ieje， 
ples) = pl+iees) 一 二 

即 大 家 熟悉 的 二 个 Pauli 年 阵 ie cy ct 满足 

laoi=68, o =o, 1=1,2,3, (K.32) 
由 ple3)= fos 得 到 Ci, 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 ,但 都 不 是 忠实 表示 .由 此 两 表 
上 下 的 和 和 可 得 C7, 的 忠实 表示 . 
例 3 (CY, 的 不 可 的 表示 .作为 (4, 模 , 选 表示 空间 S= (11,9 ,9 ,9 8,) 

pe = Ht pler) = yr — vv) 


ptes) fT Ha ea 二 iC pe 一 v2) 


0 1 0 0 
. 1 oo0n0 
oe dB A BG) (Od A 和 0 9 9 1 
O00 1 0 
印 
ple) = 1000)= 
类 要 得 
oles) lo,=7; 
pleal = gC gr = Ys (KK.33) 
Phe) = Ga 人 oa = 1 
它们 组 成 55 的 4 维 不 可 约 忠 宰 表 示 . 月 疗 丰 
_， 7- | 
Ys | |] 0 d= Yi 
| 


iysy! =0, 7 = 1,2,3,4. 
注意 对 侦 维 wn = 2k 存在 与 所 有 厂 盾 阵 jy,17 均 反 人 交换 的 y/ = (一 1 … y= 
7; ,利用 它们 可 组 成 更 高 一 维 Clfford 代数 (7 的 卫生 阵 寿 .而 对 奇 维 无 此 有 
-性质 的 >，， 
以 上 结果 极 易 推 广 到 任意 向 维 . 即 设 已 知 N 一 2* 的 矿 算 阵 群 的 不 四 约 点 未 
记 为 Ey ,可 如 下 得 到 和 N=2k 12 的 荆 秆 阵 志 未 1 1 和 
m= es 7 -1,28 
BT Oo, a= a, (K.34) 
上 共 中 让 一 上 QOL = x 为 2 Xx2* 单位 所 阵 .总 之 和 N 一 2k 的 厂 第 阵 群 不 村 约 品 
未 57 (外 几 上 标 和 N}) 的 各 夭 陈 可 表示 为 


Yi 二 上 co 天 Ce en CO a HO ns 1 一 1, 


YL Ma Oo, =1,k (K.35a) 
A i 

都 为 & 个 2 维 年 阵 的 张 量 积 ,用 可 引信 
7 一 ， 【 DY 一 { 一 tg, 入 0 Gy ‘KK. 35b) 


前 面 : 例 痢 是 此 表示 的 特例 . 


1 Spin 群 及 其 表示 (Spin 模 】 李 代 数 spin; 767 ， 


L Spin 群 及 其 表示 (Spin 模 ) 李 人 代数 spin、 


$].4 中 曾 指 出 ,经 典 紧 臻 单 李 群 : SON),SU(N),Sp(N) 中 ,SUCN) 与 
Sp{ NN) 均 为 连通 且 单 连通 李 群 ,而 SO(N) 为 连通 ,但 非 单 连通 ; 
A(SO(N)) = ,1，N 守 3 
常 需求 其 单 连通 普 适 覆盖 群 Spin( N). 紧 致 连通 旦 单 连 通 李 群 SpinfN) 不 是 GL 
( ，) 的 子 群 ,是 SOUND ) 的 双重 宁 盖 群 ,存在 群 同 态 正 合 订 列 
i ,rrSpin(N) >SON) 一 1 (LL.1) 
为 实现 Spint NN }) 群 ,通常 利用 Clifford 代数 Gi、. 
令 V 为 N 维 欧 氏 空 间 ,|e, 1? 为 其 正人 交 归 -基底 ,Qlifford 代数 C = CI(V) 
作为 向 基 空 间 与 和 "VY 同 构 , 是 2* 维 向 景 雁 间 ,其 成 元 
ee Es Hl fe {1.2 


令 ,p1 = 下 称 为 e, 的 阶 , 令 CV) 代表 C2CV) 的 有 阶 元 素 子 集 ， 
OV) = CCV) = V. 
邻 CCY) 为 个 阶 元 素 子 集 ,CY CCY ) 为 奇 阶 元 素 子 集 ,前 者 为 子 代数 ,而 后 者 不 
是 . 
V 中 模 1 元素 形 成 单位 元 S ,由 CCV) 中 在 S 中 元 素 根 乘 而 生成 的 子 
集合 , 按 Clifford 代数 乘法 ,形成 群 Pin(N) 
PintA = {a= tw | n, EE V ,HA(lu ,uwu,)= 1 (LL.3) 
可 以 让 明 这 样 台 成 的 群 Pin(N) 是 空间 V 的 等 长 变换 群 OUCN) 的 双重 覆盖 群 , 即 
存在 
定理 1 可 如 下 定义 群 Pin(N) 到 群 O(N) 的 同 态 上 映射 6:Pin(N) xOCN) 
plajv afalaa ', YuE Va € Pin(V) {LL.,4) 
共 中 避 为 CCV) 的 自 同 构 变 换 : 


ale,) 二 一 上 二 171 二 > ae, 去 Y (1..5) 
1 
可 以 证 明 这 同 态 映射 p 是 满 词 态 ,存在 同人 态 正 会 序 列 
L 2 一 Pin Er O(N)—] (1..6) 


证 今 vEV, t= are 
] 
nutElinN) 人 NN YY 


atu)=— na, uw 二 一 u 


， 2768 . 附 于 


olnujv = a(u)vu = uu = (~ uv -24 ,Gu = v2 Uv)d 


a 如 图 L.1 所 示 , olw) 对 空间 V 的 作用 相当 于 


一 机 对 与 wx 王 直 的 超 平 回 A, 的 反射 ,4A, 通过 VV 
一 的 原点 ， 
， 对 Pin CN) 中 任 一 元 素 a = ui 
Pin(N) ,pta) 对 V 的 作用 相当 于 对 作 多 次 
反射 , 旦 所 有 反射 而 均 通 过 原点 , 故 pc 
图 1 OCUN). 
目 由 于 人 (NI) 中 所 有 上 正 父 变换 都 可 表 为 
多 重 反 射 的 乘积 , 故 映射 p 为 满 壬 , 旺 易 证 间 态 o 的 核 Ker(o)= :=|1+1, 故 存 
在 癌 态 让 合 序列 (1.6). 0 
Spin(N}) 群 为 Pin(N) 的 指标 为 2 的 子 群 : 
Spin(N) = PRND 门 QV) 
= a= wieum [a EV,Hin,u,)= 1| {1..7) 
对 什 一 群 元 a E Spin( NN) ,plu) 是 偶数 反射 的 散 积 ,点 可 得 满 同 态 映 射 :Shinf N ) 
一 SOCN 六 及 同 态 核 ker(p) = = 1 圭 1|, 革 存在 群 同 访 正 合 序列 (L.1) .这样 利 册 
Clifforgd 代数 (YCV) 可 具体 实现 群 Spin( N), 它 是 SO(N) 的 单 连通 普 适 箱 盖 群 
下 面 分 析 Spin( N ) 群 的 表示 (SO(N ) 群 的 旋 景 表示 ). 
V 为 N 维 向量 空 间 , QCV)= 0G、 为 2* 维 N 秩 Clifford 代数 ,KK.5 由 体 分 
析 CZs 代数 算 阵 表示 的 实现 ,Clitford 代数 表示 空间 5S 为 2、 维族 量 空 间 ,为 0、 
模 , Clifford 代数 Ci、 对 旋 量 空间 S 的 作用 得 Clifford 代数 的 表示 第 阵 ; 卫生 阵 , 由 
于 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
1 
由 


Spinft N) C CS ~ CO, 【1..S) 
每 个 CL, 模 ,也 为 Spin 模 ,可 提供 Sbinf(N) 群 的 表 居 ( 即 正 交 群 OCN ) 的 族 二 下 
示 ), 相 应 表示 空间 $ 称 为 旋 量 空间 .下 面 分 析 此 问题 . 
令 尺 ={R,}EO(N) 为 N 维 空 间 V 的 正 交 变换 矩阵 , Y 的 变换 造成 
Ci( WV) 的 生成 元 表示 和 矩阵 1x1 作 相 应 变换 
yy,= Yh, 
这 里 及 后 面 均 采 用 重复 指标 求 和 习惯 , 易 证 |y',!Y 满足 相 问 的 荆 矩 阵 关 系 
(YF = RRY, ,| = 2RR,T = 26,1 
即 1Y', | 为 与 17, | 等 价 的 表示 , 故 
7Y, = AC(R)YA(R}' = yR, (L..9) 


i i 赔 点 其 表 大 G3pin 栅 ) 下 代数 spi .769 ， 
相当 于 旋 量 空间 S$ 作 变 挽 S 一 A(R)S,S 作为 Spint N) 模 ,得 到 Spint N) 的 表示 
4{ 尼 ) .空间 为 正 交 群 O(N) 的 矢量 表示 空间 ,而 空间 S 为 群 Spin( NN) 的 表示 
空间 .S 窜 间 称 旋 基 空间 .由 人 .9) 式 易 看 出 =- A(R) 对 应 问 -个 转动 R ,Spint N) 
冬 是 OCN ) 群 的 一 重 普 适 覆 苹 群 ,其 表示 4(R) 也 常 称 为 DCN) 群 的 旋 量 表示 . 

注意 到 Spinf( NETDCOSTCY ,C7、 的 每 - -个 表示 可 提供 Spinf(N + 1 的 

个 表示 ,天 者 或 都 不 可 约 ,或 都 可 分 解 . 当 N=24 为 偶数 , 促 有 - -个 不 可 约 Ci 

模 , 故 SOC2R + 4) 三 B, 群 仅 有 一 -个 不 等 价 不 相约 旋 量 表示 . 汽 N=2k 一 ] 为 奇数 ， 
存在 殉 种 不 等 价 林 可 约 C7,，1- 模 , 故 SO(28) 三 D, 群 有 西 种 不 等 价 椒 相约 旋 量 表 
不. 这 些 者 是 .一 般 人 宇 群 教科 书 中 熟知 结果 

下 身分 析 spin(N) 群 的 李 代 数 spin、. 

很 易 证 明 CCVY) 的 2 阶 元 泰 集合 CPCV) = 1!ee, 1 给 成 闭合 李 代 数 . 妈 利 用 
Cifford 蒋 法 规则 


ee + re, = 28, (L.10) 
很 吻 证 明 如 E,3& CAV), 易 让 

[€,7] € CHA(CV) (1..11) 
Ct 为 3 NLN 一 站 ) 维 李 代 数 , 可 以 证 明 它 与 SpinfN ) 群 的 李 代 数 spinv 问 构 

CP CV) = spin, (L.12) 


而 分 析 此 问题 . 
我 们 其 道 Spint N) 样 为 SOCN }) 样 的 普 适 覆盖 群 
l= ,— Spin(tN) 这 > HNN}-1 
是 如 (4) 式 定 尖 Spin( N) 群 到 OUCN) 群 的 问 态 连 射 
Aqd :Shint N) » O(N) 
a-* Ad, 
Adiv = aw ' = Rv, vEVREO(N) (1..13) 
Ad 为 同 仿 映射 : 
Ad = 4 ，Ad 
同 仿 核 为 上 1. 称 Ad 为 伴随 {adjoint) 同 态 .相应 地 可 定义 项 对 应 李 代 数 问 同 态 映 
射 ud = Ae.,: 
dd :SDINy — oO 
de ee ee 一 [二 ,rr {L.14) 
可 也 证 明 ag; ,保持 两 矢 场 内 各 不 变 : 


770 四 附 录 
Cadets a) ~ (vadew) — 0 (1..15) 
为 spins 与 ov 两 李 代 数 间 同 构 映射 
adie,, = [ace sad, ] {1.16) 
邻 A=ad:€o, 为 O(N) 群 生成 泌 , 存 在 指数 映 册 ; 
R = expA = explads) = Adlexpé) E ON) (LL,17) 
即 
expé E Spin( N) = OV) NN PiatN) (1..19) 
注意 到 (eye,) - 1, 单 参数 地 群 
e 2 = coud + sintel es 


可 以 让 明 , 当 N 痉 2.Spin(CN ) 是 道路 连通 的 . 
证 仿 :a=ooauESbinftYwy ,属于 Y 中 单位 球面 .出 于 球面 是 连通 的 , 串 
将 每 a, 用 道路 z (连接 到 oj ,因此 a 可 连接 到 (ec 这 = 人 1)*= 二 1. 仪 需 证 削 
| 与 -1 是 连通 的 .用 道路 

7yf8) = (coste, + sinbey) (cosde, — sinbes) = 一 cos 有 + sin' 8 — 2sinfeostel es 


Y(0) =—1, 7Y(3) = | 加 


以 上 分 析 表 明 , Spin( NN) 一 SO(N) 为 非 平 庸 双重 覆盖 , 当 N3z3,Spin(N) 是 连通 
且 是 单 连 通 ,为 SOUN) 的 普 适 覆盖 


M SO(3) 群 及 其 普 适 履 盖 SU(2) 


SO(3) 与 SU{2) 群 物理 学 家 都 很 熟悉 ,其 李 代 数 的 各 种 张 量 志 示 就 是 大 家 设 
悉 的 前 动量 理论 . 为 了 使 大 家 对 SOQ(N ) 群 及 其 普 适 覆盖 Spinf wy) 有 闪 体 育 观 埋 
解 .而 在 N 所 6 时 ,Spinf YY) 群 可 与 一 些 经 监事 和 群 同 构 ,可 不 用 通过 Clifford 代数 而 
直接 分 析 . 这 里 我 们 对 最 简单 的 Spin(3) = SU) 群 与 SI(3) 群 间 关 系 作 简单 分 
析 , 以 备 参 改 . 
1) 首先 分 析 O(3) 转 动 群 的 基础 表示 (3 维 表 示 ) ,引入 3x3 和 个 阵 


N = (N,), N, = on (M.1) 
其 中 (x ,n,n ) 二 为 -中 单位 矢量 , 即 
起 "= Rn 二 1 (MW.2) 
| 0 n 一 于 | ) 一 nn nn 
N = 1 0 ny N’ = nn (7 -1 nn 


M XD) 群 太守 普 适 条 旋 人 1(2) : 71 。 


AN NY = (M.3) 
N 为 实 反 对 称 无 迹 拖 阵 , 为 so; 村 代数 牛 成 元 ,使 空间 “ 绕 壮 轴 转 角 # 的 转动 村 


R.(e)}=e ;一 singN + (1 — cusg ) AN 尘 民 (Ml.4) 


局 = 民 ， detRR = expttr lInR)— 1 {M 5) 
ol 
R= R{(r) EE SO) 
反之 可 证 XX3) 小 任意 成 元 民 =(R) , 必 人 在 单位 矢量 六 及 实数 gy 满足 0p 寺 
x 使 尺 = RR (gq) 如 {M4) 式 所 示 . 
以 ?原点 为 款 心 ,半径 为 r 的 闭环 体 记 为 B. ,将 其 边缘 球面 5: = 3B, 上 对 
斋 点 看 作 相 等 ,得 3 维 实 投射 空间 记 ， 


= (M.6) 
由 上 述 分 析 知 Xf3) 群 流 形 与 户 空间 微分 同 肝 : 
SO PS ,~ SU(2)  ， (CM. 7) 
2) SU(2) 群 的 基本 表示 为 2 维 ,可 选 3 个 Pauli 短 降 作 为 生成 元 的 基 疱 
fr 二 0 | | i = | (MN. 8) 
1 0) i 0j i0 一 也 
满足 
[oso] = 2iE 0. CUM.9) 
妈 


结构 常数 乞 w ,为 与 so; 李 代 数 同 构 的 实 李 代数 .3 维 李 代数 su 作为 叫 量 空间 回 
构 于 VY 全 ,可 选 jo 有 为 Y 的 基 赢 ,V 中 任意 元 素 


之 ly 


. | Vv (ML. 10 
十 人 


二 Xo | YI | tay = 
为 无 迹 厄 米 窗 阵 , V 中 元 素 求 和 及 与 实数 乘 仍 为 无 迹地 米利 阵 , 即 V2“, 量 可 在 
空间 Y 引信 口 人 3) 转动 不 变 内 各 
{ww} = dt {Ml.11) 
人 而 引信 SU21 群 的 作 随 表示 , 即 对 每 个 成 7G g& SUL2), 存 在 映射 
Ad :SU(2) — SO(3) 


.9392 - 内 有 承 


gg Ad, 
Adv = gug {MN. 12) 
男 让 号 gog 们 为 无 迹 厄 米 定 阵 , 郧 
Ac VW, 


人 部 HH 保持 detfg 1!)= detw= 1, 即 
Ad, 造成 V 空间 0O(3) 转 动 . Ad, € 


SO{3). 
加 A 映射 为 光滑 满 同 态 映 映 
ht， = Ad, * Ad,. (M.13) 


" 间 态 核 为 : 1. 
Ad 为 满 同 态 上 映射 , 邮 对 W 中 绕 用 
轴 转 # 衣 (06 过 7#) 必 存在 


gu {0 一 ti 二 = Se 一 os 了 -1 sin Sn :好 {M. 14) 


例如 , 则 上 图, 加 (一 sine,cose:0) 为 东道 南 上 单 信 和 失 量 , 绕 放 轴 转 上 对 使 法 > 由 
单位 天 旺 w, 转 为 注 (9 ,gg) 方 问 单位 失 量 于， 


9 | al 0 一 snp icsy| 
E.(0) 让 3 了 一 Om 一 上 1] 一 | 
= 2 | ying + ioose 0 | 
i 人 , 1 
cos 万 一 Se 
_ E SU(2) CM.15) 
Sn ev Ca 7 j 
而 
AT 区 有 Jo = gy (Boag 【8 
| 0 ;了 9 . | 
| cos 六 -sinae 0 | | to8 sm Te 
| Sin 也 sr COS 也 0 = . im ,0 
| 5 sih er C08 3 | 
cosg sin 后 | 
Ianfe”  — ecosg | 
— Singcosezl + sindsingrs + custgy = 下- LVM 16) 


Ad (gy (8))= 民 .(8)ESO(3). 而 问 态 映射 
de Ad, 


M 人 YM31 样 及 其 背 通 笨 瘟 SU(2) ， 773 。 


为 2:1 的 - 重 满 同 态 映 射 . SD(3) 与 SU(2) 均 为 连通 紧 致 流 形 ， 而 人 X03) 二 : 户 非 
单 连通 ;在 SO(3) 有 两 种 财 回路 ,相当 于 在 是. 补 间 与 边 绿 不 父 ( 或 偶数 交 ) 的 回路 
均 韦 半 唐 回路 同 伦 ,而 与 BB; 仅 交 一 点 的 回路 ,如 右 图 所 示 , 此 回路 不 本 收缩 ,与 于 
庸 回路 不 同 伦 . 即 


TSCOIT3 = , 
二 
而 SUIf2) 一 汪 " ， 连通 , 片 单 连 通 流 形 , 为 S30{3) 的 卜 
重 莹 话 笨 诬 , 时 民 莫 平 唐 的 双 种 | | 4 


辕 动 R (9) 无 简单 的 连 终 选 择 g 人 ,使 Ad (gyg(8)) = 
(C8) R02x 为 和 选 1E 


Hy 


Sf2) 人 代表 R, (00) ,而 选 pg,(8) = ves 9 1 wsin SE SU(2) 代 表 RE0) ,而 对 SQ(3) 


路 周 国 路 R20 R00) ,内 gg, (2x) = 一 1 关 1. 即 在 SU(2) 中 和 癌 路 g (8) 非 闭合 
冲 幢 .可 继续 延伸 全 8 一 4x, 才 在 SU(2) 中 形成 团 回路 .而 SUC2) 巾 周 轩 路 均 与 此 
于 唐 回 上 问 伦 , x (SU(2)) = 小 , 为 单 连 通 流 形 
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